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et plein d’autres encore. Merci encore une foisà Bruno pour son aide précieuse sur les
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Résuḿe

La mod́elisation volumique est un outil précieux pour le ǵeologue ṕetrolier : elle
lui permet d’appŕehender la disposition des couches géologiques dans le sous-sol et
de ǵerer au mieux l’exploitation d’un gisement. Un modèle ǵeologique 3D est une
partition de l’espace par un ensemble de surfaces en sous-domaines appelés ŕegions.
Ces surfaces correspondent aux horizons et aux failles qui ont puêtre d́etect́es au
moyen de forages et de méthodes ǵeophysiques. Un modèle ǵeologique n’est pas une
repŕesentation fiǵee du sous-sol : il est amené à évoluer au cours de son existence pour
intégrer de nouvelles données et prendre en compte les différentes interprétations des
géologues.

Modifier un mod̀ele ǵeologique 3D, tout en préservant sa cohérence, implique
le respect de plusieurs contraintes sur les surfaces qui le composent : ces surfaces
doiventêtre jointives et ne se recouper qu’au niveau de leurs bords. Nous proposons
un nouveau type de modèle pour simplifier les oṕerations de modification. Dans
ce mod̀ele, une surface est subdivisée par un ensemble de lignes définies par les
relations partaǵees par cette surface avec son environnement. Ainsi, le recoursà
des oṕerations de d́ecoupage entre surfaces et de suppression de cicatrices n’est plus
nécessaire lorsque le modèle est modifíe. Nouśetendons le concept de Cartes Géńerali-
sées Híerarchiques pour représenter les trois niveaux de subdivision de résolution
croissante ńecessaires̀a la description d’un tel mod̀ele :

• la partition de l’espace par les surfaces en régions ;

• la subdivision de chaque surface par un ensemble de lignes en domaines 2D ;

• la triangulation des surfaces.

Dans certaines circonstances, il n’est pas nécessaire de modifier la topologie du
mod̀ele. Nous proposons donc une méthode d́erivée des outils de d́eformation de
formes libres, qui consistèa d́eformer contin̂ument le mod̀ele. Connaissant pour cer-
tains points du mod̀ele leur nouvelle position, nous pouvons définir une fonction de
déformation pour calculer le déplacement des autres points. Nous utilisons l’interpola-
teur DSI pour d́eterminer cette fonction. La souplesse de cette méthode permet de
moduler la fonction de d́eformation pour ŕepondre au mieux aux différents besoins des
géologues.



vi



vii

Abstract

3D modeling is a precious tool for the oil geologist. It helps him for instance to under-
stand the geological structures of the subsoil and to monitor the exploitation of an oil
field. A 3D earth model is a partition of the 3D space by a set of surfaces into closed
domains called regions. These surfaces correspond to geological features such as the
horizons and the faults that have been detected by means of drillings or geophysical
methods. A geologic model is not a rigid representation of the subsoil: it is brought to
evolve during its existence to take into account new data and the various interpretations
of the geologists.

Editing a 3D earth model while keeping its consistency implies to respect several
constraints on the surfaces that delimit the model regions: these surfaces should not
intersect each other except on their borders and should be contiguous. Here, we pro-
pose a new type of model in the aim of simplifying the editing operations. In this
model, each surface is subdivided into domains by a set of lines defined by the rela-
tions connecting the surfaces with their environment. So, operations such as cutting
up the surfaces and deletion of scars are not necessary any more when the model is
modified. For that purpose, we extend the concept of Hierarchical Generalized Maps
to represent the three levels of subdivision needed for the complete description of such
a model:

• the partition of the 3D space by the surfaces into regions;

• the subdivision of every surface by a set of lines into 2D domains;

• the triangulation of surfaces.

It is not always necessary to modify the topology of a model. Thus, we propose
a method deriving from the Free Form Deformation tools, which consists in conti-
nuously deforming the geological models. Given for some points their new position,
we can define a mapping function to compute the displacement of the remaining points
of the model. We have chosen the DSI interpolator to estimate this function. The
flexibility of this method allows us to adjust the mapping function to fit the various
needs of the geologists.
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3.2.1 Quelques d́efinitions pŕeliminaires . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.2.2 D́efinition du probl̀eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2.3 Int́erieur et ext́erieur topologiques d’une ligne. . . . . . . . . 80
3.2.4 Construction des polygones. . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.3 Implantation des Trimmed-TSurfs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.3.1 Description de la structure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .107
Annexe : parcours de l’intérieur d’une ligne polygonale. . . . . . . . . . 109
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Introduction

Cadre de cette th̀ese

Cette th̀ese s’est d́erouĺee au sein du projetGOCAD (Geological Object Computer
Aided Design), initíe en 1989 par le professeur J.L. Mallet de l’École Nationale Suṕe-
rieure de Ǵeologie de Nancy (ENSG), en réponsèa l’inadaptation des modeleurs géo-
métriques industriels aux problèmes rencontrés en ǵeologie. Ce projet est actuellement
finanće par une vingtaine d’entreprises des domaines pétrolier, para-ṕetrolier et minier
ainsi que par une soixantaine d’universités.

Cette th̀ese aét́e finanćee par la Compagnie Ǵeńerale de Ǵeophysique (CGG),
elle-même membre du consortiumGOCAD depuis le tout d́ebut. CGG est une sociét́e
de services sṕecialiśee principalement dans l’acquisition et le traitement des données
sismiques.

Contexte de cette th̀ese

Le géologue ṕetrolier dispose de plusieurs types de données pour se faire une représen-
tation de la disposition des couches géologiques du sous-sol :

• Les puits lui fournissent des informations sur la nature et les propriét́es ṕetrophy-
siques des terrains rencontrés. Ces donńees sont pŕecises mais localisées. Il
n’est ǵeńeralement pas possible de multiplier le nombre de puits pour améliorer
un mod̀ele ǵeologique, et ce, pour des raisonsévidentes de côut : le prix d’un
forage revient̀a plusieurs millions de dollars.

• Les affleurements offrent un accès direct aux terrains de la zoneà étudier mais
ne sont pas toujours disponibles : c’est le cas par exemple en domaine marin ou
mêmeà terre car le ŕeservoir est ǵeńeralement enfoui.

• Une connaissance globale du contexte géologique de la zonéetudíee lui donne
une id́ee sur la nature et la structure des terrains sous-jacents.

• Enfin, les mesures géophysiques lui apportent la majeure partie des informations
disponibles pour construire son modèle. La sismique ŕeflexion donne en effet
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R1

R2

R3

S2

S1
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A B

Figure 1: Tomographie rayon X. A : principe. B : exemple d’une artère ćerébrale reconstruite
à partir d’une śerie de radiographies.

une image bidimensionnelle ou tridimensionnelle des structures géologiques,
telle uneéchographie du sous-sol. Elle nécessite toutefois un traitement numéri-
que pousśe des donńees brutes pour obtenir l’image la plus réaliste et la plus
précise possible du sous-sol. L’inversion tomographique sismique est un des
outils utilisés pour aḿeliorer la qualit́e de l’image.

Inversion tomographique sismique

Avant d’introduire le principe de l’inversion tomographique sismique, nous allons tout
d’abord exposer brièvement le fonctionnement de la tomographie rayons X, une tech-
nique d’imagerie 3D utiliśee principalement dans le domaine médical.

Cette technique permet de construire une représentation tridimensionnelle des or-
ganesà partir d’une śerie de coupes radiographiques X prises sous différents angles
de vues comme le montre la figure1A. Les lois de transmission et d’absorption des
rayons X au sein des différents tissus humainsétant bien connues, il est relativement
aiśe de reconstruire la géoḿetrie des organeśetudíesà partir de ces radiographies. La
figure 1B montre un ŕesultat obtenu par une méthode de reconstruction basée sur le
solveur DSI [Ker00]. Il s’agit d’une art̀ere du cerveau révélée par un produit opaque
aux rayons X.

En ǵeologie, les rayons X sont remplacés par des ondes sismiques. Ces ondes sont
émises par des camions vibreurs ou des explosifs en domaine terrestre et par des canons
à air en domaine marin. Elles se propagent dans le sous-solà différentes vitesses sui-
vant la nature des terrains traversés. Quand une zonèa fort contraste d’imṕedance
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Figure 2: Principe de la sismique réflexion. A : acquisition en domaine terrestre. B :
éclairage multiple d’un point miroir. C : mesure du temps de trajet de rayons sismiques illumi-
nant le m̂eme point miroir en fonction de la distance séparant l’́emetteur du ŕecepteur (offset).
Il suit une loi hyperbolique d́ependant̀a la fois de la profondeur et du pendage du réflecteur
ainsi que de la vitesse moyenne des ondes dans les terrains sus-jacents. Ces informations
seront utiliśees lors de l’inversion tomographique. D : section sismique temps.

acoustique1 est rencontŕee, comme par exemple une limite entre deux couches, une
partie de leuŕenergie est ŕefléchie, l’autre transmise. Le pouvoir réflecteur d’une sur-
face sera d’autant plus grand que ce contraste seraélev́e. Les ondes réfléchies sont
enregistŕeesà la surface par un réseau de récepteurs (cf. figure2A). En d́eplacant le
dispositif émetteur-ŕecepteurs̀a pas constant, il est possible d’éclairer un m̂eme point
géoḿetrique sous des angles différents par une série de couples récepteur-́emetteur
(cf. figure2B). Après un premier traitement des enregistrements, une image temps des
structures ǵeologiques est extraite (cf. figure2D). L’axe vertical ne correspond pasà
la profondeur des réflecteurs, mais au temps nécessairèa une onde pour effectuer un
aller-retour entre la surface topographique et un réflecteur donńe.

Pour passer d’une image tempsà une image profondeur, il est nécessaire de con-
nâıtre les vitesses de propagation des ondes sismiques au sein des couches géologiques.
Contrairement̀a la tomographie rayons X, ces vitesses ne sont pas a priori connues. Il
faut donc les estimer au mieuxà partir des enregistrements en tirant parti de l’éclairage

1L’impédance acoustique estégale au produit de la vitesse de propagation des ondes sismiques et de
la masse volumique des terrains.
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Figure 3: Tomographie sismique (TomCad).

multiple des points miroirs : c’est le but de l’inversion tomographique sismique.

Dans la repŕesentation utiliśee par CGG, le mod̀ele de vitesse est composé de
plusieurs macro-couches. Une macro-couche regroupe des terrains ayant des pro-
priét́es ṕetrophysiques similaires et dans lesquels les ondes sismiques se propagent
suivant la m̂eme loi de vitesse. Elle est délimitée par deux horizons qui peuventêtre
recouṕes et d́ecaĺes par une śerie de failles. Chaque horizon est une surface présentant
un fort contraste de vitesse qui ne correspond pas toujoursà une limite entre deux
couches : une macro-couche n’aura donc pas forcément une ŕealit́e ǵeologique.

L’algorithme d’inversion tomographique suit un processus itératif qui d́ebuteà
partir d’un mod̀ele de vitesse initial.À chaque it́eration, une sismique synthétique
est ŕealiśee par simulation de la propagation des ondes sismiques au sein du modèle
courant. Les donńees ainsi calculées sont ensuite comparées aux enregistrements. Le
mod̀ele de vitesse est alors modifié afin de minimiser au mieux lesécarts par rapport
aux donńees de terrain. Les corrections effectuées sur le mod̀ele portent̀a la fois sur la
géoḿetrie des interfaces et sur les lois de vitesse attribuéesà chaque macro-couche. Le
processus s’arrête une fois un crit̀ere de convergence atteint (cf. figure3). Pour plus
de renseignements sur le principe des logiciels d’inversion tomographique utilisés par
CGG, le lecteur pourra se référerà [Gui93, GMM96] (TomCad) ou encorèa [GAB01]
(Veltracer).
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Figure 4: Modélisation ǵeologique avec le logicielGOCAD : exemples de données
disponibles pour la construction d’un dôme de sel.

La modélisation ǵeologique : l’approche du logicielGOCAD

GOCAD est un logiciel de CAO d́edíe à la mod́elisation des objets géologiques. Il re-
pose sur une ḿethode originale appelée “Discrete Smooth Interpolation”, notée plus
simplement DSI [Mal92]. Cette ḿethode permet d’interpoler un ensemble de pro-
priét́es connues sur les nœuds d’un maillage (une ligne polygonale, une surface trian-
gulée ou encore un volume polyhédrique), moyennant le respect d’un nombre fini de
contraintes sur ces propriét́es et la minimisation d’un critère de rugosit́e : le ŕesultat
doit être le plus “lisse” possible.

Pour construire un modèle ǵeologique, le ǵeologue utilise tout un ensemble de
donńees de nature et d’origine diverses et pouvantêtre parfois contradictoires (voir
figure4). Toutes ces données sont expriḿees sous forme de contraintes géoḿetriques
et topologiques interprétables par le solveur DSI [Ett95, Mal02].

• Les puits fournissent des informations précises sur la position des horizons et
des failles. Ces données sont expriḿees sous la forme de nœuds de contrôle du
mod̀ele : les interfaces du modèle devront passer impérativement par ces points.
Il est parfois possible d’estimer l’azimut et le pendage local des horizons et des
failles traverśes par les puits. Cette donnée pourraêtre aussi utiliśee sous la
forme d’une contrainte supplémentaire.

• Les ḿethodes de pointé automatique permettent d’extraire des nuages de points
des cubes sismiques, un nuage de points par réflecteur. L’interpŕetation des sec-
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tions sismiques fournit des informations sous la forme de lignes. Ces données
sont relativement peu précises car la ŕesolution de la sismique est limitée : elle
est de 20 m dans le meilleur des cas et elle diminue avec la profondeur.À cela
s’ajoutent les incertitudes sur le modèle de vitesse qui a servià la conversion
temps/profondeur et les erreurs de pointé lors de l’interpŕetation : un d́ecalage
d’une milliseconde dans une couche où la vitesse de propagation des ondes sis-
miques est de 3000 m/s conduità une erreur de 3m. Ces données seront donc re-
spect́ees au mieux. Un critère de confiance permettra de faire varier l’ajustement
des horizons et des failles aux données sismiques. Une surfaceélastique tiŕee par
un ensemble de ressorts est un bon exemple d’analogue physique de cette con-
trainte. Chaque point d’ancrage d’un ressort correspondà un point de donńee et
la raideur des ressorts au critère de confiance. Plus ce critère sera fort, plus la
surface sera attirée par les points.

• Enfin d’autres contraintes pourrontêtre utiliśees pour traduire les connaissances
géologiques sur la régionétudíee et l’interpŕetation du ǵeologue :

– Le géologue pourra contraindre une surfaceà se terminer sur une autre.
Cette contrainte permet de maintenir un contact parfait entre le bord d’un
horizon et une faille ou encore entre le bord d’une faille secondaire et une
faille principale. Une connaissance du contexte tectonique régional sera
très utile pour positionner ces contraintes.

– En raison des incertitudes sur la position des surfaces, deux horizons peu-
vent s’intersecter ce qui n’est pas cohérent d’un point de vue ǵeologique.
Ce probl̀eme est corriǵe en imposant une distance minimum entre ces deux
surfaces.

– De même, l’́epaisseur d’une couche peutêtre contr̂olée si les taux de sédi-
mentation et de compaction sont connus dans la régionétudíee.

– Le rejet d’une faille pourrâetre fix́e.

– etc.

Les horizons et les failles du modèle structural ainsi construit subdivisent le do-
maine d’́etude en volumes appelés ŕegions. Ces ŕegions pourront̂etre ensuite représen-
tées par une grille 3D qui servira de support pour estimer ou simuler par des méthodes
géostatistiques les propriét́es ṕetrophysiques caractéristiques des couches. La figure5
montre un exemple de grillèa maille hexáedrique dont la forméepouse celle d’une
couche ǵeologique failĺee. Les valeurs de perméabilit́e des terrains, connues au niveau
des puits, ont́et́e interpoĺees sur l’ensemble de la grille. Ces grilles sont aussi utilisées
par les logiciels de simulation d’écoulement. Ces outils permettent d’estimer et d’opti-
miser la quantit́e de ṕetrole ou de gaz qui pourrâetre ŕecuṕeŕee et de suivre la vie d’un
gisement tout le long de son exploitation.
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Figure 5: Remplissage d’une couche géologique par une grillèa maillage h́exáedrique.

GOCAD s’inscrit donc au centre de la chaı̂ne d’oṕerations qui va du traitement des
donńees sismiques̀a la production d’un gisement.

Objectifs de cette th̀ese

Les mod̀eles ǵeologiques structuraux sont amenésà être modifíesà chaque fois que
de nouvelles donńees sont disponibles et que de nouvelles interprétations sont pro-
pośees. Il en est de m̂eme pour le mod̀ele de vitessèa chaque it́eration du proces-
sus d’inversion tomographique. Les modifications qui sont apportéesà ces mod̀eles
doivent ob́eir à un certain nombre de règles dans le but de préserver leur coh́erence.
Par exemple, les contacts entre un horizon et une faille ou entre deux failles doivent
être maintenus pouŕeviter toute fuite faisant communiquer deux régions. Les sur-
faces ne doivent pas s’intersecter sauf au niveau de leurs bords, faute de quoi il n’est
pas possible de définir correctement les régions. Une contrainte supplémentaire líee
aux besoins de l’inversion tomographique doitêtre prise en compte. En effet, la
déformation du mod̀ele structural doit̂etre ŕealiśee à topologie constante afin de ne
pas avoir̀a le red́efinir à chaque it́eration. Cela signifie que le nombre et la disposition
des macro-couches du modèle doivent rester invariants. Il en est de même pour les
surfaces d́elimitant ces couches.

L’objectif de cette th̀ese est de proposer deux méthodes pour mettrèa jour inter-
activement ou automatiquement un modèle ǵeologique d́ecrit par un ensemble de sur-
faces afin de ŕepondre respectivement aux besoins de la modélisation et de l’inversion
tomographique.

• La premìere ḿethode s’appuie sur une nouvelle base de données qui áet́e d́efinie
dans le but de simplifier les opérations topologiques sur les modèles. Nous nous
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concentrerons surtout dans ce mémoire sur la description et l’implantation de
cette base de données.

• La deuxìeme s’inspire des outils de déformation de formes libres2, outils cou-
ramment utiliśes en infographie. C’est une méthode ǵeńerale qui permet de
modifier la ǵeoḿetrie d’un objet moyennant le respect d’un nombre fini de con-
traintes de d́eformation, et ce,̀a topologie constante. La géńeralit́e de la ḿethode
autorise la d́efinition et l’utilisation de toute une variét́e de contraintes pour sa-
tisfaire au mieux les besoins des géologues.

Organisation du mémoire

Ce ḿemoire sera diviśe en quatre chapitres:

• Dans le premier chapitre, nous nous traiterons de la notion de modélisation vo-
lumique. Apr̀es un aperçu des différentes repŕesentations couramment utilisées
pour d́ecrire un objet volumique, nous aborderons les problèmes et les con-
traintes líesà la construction et̀a la modification de mod̀eles ǵeologiques d́ecrits
par un ensemble de surfaces.

• Le deuxìeme chapitre sera consacré à la description d́etaillée des Cartes Ǵeńera-
lisées (G-Cartes), notion introduite par Lienhardt [Lie94] et étendue par Ĺevy
[Lev99] sous la forme des Cartes Géńeraliśees Híerarchiques (H-G-Cartes). Les
H-G-Cartes formeront la base de la nouvelle représentation que nous utiliserons
dans le chapitre 3 pour décrire les mod̀eles ǵeologiques.

• Dans le troisìeme chapitre, nous introduirons le concept de Trimmed Triangu-
lated Surface que nous abrégerons par la suite par Trimmed-TSurf. C’est une
transcription du principe des “trimmed-surfaces” paramétriques aux surfaces tri-
anguĺees. Une Trimmed-TSurf est subdivisée en sous-parties virtuelles par un
ensemble de courbes fermées appelées Trimming-Lines. Ces lignes sont cons-
truites à partir des informations topologiques que la surface partage avec les
autres surfaces du modèle comme des lignes de contact et d’intersection. Un
mod̀ele ǵeologique d́ecrit à l’aide de Trimmed-TSurfs sera plus facileà main-
tenir : seuls ces informations topologiques serontà red́efinir apr̀es chaque mo-
dification du mod̀ele.

• Pour finir, dans le chapitre 4, nous proposerons un outil géńeral pour d́eformer
contin̂ument un mod̀ele ǵeologique tout en préservant ses caractéristiques topo-
logiques. Il s’inspire des techniques de déformation de formes libres. Nous
ferons donc d’abord le tour des différentes ḿethodes utiliśees en infographie

2Free Form Deformation dans la littérature de langue anglaise, abréǵe en FFD.
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pour identifier celle qui est la mieux adaptée à notre probl̀eme. Nous expli-
querons ensuite comment contraindre la déformation pour ŕepondre aux besoins
du ǵeologue.

Enfin, la conclusion ǵeńerale pŕesentera le bilan de ces travaux et ouvrira les perspec-
tives de recherche.
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Chapitre 1

Modélisation volumique

Modèle SEG Overthrust(http://www.seg.org/research/3Dmodel/Overthrust/EtudeOverHtml/home-page.html)
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Figure 1.1: Les ŕegions d’un mod̀ele ǵeologique volumique peuventêtre regrouṕees en
couches̀a gauche ou en blocs de faillesà droite.

1.1 Introduction

Dans le cadre de la modélisation ǵeologique, le sous-sol peutêtre aussi bien d́ecrit par
un ensemble de surfaces correspondant aux limites de couches et aux failles que par les
domaines volumiques délimités par ces surfaces. Ces domaines seront appelés par la
suite ŕegions. Les ŕegions d’un mod̀ele ǵeologique volumique peuventêtre regrouṕees
en deux types de sous-ensembles :

• Une couche ǵeologique (Layer) est d́efinie par l’ensemble des régions comprises
entre deux horizons donnés. Un horizon pourrâetre d́ecrit par une surface con-
nexe ouêtre compośe de plusieurs surfaces sépaŕees et d́ecaĺees par un groupe
de failles (cf. figure1.1A).

• Un bloc de faille (Fault-Block) rassemble les régions qui ont pour limites com-
munes un ensemble de failles donné (cf. figure1.1B).

Dans le contexte de la géologie ṕetrolière, un mod̀ele surfacique est d’abord cons-
truit à partir des donńees extraites du sous-sol (section et cube sismiques, forages,
mesures graviḿetriques, relev́es de terrains...) et des connaissances du contexte géolo-
gique dans la zonéetudíee. Un mod̀ele volumique est ensuite assemblé à partir des
diff érentes interfaces du modèle surfacique. Un modèle surfacique est suffisant si les
besoins du ǵeologue se limitent par exemple,à la visualisation en 3D des structures
géologiques. En revanche, l’utilisation d’un modèle volumique s’av̀ere ńecessaire pour
certaines applications :

• Une repŕesentation graphique des volumes permet de se faire une idée de la
forme et de la disposition des différents corps ǵeologiques (couches, lentilles
gréseuses, chenaux...). Plusieurs modes d’affichage pourrontêtre propośes au
géologue, en trois dimensions avec la possibilité de visualiser une région sous
tous les angles ou encore en deux dimensions au travers de coupes du modèle.
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• Le calcul du volume d’une région est utiliśe pour connâıtre par exemple la di-
mension d’un ŕeservoir ṕetrolier et estimer la quantité de ṕetrole qui y est píeǵee.

• La localisation d’un point dans le modèle est une information utile pour de nom-
breux algorithmes, comme par exemple le tracé de rayons sismiques. Cet algo-
rithme permet de ŕealiser une sismique synthétique qui sera comparée avec les
donńees enregistrées sur le terrain et donc de valider ou d’infirmer l’interpréta-
tion du ǵeologue. Le calcul de la trajectoire d’un rai sismique nécessite de
connâıtre à tout moment dans quelle région du mod̀ele nous nous trouvons.

• Le mod̀ele volumique sert de supportà un mod̀ele des propríet́es. À chaque
région sont attach́ees une ou plusieurs propriét́es ṕetrophysiques comme la poro-
sité, la perḿeabilit́e, la saturation en huile... Ces propriét́es peuvent̂etre d́ecrites
par une fonction continue oûetreéchantillonńees sur une grille.

• Pour ŕepondre aux besoins du point préćedent, nous devonŝetre capables de
remplir chaque ŕegion du mod̀ele par une grille. Ces grilles pourront avoir un
maillage structuŕe à base d’hexàedres ou non structuré à base de tétràedres ou de
polyèdres quelconques. Leur usage ne sera pas limitéà l’estimation de propriét́es
pétrophysiques. Elles pourront aussi servir comme support de calcul pour les
logiciels de simulation d’́ecoulement.

Pour être exploitable, un modèle volumique doit̂etre correctement défini. Re-
quicha [Req80], Lamboglia [Lam94] et Euler [Eul99] ont défini plusieurs r̀egles pour
garantir la validit́e d’un mod̀ele volumique :

• Les ŕegions ne peuvent se couper qu’au niveau de leurs frontières, les faces
qu’au niveau de leur bords et les lignes qu’à leurs extŕemit́es. Enfin, les points
d’intersection doivent̂etre topologiquement disjoints (mais géoḿetriquement
confondus). C’est la condition denon-intersection.

• Les volumes doivent occuper un portion finie dans l’espace, les surfaces avoir
une aire finie, les courbeŝetre de longueur finie et les points avoir une position
finie dans l’espace. C’est la condition definitude.

• Tout volume doit avoir un int́erieur et un ext́erieur. Les faces d’un volume
doivent donĉetre d́edoubĺees et orient́ees pour pouvoir faire une distinction entre
l’extérieur et l’int́erieur. C’est la condition d’homoǵenéité.

• Un mod̀ele doit avoir une forme invariante quelles que soient sa position et son
orientation dans l’espace. C’est la condition derigidit é. Remarquons que cette
condition sera difficilement respectée dans la pratique du fait de la résolution
numérique limit́ee des ordinateurs : une simple translation peut modifier la po-
sition relative de certains points et rendre le modèle non valide.

Nous verrons plus loin dans ce chapitre comment construire un modèle ǵeologique
volumique coh́erent et comment le modifier tout en préservant cette cohérence.
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Figure 1.2: Une th́eière et son couvercle sont respectivement homéomorphes̀a un toreà deux
trous età une sph̀ere.

1.2 Quelques notions pŕeliminaires

Diff érentes repŕesentations sont utilisées en infographie pour décrire un objet volu-
mique. Avant de les aborder, nous introduisons dans cette section quelques notions
utiles relatives̀a la mod́elisation.

1.2.1 Topologie et plongement

La topologie peut̂etre consid́eŕee dans le cadre de notre problème comme la science
des objetśelastiques. Un des buts de la topologie est l’étude des propriét́es caract́eris-
tiques d’un objet qui restent invariantes au cours d’une transformation continue. Deux
objets A et B sont dits topologiquementéquivalents ou hoḿeomorphes s’il existe une
applicationΦ bijective et continue associant tout point de Aà un point unique de B
et dont l’inverseΦ−1 est elle-m̂eme continue [Ago76]. Par exemple, une théière est
homéomorphèa un toreà deux trous (voir figure1.2). Il est possible de passer de la
premìereà la seconde par simple déformation : les deux trous du tore correspondentà
l’anse et au bec de la théière.

Les probl̀emes rencontrés en mod́elisation sont en partie traités par une branche de
la topologie appelée topologie combinatoire. La topologie combinatoire est consacrée
à l’étude de la d́ecomposition d’un objet en primitives et des relations d’adjacence
existant entre ces primitives.

La géoḿetrie appeĺee aussi plongement regroupe toutes les caractéristiques d’un
objet liéesà sa forme, son orientation et sa position dans l’espace. La notion de
plongement peut̂etreétenduèa toutes les informations que l’on pourra attacher aux
primitives qui composent cet objet.
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Figure 1.3: Exemples de cellules plongées dansIR3.

1.2.2 Notion de Cellules

Un sous-ensemble de points deIRn est unei-cellule avec0 ≤ i ≤ n s’il est hoḿeo-
morpheà une boule ouverte de dimensioni. La figure1.3 présente des exemples de
cellules de dimension 0̀a 3 plonǵees dansIR3.

• Une cellule de dimension 0 est un point isolé deIR3. Cette cellule sera appelée
par la suitesommet.

• Une cellule de dimension 1 est une ligne simplement connexe, c’est-à dire com-
pośee d’une seule partie, dont les deux extrémit́es ontét́e retiŕees. Cette cellule
sera appeléearêteoubord.

• Une cellule de dimension 2 est une surface simplement connexe, c’est-à-dire
compośee d’une seule partie et sans trou et dont le bord, assimilableà une ligne,
a ét́e retiŕe. Cette cellule sera appeléepolygoneou facette.

• Une cellule de dimension 3 est un solide simplement connexe dont le bord, as-
similableà une surface, áet́e retiŕe. Cette cellule sera appeléepolyèdreousolide.

La figure1.4A montre un polygone contenant un trou. Par définition, cet objet n’est pas
une cellule. Pour obtenir un tel polygoneà partir d’un disque ouvert, il faut créer une
déchirure au sein du disque. Cette transformation n’est ni bijective, ni continue :à un
pointx du disque sitúe initialement sur la d́echirure correspondent deux points images
distinctsy ety′ du bord interne (voir figure1.4B). Pour repŕesenter un tel polygone par
une cellule, il suffit de relier un sommet du bord interneà un sommet du bord externe
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Figure 1.4: Ce polygone avec un trou n’est pas homéomorphèa un disque. Il est cependant
représentable par une 2-cellule en joignant le bord interne au bord externe par un segment.

par une ar̂ete (cf. figure1.4C). Nous rencontrerons de telles configurations dans les
deux chapitres suivants.

1.2.3 Objets varíetés, Objets non-varíetés

Un objet est dit n-varíet́e si le voisinage de chacun de ses points est homéomorphèa une
boule de dimension n. Dans le cas contraire, l’objet est dit non-variét́e. La figure1.5A
montre plusieurs exemples de configurations non-variét́ees : les zones dessinées en
gras correspondent aux points où cette condition n’est pas respectée. Deux surfaces
se joignant le long d’une ligne, deux volumes se partageant un sommet sont deux
exemples d’objets non-variét́es : le voisinage d’un point de cette ligne ou de ce som-
met n’est pas hoḿeomorphe respectivementà un disque et̀a une boule.

A B

Figure 1.5: Un objet estn-variét́e si le voisinage de tout point de cet objet est homéomorphèa
une boule de dimensionn. A : collection d’objets non-variét́es. Les zones au niveau desquelles
ces objets ne sont pas variét́es, sont indiqúees en gras. B : un modèle ǵeologique failĺe est un
exemple de configuration non-variét́ee.
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Figure 1.6: Deux surfaces non-orientables, le ruban de Möbius (en A) et la bouteille de Klein
(en B). Un ruban de M̈obius se construit en assemblant les deux extrémit́es d’une bandelette
de papier apr̀es avoir effectúe une torsion d’un demi-tour̀a l’une de ses deux extrémit́es.

Par exemple, les horizons et les failles d’un modèle ǵeologique structural sont
décrits par un ensemble de surfaces qui sont en contact ou qui se recoupent le long
de lignes. Un mod̀ele ǵeologique surfacique est un objet non-variét́e (cf. figure1.5B).
Pour construire un modèle volumiquèa partir d’un ensemble de surfaces, il sera néces-
saire de d́efinir une structure pour décrire sans ambiguı̈té les configurations non-varié-
tées. Notons au passage que les régions d’un tel mod̀ele sont au contraire des objets
3-varíet́es.

1.2.4 Orientabilité

Un objet de dimensionn est orientable s’il possède deux faces différentes de dimen-
sionn. Cette page, si nous faisons abstraction de sonépaisseur, est une surface ouverte
orientable car elle a un recto et un verso. De même, une bulle de savon a une face in-
terne et une face externe : c’est une surface fermée orientable. Sur la figure1.6, sont
repŕesent́es deux exemples classiques de surfaces non-orientables : le ruban de Möbius
à gauche et la bouteille de Kleinà droite. Un ruban de M̈obius se construit facilement
en collant les deux extrémit́es d’un ruban de papier après avoir fait effectúe une rota-
tion d’un demi-tour̀a l’une de ses deux extrémit́es. Ce ruban n’a qu’une face et qu’un
seul bord : si nous traçons une ligne le long du ruban, nous nous apercevons une fois
arrivé au point de d́epart que ce qui nous semblaitêtre les deux faces du ruban ont
ét́e marqúees. Cette propriét́e est parfois utiliśee dans le domaine industriel pour aug-
menter la duŕee de vie des courroies et des bandes de convoyage : l’usure ne se fait pas
sur une seule face comme pour une courroie classique, mais est répartie sur l’ensemble
de la surface. La bouteille de Klein, désespoir des vignerons et des ivrognes est une
surface ferḿee qui n’a ni int́erieur ni ext́erieur.

Les surfaces que nous rencontrons dans la vie courante sont géńeralement orien-
tables. Celles rencontrées en ǵeologie le sont toutes, mais il est toutà fait possible que
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Figure 1.7: Exemple de représentation volumique utilisant l’approche booléenne.

le géologue construise des surfaces non-orientablesà la suite d’une erreur de mani-
pulation. L’analyse de l’orientabilité constituera donc un premier test pour vérifier la
validité d’une surface.

1.3 Les techniques de mod́elisation volumique.

Il existe plusieurs représentations pour décrire un mod̀ele volumique. Nous en présen-
tons ici quelques-unes parmi les plus utilisées en infographie.

1.3.1 Repŕesentation booĺeenne

La repŕesentation booléenne des modèles plus connue sous le nom de “Constructive
Solid Geometry” (CSG) [RV80] est baśee sur l’observation suivante : la forme de
nombreux composants industriels est une combinaison de formes géoḿetriques sim-
ples comme des sphères, des ĉones, des cylindres ou des parallélépip̀edes.

Par exemple, l’objet représent́e sur la figure1.7 peutêtre produit en collant deux
blocs rectangulaires ensemble puis en forant un trou dans le bloc de droite. Dans
l’approche booĺeenne, cet objet se construit en deux opérations successives : première-
ment l’union de deux parallélépip̀edes rectangles et deuxièmement, la diff́erence de la
forme ǵeoḿetrique obtenue avec un cylindre (cf. figure1.7B). Un objet sera donc
défini par un ensemble de primitives géoḿetriques (cubes, cylindres, sphères...) aux-
quelles est appliqúee une suite finie d’oṕerations ǵeoḿetriques (modification des di-
mensions, rotation, translation,etc.) et booĺeennes. Les opérateurs booléens utiliśes
sont au nombre de trois :

• l’union A ∪B est l’ensemble des points appartenantàA ou àB ;
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Figure 1.8: Exemple de représentation par frontìeres d’un volume.

• l’intersectionA ∩B est l’ensemble des points appartenantàA et àB ;

• la différenceB\A est l’ensemble des points appartenantà B mais pasà A
(B\A = B − A ∩B).

La structure d’un mod̀ele CSG est maintenue sous la forme d’un arbre dont les
feuilles correspondent aux primitives géoḿetriques et les branches aux opérations
booĺeennes et ǵeoḿetriques ńecessaires̀a sa construction (cf. figure1.7B). Une telle
approche offre une interface agréable et intuitivèa l’utilisateur. Un objet se construit
facilement en int́egrant successivement des formes géoḿetriques simples. Cependant,
la repŕesentation graphique d’objets construits avec cette méthode est malaisée. Cer-
tains modeleurs ǵeoḿetriques ont une interface utilisateur basée sur la repŕesentation
CSG pour la construction des objets et une interface graphique basée sur une représen-
tation par frontìeres.

Une telle structure est mal adaptée à la repŕesentation des objets naturels. Il est
en effet difficile de construire une couche géologique de forme quelconque et souvent
complexèa partir d’un ensemble de primitives géoḿetriques. De plus, la représentation
CSG suppose une connaissance a priori de la forme de l’objetà mod́eliser, ce qui n’est
géńeralemement pas le cas des corps géologiques.

1.3.2 Repŕesentation par frontières

Cette repŕesentation est référenćee dans la litt́erature de langue anglaise sous le nom
deBoundary Representation. Dans cette structure, les volumes sont décrits par leurs
frontières, c’est-̀a-dire par un ensemble de surfaces (cf. figure1.8). Les ar̂etes aiĺees
[Bau75] et les demi-ar̂etes de Weiler [Wei86b] sont deux exemples parmi les plus con-
nus de ces représentations. Dans la structure des arêtes aiĺees, l’́elément de base est
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A B

Figure 1.9: (A) : structure de l’ar̂ete aiĺee (Winged-Edge). (B) : structure de la demi-arête
(Half-Edge).

l’arête (voir figure1.9A). Une ar̂ete “connâıt” les deux faces qui la bordent (d’où son
nom d’ar̂ete aiĺee) ainsi que ses deux extrémit́es. Chaque arête est relíeeà quatre de
ses voisines, deux pour chacune de ses extrémit́es. Weiler a aḿelioré cette structure
en d́edoublant chaque arête en deux demi-arêtes orient́ees (voir figure1.9B). Cette
structure constitue le cœur de l’actuel noyau topologique du logicielGOCAD pour
repŕesenter les objets variét́es, c’est pourquoi nous allons la décrire un peu plus en
détail. Pour plus de renseignements sur ce noyau topologique, le lecteur pourra se
référer par exemplèa la th̀ese de Mariez [Mar98].

Demi-arête

Chaque demi-arête “connâıt” son nœud d’origine et sa demi-arête associée. Ŕecipro-
quement, chaque nœud “connaı̂t” la liste des demi-ar̂etes qui en partent. Avec cette
brique de base, il est possible de représenter facilement des objets variét́es simpliciaux :

• Une ligne polygonale est composée de deux demi-lignes orientées issues de
l’assemblage de demi-arêtes bout̀a bout.

• L’ajout de l’élémentTrianglepermet de d́ecrire des surfaces triangulées. Chaque
triangle “connâıt” les trois demi-ar̂etes qui le bordent. Inversement, chaque
demi-ar̂ete pointe (s’il existe) vers le triangle auquel elle est incidente, ainsi que
vers sa demi-arête associée.

• Enfin, cette structure peutêtre étendue aux volumes en introduisant l’élément
Tétraèdre. Chaque t́etràedre “connâıt” les quatre demi-triangles orientés qui le
bordent. Ŕeciproquement, chaque demi-triangle pointe vers le tétràedre auquel
il est incident ainsi que son demi-triangle associé, si ce dernier existe.

Cette approche est très intuitive car des sommets, des arêtes, des triangles et des
tétràedres sont manipulés. Malheureusement, de nouveauxéléments topologiques
doiventêtre d́efinis pour passer d’une représentation des objets de dimensionn à une
repŕesentation des objets de dimensionn+1, ce qui rend cette structure peuévolutive.
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Figure 1.10: Coupe verticale d’un mod̀ele de 3D repŕesent́e par seśeléments frontìeres. La
région 3 est d́elimitée par deux frontìeres : une frontìere externe composée des faces orientées
{f−4 , f−9 , f+

13, f
−
11, f

+
14} et une frontìere interne composée des faces{f+

15, f
+
16}.

Ar ête radiale

Grâceà la structure de la demi-arête, nous pouvons représenter les horizons et les
failles d’un mod̀ele surfacique par un ensemble de facettes triangulaires. Les surfaces
d’un tel mod̀ele ne sont ǵeńeralement pas variét́ees. Pour d́efinir les frontìeres des
régions d’un mod̀ele volumique construit̀a partir d’un ensemble de surfaces jointives,
nous devons d́ecrire les diff́erentes configurations non-variét́ees rencontrées, ce que ne
permet pas la structure de la demi-arête. Weiler [Wei85] a introduit la structure de
l’arête radiale pour pouvoir définir sans ambiguité les relations de connectivité entre
plusieurs surfaces se partageant un bord en commun. Cette structure est utilisée dans
le logiciel GOCAD pour la repŕesentation des modèles volumiques.

Dans cette structure, les régions d’un mod̀ele sont d́efinies par leurs frontières,
c’est-̀a-dire pour un mod̀ele volumique par un ensemble de surfaces jointives. Une
région peut̂etre d́elimitée par plusieurs frontières. Si tel est le cas, elle possède une
frontière externe englobant un nombre fini de frontières internes. Une région appeĺee
Universaura un statut particulier. C’est une représentation de l’espace environnant
dans lequel le ou les modèles sont plonǵes. L’Universétant infini par d́efinition, cette
région n’aura donc pas de frontière externe, mais plusieurs frontières internes cor-
respondant chacunèa la limite externe d’un mod̀ele. Les surfaces sont dédoubĺees
afin de distinguer sans ambiguı̈té l’intérieur et l’ext́erieur d’une ŕegion. Deux faces
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orient́ees, une positivement et l’autre négativement, sont associéesà chacune des sur-
faces du mod̀ele à condition bien ŝur que ces surfaces soient toutes orientables. Par
exemple, la ŕegion 3 de la figure1.10est d́elimitée par deux frontières : une frontìere
externe compośee des faces orientées{f−

4 , f−
9 , f+

13, f
−
11, f

+
14} et une frontìere interne

compośee des faces{f+
15, f

+
16}. La régionR4 a pour frontìere externe l’ensemble des

faces{f−
15, f

−
16} qui ne peut paŝetre confondue avec la frontière interne deR3. À ce

stade, nous sommes capables de décrire sans ambiguı̈té les diff́erentes ŕegions d’un
mod̀ele.

La structure de l’ar̂ete radiale complète la d́efinition des mod̀eles avec la descrip-
tion des relations d’adjacence existant entre leurs faces orientées. Dans un modèle
donńe, une face orientée peut partager géoḿetriquement certains de ses bords avec
d’autres surfaces. Pour pouvoir caractériser ces configurations non-variét́ees sans am-
bigüıtés, chaque bord est associé à une ar̂ete radiale1. Chaque ar̂ete radiale “connâıt”
le bord et la face orientée qui lui sont associés et ainsi que deux autres arêtes :

1. une ar̂ete radiale associéeà une surface diff́erente. Cette relation d’adjacence est
figurée par une double flèche sur la figure1.11. Un bord sera dit libre, s’il est
partaǵe par une seule et unique surface. Par exemple sur la figure1.10, la faille
f12 a un bord libre.

2. l’arête radiale associéeà la m̂eme surface mais d’orientation opposée. Cette re-
lation d’adjacence est représent́eeà l’aide d’une simple fl̀eche sur la figure1.11.

Une fois cette structure correctement définie pour tous les bords, il est facile de par-
courir l’ensemble des régions du mod̀eleà l’aide de ces deux relations d’adjacence :

• Une frontìere de ŕegion est d́efinie par un ensemble de faces orientées adjacentes
deuxà deux par un bord via une relation de type 1 dans le cas géńeral ou via une
relation de type 2 si ce bord est libre.

• La relation de type 2 permet de passerà la ŕegion adjacentèa une face donńee,
à condition que cette face n’ait aucun bord libre. Dans le cas contraire, la même
région se trouve de part et d’autre de la surface.

La structure de l’ar̂ete radiale est cependant une base de données lourdèa ǵerer : pas
moins de 11́eléments topologiques différents sont ńecessaires pour décrire un mod̀ele
tridimensionnel. En conséquence, les algorithmes de construction et de manipulation
de mod̀eles d́ecrits avec cette structure seront souvent complexes et difficilesà main-
tenir.

1Une ar̂ete radiale et sa face orientée correspondent respectivementà un edge-use età un face-use
dans la terminologie de Weiler
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Figure 1.11: La structure de l’ar̂ete radiale permet la description de configurations non-
variét́ees òu plusieurs surfaces sont en contact le long d’une frontière commune.

Remarque :

La repŕesentation Surface Layer Topology (SLT) utilisée par la CGG pour d́efinir la
topologie de ses modèles de vitesse se limitèa une simple description des régions par
leurs frontìeres. L’utilisateur d́efinit chaque couche du modèle enénuḿerant les faces
orient́ees qui la d́elimitent. Cette repŕesentation s’av̀ere suffisante pour décrire les
mod̀eles simplifíes que sont les modèles de vitesse, mais incomplète d̀es qu’il s’agit de
construire et manipuler des modèles plus complexes, comme par exemple des modèles
faill és.

1.3.3 Repŕesentation cellulaire

Dans cette représentation, les objets sont décompośes en un ensemble fini de cellules
de forme quelconque. Les Cell-Tuples [Bri90] et les Cartes Ǵeńeraliśees (G-Cartes)
[Lie94] sont deux exemples de ces représentations. L’int́er̂et majeur de ces deux struc-
tures est qu’elles reposent sur un formalisme mathématique bien d́efini pour d́ecrire les
diff érentes relations associant les cellules d’un même objet. En conséquence, un seul
élément topologique associé à un oṕerateur d’adjacence par dimension est nécessaire
pour d́ecrire tout objet varíet́e2 de dimensionn.

2La structure des G-Cartes est plus géńerale que celle des Cell-Tuples de Brisson. Elle permet en
fait de repŕesenter une classe plus vaste d’objets, appelés quasi-varíet́es cellulaires.



24 CHAPITRE 1. MODÉLISATION VOLUMIQUE
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lien α0
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Figure 1.12: A : Exemple de représentation cellulaire d’un volume. B : Description de la
décomposition cellulaire d’une surface par une G-Carte.

La figure1.12B montre une surface composée d’un triangle et d’un carré et d́ecrite
avec une G-Carte. Une G-Carte est définie par un ensemble d’éléments topologiques
abstraits, appelés brins, repŕesent́es sur la figure sous la forme d’uneépingle. Les brins
sont associés entre eux par des involutions3 αi, en consid́erant un type d’involution par
dimension. La surface de notre exemple est construiteà partir d’un ensemble de 14
brins en associant :

• les brins des sommets par des liensα0 pour former des arêtes ;

• les brins des arêtes par des liensα1 pour construire les deux polygones ;

• les brins des polygones par des liensα2 pour les assembler.

De même, des involutionsα2 seraient utiliśees pour former des polyèdresà partir de
polygones ainsi que des involutionsα3 pour relier ces polỳedres et d́ecrire des vo-
lumes. Et ainsi de suite pour représenter des objets de dimension supérieure.

Lévy aétendu les Cartes Ǵeńeraliśees avec la notion de Cartes Géńeraliśees Híerar-
chiques pour pouvoir représenter des modèles non-varíet́es d́efinis par un ensemble de
surfaces [Lev99]. Une surface peut̂etre vue comme une cloison séparant deux régions
3-varíet́ees (cf. figure1.13A). Dans cette représentation, deux niveaux imbriqués de
G-Cartes sont utiliśes pour d́ecrire une surface ou plus géńeralement un objet de di-
mensionn :

• la Toile traduit sa d́ecomposition en cellules ;

• le Cadreexplicite les relations d’adjacence avec les autres objets de même di-
mension.

3Une involution est une fonctionf telle quef ◦ f = Id où Id est la fonction identit́e.
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A B

Figure 1.13: Le Cadre d’une surface est une représentation du domaine volumique dans
lequel elle est plonǵee. Il est compośe de deux faces orientées relíees par des involutionsα3.
En cela, les Cartes Ǵeńeralisées Híerarchiques se rapprochent de la structure de la Ligne
Radiale.

Le Cadre d’une surface est composé de deux faces orientées soud́ees par des invo-
lutionsα3 (cf. figure1.13B). En cela, cette structure se rapproche de celle des arêtes
radiales òu chaque surface est dédoubĺee. Un mod̀ele se construit en assemblant les
Cadres de surfaces adjacentes deuxà deux le long d’un bord commun. L’objet ainsi
obtenu est constitúe de 3-cellules jointives au niveau de leurs faces, c’est-à-dire au
niveau des Cadres des surfaces. Chaque région du mod̀ele correspond̀a une 3-cellule.
Un mod̀ele baśe sur les H-G-Cartes sera plus facileà maintenir : un seuĺelément
topologique, le brin, est utiliśe pour le d́ecrire en comparaison avec les 11éléments
de la structure de l’arête radiale. Nous présenterons plus en détail les G-Cartes et les
H-G-Cartes dans le chapitre suivant.

1.3.4 Bilan

En ǵeologie ṕetrolière, les donńees disponibles sur le sous-sol peuventêtre relative-
ment denses. Elles se retrouvent géńeralement sous la forme de sections sismiques
interpŕet́ees et/ou de nuages de points extraits de cubes sismiques. Avec toutes ces
informations, le ǵeologue peut aiśement construire des surfaces etélaborer un mod̀ele
structural coh́erent. Ce mod̀ele sert ensuite comme base de travail pour définir un
mod̀ele volumique. Il est donc logique d’utiliser une représentation par frontières ou
baśee sur les H-G-Cartes pour le décrire. C’est le choix qui áet́e fait pour le logiciel
GOCAD avec une représentation par frontières baśee sur la structure de l’arête radiale
et pour le modeleur expérimental baśe sur les H-G-Cartes dévelopṕe par l’́equipe de
J.L. Mallet. Un avantage non négligeable de la structure des H-G-Cartes sur celle de
l’arête radiale ŕeside dans sa simplicité et dans sa ǵeńeralit́e. C’est une des raisons qui
nous ont fait choisir les H-G-Cartes.
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Figure 1.14: La construction d’un mod̀ele coh́erent implique le respect d’un certain nom-
bre de r̀egles sur la ǵeoḿetrie et la topologie de ses surfaces. L’horizonH1 et la faille F2

s’intersectent ce qui ne permet pas de définir les ŕegionsR2 et R3. Le contact entreH2 et F2

n’est pas parfait ce qui fait communiquer les régionsR4 etR5. Une fois ces problèmes ŕegĺes,
le mod̀ele peut̂etre construit.

En revanche, quand les informations disponibles sont moins denses (relevés de
terrain, forages), d’autres représentations sont envisageables. Par exemple, Nullans
[Nul98] et Boissonnat [BN96] utilisent des diagrammes de Voronoı̈ 2D et 3D pour
construire respectivement des coupes géologiques ou des modèles 3D . Les ŕegions de
leurs mod̀eles sont alors d́efinies par un ensemble de cellules 2D ou 3D.

1.4 Construction d’un modèle ǵeologique

Que ce soit dans la structure des arêtes radiales avec la notion de face orientée ou
dans celle des H-G-Cartes avec la notion de Cadre, les surfaces d’un modèle jouent
le même r̂ole de cloisons śeparant l’espace en régions. Leśetapes de construction
d’un mod̀ele volumique seront identiques, seule la structure utilisée pour d́ecrire les
relations d’adjacence est différente.

1.4.1 Pŕeparation des surfaces

Afin de construire un mod̀ele volumique coh́erent, l’ensemble des surfaces délimitant
les ŕegions de ce mod̀ele doit satisfaire certains critères :

• Les surfaces d’un modèle ne peuvent s’intersecter qu’au niveau de leur bords,
leurs bords qu’au niveau de leurs extrémit́es, extŕemit́es qui doivent̂etre dis-
jointes. C’est la condition de non-intersection de Requicha déjà évoqúee au
début de ce chapitre.

• Les surfaces doivent̂etre en contact parfait pouŕeviter toute fuite entre les
régions. L’horizonH2 de la figure1.14ne va pas jusqu’à la failleF2 à la suite
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Figure 1.15: L’horizon H ne se termine pas sur les deux faillesF1 et F2. Pour rendre ce
mod̀ele coh́erent, deux contraintes géoḿetriques sont appliqúees sur les bordsB1 etB2 de cet
horizon : ils sont contraints̀a se d́eplacer respectivement sur les plans des faillesF1 etF2. Le
nœud commuǹa B1 et B2 n’est autoriśe à se d́eplacer que sur la ligne de contact entreF1 et
F2.

d’un probl̀eme de point́e sismique. Un espace fait communiquer les deux régions
R4 etR5. En conśequence, une seule région est d́etect́ee au lieu de deux.

Quand la premìere condition est respectée, nous pouvons décrire les frontìeres
d’une ŕegion sans ambiguité par un ensemble de faces orientées. La ŕegionR1 de
la figure1.14est d́elimitée par les surfacesH3, F1 etB4. L’horizon H1 a ét́e point́e au
del̀a de la failleF2 et la traverse donc de part en part. La condition de non-intersection
n’est pas respectée par ces deux surfaces. Nous ne pouvons pas identifier leséléments
frontières des ŕegionsR2 et R3. Pour ŕetablir la coh́erence du mod̀ele, une solution
näıve consistèa d́ecouper ces deux surfaces le long de leur ligne d’intersection. Les
frontières des ŕegionsR2 et R3 peuvent alorŝetre d́ecrites par les ensembles de sur-
faces{H3, F2, F3, H1, B5} et{H1, F1, B1} respectivement. Notons au passage qu’une
fois les surfaces d́ecouṕees, il faudra retirer la portion deH1 qui dépasse deF2. Si elle
ne pose aucun problème particulier pour l’identification des régions du mod̀ele, elle
n’a aucune ŕealit́e ǵeologique.

Ce sera aux ǵeologues de d́efinir si une surface doit se terminer ou non sur une
autre en fonction du contexte géologique. Leur interprétation pourrâetre transcrite
sous la forme de contraintes géoḿetriques sur les bords des surfaces. Les bords d’une
surface peuvent̂etre subdiviśes en plusieurs sous-parties, appeléesBords Logiqueset
délimitées chacune par deux sommets particuliers, nommésNœud Bornes. C’est au
niveau de ces bords logiques que seront attachées les contraintes.

Consid́erons un exemple avec le modèle de la figure1.15compośe de deux failles
F1 etF2 et d’un horizonH. Une premìere analyse a permis de déterminer que la faille
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F2 se terminait sur la failleF1. L’horizon H doit être maintenu “plaqúe” contre les
deux failles pour rendre le modèle coh́erent. Trois contraintes géoḿetriques seront
utiliséesà cet effet :

• son bordB1 doit être projet́e sur la failleF1 ;

• son bordB2 doit être projet́e sur la failleF2 ;

• le sommet commun aux deux bordsB1 et B2 doit être projet́e sur la ligne de
contact entreF1 etF2.

Ces deux types de contraintes géoḿetriques correspondent respectivement aux
contraintes DSIBord Contre Surfaceet Nœud Borne Contre Bord[Ett95, Mal02].
La souplesse d’utilisation de l’interpolateur DSI permet de prendre en compte simul-
tańement un grand nombre de contraintes pour définir au mieux la ǵeoḿetrie des
surfaces. Toutes ces contraintes géoḿetriques traduisent des informations d’ordre
géologique sur les relations existant entre les différentes surfaces d’un modèle. En
conśequence, la construction d’un modèle structural failĺe se fait en plusieurśetapes
selon l’ordre suivant :

• le réseau de failles est d’abord mis en place ;

• l’analyse du jeu des failles et de leur hiérarchie en connaissance du contexte
tectonique ŕegional permet de préciser les contacts faille contre faille ;

• la construction des horizons peutêtre alors ŕealiśee ;

• enfin, les contacts horizon-faille sontétablis.

Duvinage [Duv01] et Lecour [Lec01] ont propośe dans leur th̀ese des ḿethodes pour
automatiser la construction d’un modèle structural failĺe à partir des donńees extraites
des cubes sismiques. Néanmoins, l’intervention du géologue est et restera toujours
nécessaire pour corriger les contacts proposés par l’algorithme.

Une simple projection n’est néanmoins pas suffisante pour garantir un contact par-
fait, les surfaceśetant compośees de triangles qui ne s’imbriquent pas forcément.
De plus, la premìere condition de non intersection n’est pas respectée. Uneétape
suppĺementaire de d́ecoupage des surfaces sera donc nécessaire. Euler propose dans sa
thèse [Eul99], deux ḿethodes pour garantir le respect de ces deux conditions avec les
algorithmes de d́ecoupage exact et de découpage contraint des surfaces. Dans les deux
sections suivantes, nous allons présenter les principes géńeraux de ces deux ḿethodes.
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A B C D

Figure 1.16: Algorithme de d́ecoupage de surfaces. (A) : calcul de l’intersection entre
deux surfaces (ici deux triangles). (B) : les lignes d’intersection (ici un segment) sont ensuite
insérées dans les deux surfaces qui sont retriangulées en (C). (D) : les surfaces sont enfin
découṕees le long des lignes d’intersection.

Algorithme de découpage exact

Cet algorithme est utiliśe pour d́ecouper un ensemble de surfacesS1 par un ensemble
de surfaces coupantesS2 le long des lignes et des points d’intersection qui aurontét́e
éventuellement d́etect́es (cf. figure1.16). En ǵeńeral, les surfaces de l’ensembleS2

ne sont pas modifíeesà moins d’appartenir aussià l’ensembleS1. Pour construire
un mod̀ele coh́erent, les surfaces qui le décrivent ne doivent plus s’intersecter après
découpage, sauf au niveau de leurs bords. Les deux ensemblesS1 et S2 devront donc
contenir chacun l’int́egralit́e des surfaces du modèle pour ne manquer aucune intersec-
tion.

L’algorithme de d́ecoupage exact peutêtre d́ecompośe en sixétapes principales
que nous allons maintenant détailler :

1. Les intersections sont détect́ees et calculées lors de la premièreétape. Pour cela,
chaque triangle est pris individuellement et comparé avec les autres triangles.
L’intersection entre deux triangles est constituée selon les cas, d’un point, d’un
segment ou d’un polygone s’ils sont coplanaires, polygone qui sera décrit par
ses frontìeres, c’est-̀a-dire un ensemble de segments. L’algorithme ne prend
actuellement en compte que les deux derniers cas où l’intersection peut̂etre
décrite par un ensemble de segments. Le ou les segments ainsi calculés sont
ensuite dupliqúes, un segment par triangle géńerateur.

2. Les segments d’intersection sont ensuite assemblés bout̀a bout pour construire
des lignes. Deux segments peuventêtre relíes si deux de leurs sommets par-
tagent la m̂eme position ǵeoḿetrique et le m̂eme plongement topologique, c’est-
à-dire s’ils sont contenus dans le même triangle, dans la m̂eme ar̂ete ou dans le
même sommet. Quand trois segments ou plus se terminent en un même point
géoḿetrique, ils ne sont pas assemblés (ce point correspond̀a la convergence
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Figure 1.17: (A) : agrégation de sommets proches les uns des autres. (B) : Les segments
construits lors de la première étape de l’algorithme de d́ecoupage peuvent se recouper. Une
étape suppĺementaire est ńecessaire pour d́etecter tous les points d’intersection restants (ici un
seul point peint en blanc).

d’au moins trois lignes d’intersection). Il y aura donc en ce point autant de
sommets confondus que de segments qui s’y rencontrent.

3. L’ étape suivante consisteà fusionner les sommets qui sont trop proches les uns
des autres pouŕeviter des probl̀emes de pŕecision nuḿerique et la cŕeation de
triangles quasiment plats̀a l’issue du d́ecoupage (cf. figure1.17A). Une sph̀ere
de toĺerance est attibúeeà chaque sommet pour délimiter son proche voisinage.
Suivant son statut topologique, un nœud pourraêtre libre de bouger ou non. Il
sera libre s’il est plonǵe au sein d’un triangle et fixe s’il est plongé dans un
sommet ou une arête ou s’il est lui-m̂eme un sommet de triangle. Un nœudn1

situé dans le voisinage d’un nœudn2 sera fusionńe au nœudn2 s’il est libre.
Dans le cas contraire,n1, s’il est libre, sera d́eplaće à la position den2. Si n1 et
n2 sont tous les deux fixes ou s’ils appartiennentà deux triangles diff́erents, ils
ne seront pas modifiés.

4. Quand trois triangles se coupent comme sur la figure1.17B, les segments d’inter-
section qui auront́et́e identifíes se croisent en un point dont il faut maintenant
déterminer la position : le calcul des intersections des triangles se faisant en
prenant les triangles deuxà deux, ce point ne peutêtre d́etect́e pendant la pre-
mière étape. La d́etection des intersections des lignes se faità l’aide d’une
méthode purement géoḿetrique (les informations topologiques de plongement
des segments ne sont pas prises en compte) et en utilisant une tolérance : deux
segments suffisamment proches pourrontêtre d́ecouṕes alors qu’ils ne s’inter-
sectent pas.

5. Les sommets et les arêtes de la ligne d’intersection sont ensuite inséŕes dans les
surfaces qui sont retriangulées. Cettéetape est ŕealiśee triangle par triangle en
utilisant la triangulation contrainte de Delaunay [Che89, Con97, She99].

6. Enfin, le d́ecoupage des surfaces est effectué par d́edoublement des arêtes et des
sommets le long de la ligne d’intersection.
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Figure 1.18: Découpage exact de deux surfaces.

La figure 1.18 montre un exemple de découpage d’une surface triangulée par une
autre, effectúe à l’aide de cet algorithme. En nous arrêtantà la troisìemeétape de
l’algorithme, nous pouvons construire les lignes d’intersection entre ces deux surfaces :
c’est dans ce but que nous utiliserons cet algorithme dans le chapitre 3.

Les surfaces mod́elisées en ǵeologie peuvent parfois contenir plusieurs centaines
de milliers de triangles. La recherche des intersections se faisant triangle par triangle,
la complexit́e d’un tel algorithme est enO(n2), où n estégal au nombre de triangles.
Le temps impartìa la d́etection des intersections devient donc très vite prohibitif. Une
structure de type arbre octal [Mea82] est donc utiliśee pour acćelérer les calculs. Le
domaine d’́etude est subdivisé en 8 ŕegions paralĺelépip̀ediques. Le processus de par-
tition de l’espace se repète ensuite pour chaque région et s’arr̂ete au bout d’un cer-
tain nombre de subdivisions ou quand chaque région ne contient plus qu’un nombre
préd́efini de triangles. Gr̂aceà cette structure, nous pouvons connaı̂tre pour un triangle
donńe la bôıte qui le contient et par conséquent les triangles de son proche voisinage.
La recherche des intersections se fait alors parmi cet ensemble limité de triangles et
non plus sur la totalit́e. Un arbre octal est aussi utilisé pour l’agŕegation des sommets
dans l’́etape 3 et le calcul des points d’intersection des lignes dans l’étape 4.

Le codage des nombres réels se faisant sur un nombre fini de bits, la précision
numérique des ordinateurs est de ce fait limitée. Deux triangles suffisamment proches
pourrontêtre d́eclaŕes comme s’intersectant alors qu’ils ne le sont pas et inversement.
L’utilisation de pŕedicats ǵeoḿetriques baśes sur une arithḿetique exacte manipulant
des nombres flottants de précision arbitraire [She97, ABD97] permet de ŕeduire con-
sidérablement ces problèmes d’impŕecision nuḿerique et de garantir une certaine ro-
bustessèa cet algorithme. Si la d́etection des intersections entre triangles se fait de
manìere robuste, le calcul des segments d’intersection se fait en revanche avec une
précision limit́ee.À cela s’ajoute le fait que la ǵeoḿetrie des lignes d’intersection peut
être modifíee dans leśetapes 3 et 4. L’insertion de ces lignes dans le maillage des
surfaces entraı̂ne alors un changement de la géoḿetrie de ces dernières. De nouvelles
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Figure 1.19: Algorithme de d́ecoupage contraint. La ligne de contact est construite par
morceau en “projetant” chaque arête du bord contraint. Pour une arête(S1, S2) donńee dont
les sommets sont respectivement plongés dans les trianglesT1 etT2 (A), la direction de projec-
tion est donńee par le plan passant par les sommetsS1 etS2 et contenant la normale moyenne
aux deux triangles (B). La ligne est ensuite insérée dans la triangulation des deux surfaces (C).

intersections entre triangles peuventêtre ainsi engendrées, intersections qui ne seront
malheureusement pas détect́ees. Une approche ensembliste comme celle proposée par
Dazy [DLM00] ou par Higashi [HNNH01] permettràa terme d’aḿeliorer l’algorithme
de d́ecoupage exact en utilisant au maximum les relations topologiques existant entre
les triangles.

Algorithme de découpage contraint [Eul99]

L’utilisation des contraintesBord Contre Surfaceet Nœud Borne Contre Bordpermet
de coller un bord d’une surface donnée contre une surface cible comme nous l’avons
vu sur la figure1.15. Cependant, la discrétisation des surfaces en triangles n’autorise
pas un contact parfait : si chaque sommet du bord de la surface contrainte est plongé
dans un triangle de la surface cible, ce n’est pas le cas de ses arêtes. L’algorithme
de d́ecoupage contraint a pour but d’assurer un contact parfait par retriangulation de
la surface contrainte et le respect de la condition de non-intersection par découpage
de la surface cible par la surface contrainte. Il utilise pour cela les informations
topologiques apportées par les contraintes : chaque sommet du bord de la surface
contrainte “connâıt” le triangle de la surface cible sur lequel il est projeté. SoientS1

etS2, deux sommets consécutifs de ce bord, plongés respectivement dans les triangles
T1 etT2 (cf. figure1.19A).

• Le plan passant par ces deux sommets et contenant la normale moyenne aux
deux triangles est tout d’abord construit (cf. figure1.19B). Ce plan donnera la
direction de la projection de l’arête sur la surface cible. Le plan du triangle dont
S1 et S2 sont deux sommets, peutêtre aussi utiliśe à cet effet, mais les résultats
obtenus sont moins bons pour certaines configurations géoḿetriques.
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Figure 1.20: Découpage contraint d’une faille par un horizon.

• L’intersection de ce plan avec les triangles de la surface cible donne une ligne
polygonale qui est ensuite inséŕee dans la triangulation des deux surfaces (cf.
figure1.19C).

• La surface cible est ensuite découṕee le long de la ligne d’intersection ainsi
construite de la m̂eme manìere que dans l’algorithme préćedent.

La figure1.20illustre le d́ecoupage contraint d’une faille par un horizon.

Le découpage des surfaces ne doit pas se faire dans n’importe quel ordre : cette
opération modifie la topologie mais aussi la géoḿetrie des surfaces contraintes. Re-
consid́erons la figure1.15, page27. L’intersection de la failleF1 avec la failleF2 doit
d’abordêtre ŕealiśee avant d’effectuer celle de l’horizon avec les deux failles. La ligne
de contact entreF1 et F2 étant parfaitement d́efinie, il est alors possible de prendre
en compte l’information topologique relativeà la contrainteNœud Borne Contre Bord
attach́ee au sommetS3 de l’horizon pour construire le point d’intersection entre les
trois surfaces. Une analyse poussée de la híerarchie des failles et des contacts hori-
zon contre faille, horizon contre horizon doitêtre faite pour d́eterminer l’ordre de
découpage des surfaces.

1.4.2 Assemblage des surfaces

Une fois les surfaces du modèle structural correctement définies, leur assemblage
doit être maintenant effectué afin de construire le modèle volumique. Pour identi-
fier automatiquement les frontières des diff́erentes ŕegions d’un mod̀ele, les relations
d’adjacence entre surfaces doiventêtre correctement́etablies. Quand trois surfaces
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Figure 1.21: Tri géoḿetrique de surfaces partageant un bord en commun. C’est la répartion
statistique des triangles ayant une arête en commun dans ce bord (triangles peints en gris) qui
sert de crit̀ere pour le tri.

ou plus se partagent géoḿetriquement et topologiquement un bord comme sur la fi-
gure1.21A, il est ńecessaire de les trier si nous voulons obtenir un modèle coh́erent.
Ces surfaces sont semblables aux pages d’un livre qu’il faut relier. Si elles sont placées
dans le d́esordre, le texte n’est plus compréhensible. Il nous faut donc définir un crit̀ere
pour les classer.

Consid́erons un ensemble de surfaces adjacentes par un bord. Nous pouvons cal-
culer pour un ensemble de triangles se partageant une arête donńee de ce bord, l’angle
qu’ils forment par rapport̀a un triangle de ŕeférence (cf. figure1.21B). Cette oṕeration
est ŕeṕet́ee pour tous les triangles du bord. C’est la répartition angulaire la plus
fréquemment rencontrée qui d́eterminera le classement des surfaces.

Cette ḿethode peut̂etre parfois misèa d́efaut : par exemple, lorsque deux surfaces
sont tangentes, les triangles du bord sont quasiment confondus et les angles relatifs
quasiment nuls. L’intervention du géologue permettra de corriger d’éventuelles erreurs
de tri.

1.4.3 Construction des ŕegions

Une fois les relations d’adjacence correctementétablies et d́ecrites dans une base de
donńees (les ar̂etes radiales pour le logicielGOCAD ou les H-G-Cartes pour notre choix
de repŕesentation), les frontières de ŕegions peuvent̂etre identifíees en parcourant cette
structure. Une ŕegion pourra avoir plusieurs frontières, une frontière externe et une ou
plusieurs frontìeres internes qu’il faudra alors identifier.
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Figure 1.22: Recherche de la région d’appartenance d’une frontière interne.

Dans un premier temps, nous devons déterminer si une frontière est interne ou ex-
terne : son volume orienté sera utiliśe à cet effet. Il est d́efini comme la somme des
“volumes” des diff́erentes faces orientées qui d́efinissent la frontìere. Ces volumes
sont calcuĺes en effectuant la somme des aires des triangles pondéŕees par l’altitude
moyenne de leurs sommets et par l’orientation des faces (par -1 si la face est orientée
positivement et par 1 si la face est orientée ńegativement). Une frontière sera interne si
son volume est ńegatif et externe s’il est positif [Lam94]. Pour chaque ŕegion externe
identifiée, nous pouvons créer une nouvelle région.

Il nous reste maintenantà identifier pour chaque frontière interne, sa région d’appar-
tenance. Consid́erons le mod̀ele ǵeologique de la figure1.22: il poss̀ede deux fron-
tières internes forḿees respectivement des faces orientéesf−

2 et f−
3 . Ces frontìeres

sont tout d’abord classées par altitude croissante de leur point géoḿetrique le plus
bas, soit la frontìere contenantf−

3 puis celle contenantf−
2 . Un rai vertical descendant

est ensuite lanće de chacun de ces points. Les informations attachéesà la premìere
surface rencontrée par les rais permettent de déterminer la ŕegion d’appartenance des
frontières internes :

• Le rai partant def−
3 traverse la surfacef1 par sa face positive.f+

1 appartenant̀a
la frontière externe de la régionR1, f−

3 est donc une frontière interne deR1.

• le rai partant def−
2 traverse la surfacef3 par sa face ńegative. f−

3 étant une
frontière interne de la régionR1, f−

2 est donc commef−
3 une frontìere interne

deR1. Inversement, si le rai avait traversé la surfacef3 par sa face positive,f−
2

auraitét́e identifíee comme une frontière interne de la régionR3.
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Figure 1.23: Mise à jour d’un mod̀ele ǵeologique. De gauchèa droite : l’ajout de la
surfaceS divise la ŕegionR3 en deux sous-régionsR3 et R6. Le d́ecoupage des deux failles
par l’horizon S a ét́e réaliśe au pŕealable (les intersections sont représent́ees par des ronds
blancs). De droitèa gauche : le retrait de la surfaceS a pour effet de fusionner les deux
régionsR3 et R6 en une seuleR3. Les cicatrices líees au d́ecoupage des deux failles parS
n’étant plus utiles̀a la définition des ŕegions du mod̀ele, sont ensuite retirées.

1.5 Miseà jour d’un mod èle ǵeologique

Un mod̀ele ǵeologique volumique est une représentation du sous-sol qui est amenéeà
être modifíee plusieurs fois au cours de son existence, au fur età mesure que de nou-
velles donńees sont int́egŕees et que de nouvelles interprétations sont proposées.

Trois oṕerationśelémentaires peuventêtre effectúees sur un mod̀ele :

• Le retrait d’une surface d’un modèle entrâıne la fusion des deux régions sitúees
de part et d’autre de cette surface (cf. figure1.23 de droiteà gauche). Si au
moins un bord de cette surface est libre, le nombre de régions restera en revanche
inchanǵe.

• Inversement, quand une surface est ajoutéeà un mod̀ele, une ou plusieurs de ses
régions pourront̂etre subdiviśees en sous-parties (cf. figure1.23 de gauchèa
droite).

• La modification ǵeoḿetrique d’une surface peut engendrer de nouvelles inter-
sections qu’il faut d́etecter et ǵerer. Inversement, un contact existant entre deux
surfaces pourrâetre rompu. Dans ces deux cas, la topologie et la cohérence du
mod̀ele seront affectées.

Toutes ces oṕerations auront donc dans la plupart des cas un impact sur la topologie du
mod̀ele (le nombre et la disposition de ses régions sont modifíes), mais aussi sur celle
des surfaces frontières (leur nombre, les contacts qu’elles partagent, leur triangulation
sont modifíes).
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Figure 1.24: Déformation continuèa topologie constante d’un modèle ǵeologique moyen-
nant le respect de vecteurs de perturbation.

Dans les logiciels d’inversion tomographique de la Compagnie Géńerale de Ǵeo-
physique, la ǵeoḿetrie et la topologie des modèles de vitesse sont définies par un
mod̀ele volumique d́ecrit par ses frontières. Les horizons et les failles de ce modèle
géologique subdivisent le sous-sol en macro-couches auxquelles est attribuée une loi
de vitesse de propagation des ondes sismiques. Cette loi est définie par une grille 2D
pour d́ecrire les variations latérales de vitesse et par un gradient vertical pour décrire
les variations verticales de vitesse liées̀a la compaction des terrains.À chaque it́eration
du processus d’inversion tomographique, le modèle de vitesse doit̂etre misà jour :

• la loi de vitesse associéeà chaque macro-couche est redéfinie ;

• la géoḿetrie des interfaces du modèle ǵeologique est modifíee.

Le mod̀ele ǵeologique comme les lois de vitesse sont des modèles discrets : les li-
mites de couche sont décrites par des surfaces triangulées et les vitesses sontéchantil-
lonnées sur une grille 2D. Si la miseà jour des lois de vitesse est facile, celle du modèle
géologique l’est moins.̀A chaque it́eration, des vecteurs de perturbation sont calculés
en certains nœuds des surfaces, géńeralement des horizons, pour définir leur nouvelle
position. La misèa jour du mod̀ele ǵeologique consistèa le d́eformer afin de respecter
au mieux ces vecteurs de perturbation (cf. figure1.24). Cette d́eformation devra se
faire à topologie constante de manièreà ne pas avoir̀a red́efinir le mod̀ele de vitesse
apr̀es chaque it́eration. Les contacts surfaces contre surfaces devront doncêtre main-
tenus et les surfaces ne pas s’intersecter4 apr̀es d́eformation.

4hormis au niveau de leur bords
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Figure 1.25: (A) : la modification d’un horizon peut engendrer de nouvelles intersections et
donc affecter la topologie du modèle. (B) : l’horizonH2, après translation, intersecte l’horizon
H1. Une nouvelle ŕegion, peinte en blanc est détect́ee. Elle peut̂etre fusionńee avec la ŕegion
R1 en supprimant l’horizonH2b pour simuler le comportementérosif deH1 (C) ou avec la
régionR2 en supprimant l’horizonH1b pour simuler le caract̀ere intrusif deH2 (D).

Dans les deux sections suivantes, nous allons identifier les contraintes liéesà la
mise à jour de mod̀eles ǵeologiques. Ce problème sera traité différemment si nous
acceptons ou non de modifier la topologie de ces modèles.

1.5.1 Miseà jour d’un mod èle avec modification de la topologie

La modification d’un mod̀ele 3D ǵeologique d́ecrit par ses frontières soul̀eve plusieurs
probl̀emes que nous allons aborderà l’aide de deux exemples.

Comme nous l’avonśevoqúe dans la section préćedente, la modification d’une
surface peut ǵeńerer de nouvelles intersections. L’exemple de la figure1.25montre
un mod̀ele vu en coupe composé de trois horizonsH1, H2 et H3 délimitant quatre
couches. D́eplaçons l’horizonH2 vers le haut. Celui-ci recoupe maintenant l’horizon
H1 en deux endroits. Afin de respecter la condition de non-intersection de Requicha,
les surfaces du modèle doiventêtre red́ecouṕees :H1 et H2 sont subdiviśes chacun
en trois sous-parties, respectivementH1a, H1b H1c et H2a, H2b, H2c. À l’issue du
découpage, une nouvelle région correspondant̀a la zone òu H2 passe par dessus de
H1, est d́etect́ee (cf. figure1.25B). Pour ŕetablir la coh́erence du mod̀ele, cette ŕegion
doit être fusionńee avec les régions pŕeexistantes du modèle,R1 (cf. figure1.25C) ou
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Figure 1.26: Miseà jour d’un mod̀ele ǵeologique apr̀es translation d’un horizon.

R2 (cf. figure1.25D) par suppression d’une de ses surfaces frontières respectivement
H2b et H1b. Suivant l’option choisie, le style de la discordance sera très diff́erent.
Toutes ces oṕerations peuvent̂etre partiellement automatisées en attachantà chacune
des surfaces des informations relativesà leur disposition et̀a leur nature :

• H1, H2, H3 sont tous les trois des horizons : ce sont des surfaces qui séparent
deux couches d’âge diff́erent.

• En supposant, que la série est conforme,H1 est plus ŕecent queH2, lui-même
moins âǵe queH3. Cette information permet de détecter la ŕegionR comme
incoh́erente : sa surface frontièreH2b est au-dessus de la surfaceH1b d’un âge
moinsélev́e.

• Dans la figure1.25C, l’horizon H1 est consid́eŕe comme une surface d’érosion
érodant les terrains sous-jacents : la région R doit être agŕeǵee à la ŕegion
R1. Inversement, dans la figure1.25D, l’horizon H2 est vu comme la frontière
d’un corps intrusif : la ŕegionR doit être fusionńee avec la ŕegionR2. Le ca-
ract̀ereérosif ou intrusif d’un horizon ne correspond pas forcémentà une ŕealit́e
géologique mais plutôt comme une information sur l’opération topologiquèa
appliquer en cas d’intersection.

L’intervention du ǵeologue reste toujours nécessaire pour contrôler la validit́e du ŕesul-
tat ou pour lever une ind́etermination. Ce problème de gestion des régions est aussi
rencontŕe lors de la phase de construction quand deux surfaces sont tangentes. Dans la
zone de tangence, leurs triangles sont très proches les uns des autres et de nombreuses
intersections peuventêtre alors d́etect́ees. C’est autant de petites régions parasites qu’il
faut supprimer avec cette méthode.

La modification d’une surface peut aussi affecter les contacts bord contre bord
qu’elle partage avec les autres surfaces du modèle. Consid́erons l’exemple de la fi-
gure1.26A : il représente un mod̀ele ǵeologique simple vu en coupe, composé d’une
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Figure 1.27: Algorithme de retrait de cicatrices. Le sommet situé à l’extrémit́e (le sommet
désigńe par la fl̀eche) est conservé car il peut correspondrèa un point d’intersection faisant
intervenir d’autres surfaces que celles concernées par l’algorithme de retrait de cicatrices.

faille recoupant et d́ecalant un horizon en deux parties,H1 à gauche etH2 à droite.
La faille et la bôıte englobante ont́et́e respectivement subdivisées en trois et quatre
sous-surfacesF1, F2, F3 et B1, B2, B3 et B4, afin de respecter la condition de non-
intersection. Ŕealisons maintenant une translation de l’horizonH1 vers le bas (voir
figure1.26B). Les contacts ǵeoḿetriques et topologiques deH1 avec les surfacesB1,
B4, F1 et F2, ne sont plus assurés. Une fuite fait communiquer la régionR1 avec la
régionR4 : une seule ŕegion est d́etect́ee au lieu de deux. L’horizonH1 coupe aussi
la bôıte englobanteB4 : la condition de non-intersection n’est plus validée. Enfin,
les “cicatrices” ǵeńeŕees lors du d́ecoupage de la boı̂te englobante et de la faille par
l’horizon H1 ne sont plus utiles̀a la d́efinition des ŕegions du mod̀ele.

Euler [Eul99] propose une ḿethode pour ŕetablir la coh́erence d’un mod̀ele qui
peut se ŕesumer par leśetapes suivantes :

• L’horizon H1 est d’abord d́etach́e du mod̀ele. Les surfaces intersectantH1 ont
ét́e construites̀a l’aide d’une oṕeration de d́ecoupage pour d́efinir les lignes
d’intersection. Le retrait deH1 demandèa reconstruire l’́etat initial existant
avant le d́ecoupage.

• Les cicatrices sont donćeliminées. L’algorithme de retrait de cicatrices per-
met d’obtenir un maillage quasiment identiqueà la triangulation originale. Il se
décompose en troiśetapes :

– La premìere consistèa identifier les ar̂etes du bord̀a supprimer pouvant
être apparíees. Pour chaque arête de ce bord, est recherché l’ensemble des
ar̂etes qui lui sont identiques d’un point de vue géoḿetrique. Cet ensemble
pourra contenir plus de deux arêtes qui devront̂etre alors tríees. Chacune
de ces ar̂etes appartient̀a un triangle donńe. Deux ar̂etes pourront̂etre
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Figure 1.28: Miseà jour d’un mod̀ele ǵeologique apr̀es translation d’un horizon (suite).

soud́ees si et seulement si leurs triangles respectifs sont coplanairesà une
tolérance pr̀es.

– Une fois les couples d’arêtes identifíes, ceux-ci peuvent̂etre soud́es.

– Il ne reste plus alors qu’à éliminer la trace de la ligne d’intersection sur
chacune des surfaces pour rétablir un maillage proche de l’original. Cette
étape consistèa éliminer des nœuds le long de la ligne de scission. Le
critère choisi pour la suppression d’un nœud est purement topologique, il
est donńe par le nombre de ses voisins : les nœuds qui ontét́e rajout́es lors
de l’opération de d́ecoupage n’ont, après suture des surfaces, que 4, 5 ou
6 voisins. Seuls les nœuds situés aux deux extrémit́es de la ligne de suture
sont pŕeserv́es. Ces nœuds peuvent correspondreà des points d’intersection
faisant intervenir des surfaces autres que celles concernées par le retrait de
cicatrices et ne doivent donc pasêtre suppriḿes (cf. figure1.27).

• Une fois les cicatrices retirées, nous pouvons maintenant rétablir un contact par-
fait entre les diff́erentes surfaces du modèle. Cettéetape utilise les contraintes
géoḿetriquesBord Contre Surfaceet Nœud Borne contre Bordassociant les
bords deH1 avec la faille et la bôıte englobante. Les surfaces sont ensuite
couṕeesà l’aide de l’algorithme de d́ecoupage contraint (cf. figure1.28A).

• Il faut s’assurer que la modification de l’horizonH1 n’entrâıne pas de nouvelles
intersections et les traiter le caséch́eant.

• L’horizon H1 est enfin ŕeint́egŕe dans le mod̀ele qui peut̂etre alors reconstruit
(cf. figure1.28B).

L’utilisation combińee des outils de d́ecoupage exact ou contraint, des outils de
retrait de cicatrices et des contraintes géoḿetriques et ǵeologiques permet de cons-
truire et de remanier pas̀a pas des mod̀eles ǵeologiques d́ecrits par leurs frontières.
Nous avons montré et illustŕe par l’exemple de la figure1.25 comment ŕetablir la
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coh́erence d’un mod̀ele ǵeologique quand de nouvelles intersections sont détect́ees
apr̀es une modification. Après d́ecoupage des interfaces, les surfaces incohérentes
sont suppriḿees. Le retour̀a l’état initial avant modification suppose de reconstruire
les portions de surfaces qui ontét́e d́etruites :

• Si cettedestruction est effective, des algorithmes comme la triangulation con-
trainte de Delaunay peuventêtre utiliśes pour combler les trous d’une surface
donńee. Leséléments de maillage ainsi reconstruits sont ensuite ressoudés à
l’aide de l’algorithme de retrait de cicatrices.

• Si cettedestruction est virtuelle, les surfaces incohérenteśetant simplement
détach́ees du mod̀ele et conserv́ees en ḿemoire, l’algorithme de retrait de ci-
catrices est alors suffisant pour reconstruire une surface proche de l’originale.
Cette option áet́e choisie dans le logicielGOCAD pour ǵerer les cas de surfaces
tangentes. Dans la zone où plusieurs surfaces sont tangentes, une seule surface
est ńecessaire pour la définition des frontìeres de ŕegions. Seule une des surfaces
correspondant̀a cette zone est utilisée, les autreśetant retiŕees virtuellement du
mod̀ele.

Toutes ces oṕerations entrâınent une retriangulation intensive des surfaces formant
les mod̀eles. Ces modifications effectuées sur la topologie des interfaces peuvent avoir
des conśequences ultérieures, comme par exemple :

• Lorsque des informations sont stockées sur les sommets, les arêtes ou les tri-
angles des surfaces, l’ajout, la destruction ou la modification deséléments du
maillage entrâıne l’altération de ces informations.

• Dans le logiciel de tomographie sismique proposé par la CGG, la ǵeoḿetrie du
mod̀ele de vitesse est contrôlée par un nombre fini de sommets pour lesquels
sont calcuĺes leur nouvelle positioǹa chaque it́eration du processus d’inversion
(cf. figure1.24). Ces sommets constituent autant de paramètres de contr̂ole du
mod̀ele qu’il faut pŕeserver. Le calcul de leur déplacement et de sa propagation
à l’ensemble des sommets des interfaces utilisent des informations relativesà
la connectivit́e des nœud du maillage. Une modification de la triangulation im-
plique une misèa jour de ces informations̀a chaque it́eration, ce qui est côuteux
en temps.

Pour pallier ces inconv́enients, nous proposons de subdiviser ces surfaces en sous-
domaines ayant pour frontières les lignes d’intersection et de contact, au lieu de les
découper (voir figure1.29). De telles surfaces, comme les “trimmed-surfaces” [Far87,
Cas87], sont d́ejà utilisées dans le domaine de l’infographie. Les “trimmed-surfaces”
sont des surfaces paramétriques dont certaines parties, délimitées par des lignes, sont
masqúees. Nous voulonśetendre ce concept aux surfaces triangulées dans le but de
faciliter la miseà jour des mod̀eles : la triangulation des interfaces reste inchangée,
seules les limites des domaines sontà red́efinir à chaque modification.
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Figure 1.29: Subdivision d’une surface en sous-domaines délimités par les lignes
d’intersection.

1.5.2 Miseà jour d’un mod èleà topologie constante

Les contraintes de l’inversion tomographique sismique nous font privilégier une misèa
jour des mod̀eles avec pŕeservation de leur topologie. Plus géńeralement, nous voulons
définir une ḿethode pour d́eformer contin̂ument un mod̀ele ǵeologique moyennant le
respect de contraintes de déplacement connues en certains points du modèle. Nous
pouvons formuler le problème de la manière suivante : soientM un mod̀ele volu-
mique etM ′ le même mod̀ele apr̀es d́eformation. Cette d́eformation est d́ecrite par
une fonction continueD qui associèa tout pointx deM , un pointx′ deM ′ :

D : M =⇒ M ′

x 7−→ x′ = D(x)

Un vecteur de d́eplacementVi est connu en un nombre finin de pointsxi (i ∈ [1; n])
deM , définissant ainsi leur nouvelle positionx′

i. La fonction de d́eformationD doit
donc respecter lesn contraintes suivantes :

∀i ∈ [1; n], x′
i = D(xi) = xi + Vi

Pouréviter les changements de topologie, il faut que chaqueélément de volume
garde un signe constant lors de la déformation. En d’autres termes, il faut que le
déterminant JacobienJ(x) défini ci-dessous garde un signe constant pour tout pointx
appartenant au domaine d’étude :



44 CHAPITRE 1. MODÉLISATION VOLUMIQUE

J(x) = det

(
∂x′

∂x

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x′

∂x
∂y′

∂x
∂z′

∂x

∂x′

∂y
∂y′

∂y
∂z′

∂y

∂x′

∂z
∂y′

∂z
∂z′

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avecx =

 x
y
z

 etx′ =

 x′

y′

z′



Enfin, d’autres contraintes peuventêtre introduites pour mieux définir la fonction
de d́eformation :

• le pendage des horizons pourraêtre pŕeciśe en certains points ;

• la déformation des couches du modèle pourra se fairèa volume constant ;

Les outils de d́eformation de formes libres (Free Form Deformation ou FFD) sont
couramment utiliśes en infographie pour manipuler des objets soit indirectement par
l’intermédiaire d’un maillage de contrôle, soit directement moyennant le respect d’un
nombre fini de vecteurs de déplacement. Ces outils nous serviront de base pour définir
une ḿethode ǵeńerale pour d́eformer un mod̀eleà topologie constante.

1.6 Conclusion

Le mod̀ele volumique est un outil utile au géologue ṕetrolier pour d́ecider d’exploiter
ou non un champ. Chaque région du mod̀ele peutêtre ensuite remplie par une grille
structuŕee (maillagèa base d’hexàedres) ou non (maillagèa base de tétràedres ou de
polyèdres quelconques). Ces grilles servent de support pour estimer les propriét́es
pétrophysiques des terrains comme la porosité, la perḿeabilit́e des roches̀a partir
des donńees sismiques ou de puits ou encore pour simuler l’exploitation d’un gise-
ment. De par la nature des données qui sont fournies, nuages de points ou coupes
sismiques interpŕet́ees, la construction d’un modèle volumique passe par uneétape
d’assemblage d’un modèle structural composé de surfaces. En conséquence, une
repŕesentation par frontières du type arête radiale utiliśee par le logicielGOCAD ou
les Cartes Ǵeńeraliśees Híerarchiques sont bien adaptées aux besoins du géologue
pétrolier. Nous pŕeférons la structure des H-G-Cartes car un seulélément topologique
est ńecessaire pour décrireà la fois la topologie du mod̀ele et celle de ses interfaces.

La miseà jour de tels mod̀eles reste problématique : la moindre action appliquée
sur une interface d’un modèle peut avoir des conséquences sur la topologie de ce
dernier, mais aussi sur la géoḿetrie et la topologie des autres interfaces. Dans sa
thèse [Eul99], Euler d́efinit et met en œuvre les opérateurśelémentaires ńecessaires̀a
la construction et la modification d’un modèle volumique. Les travaux d’Euler sont
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actuellement poursuivis par Caumon [Cau02] qui développe des outils pour manipuler
interactivement des modèles ǵeologiques. L’utilisation de ces outils se traduit par une
retriangulation importante des surfaces qui peutêtre contre-indiqúee pour certaines
applications.

Dans cette th̀ese, nous proposons une nouvelle base de données pour d́ecrire les
mod̀eles ǵeologiques et faciliter leur misèa jour. Cette structure s’inspire du con-
cept des trimmed-surfaces appliqué aux surfaces triangulées : les surfaces ne sont
plus d́ecouṕees mais partionńees en sous-domaines par les lignes de contact et d’inter-
section. Chaque sous-domaine peutêtre vu comme une partie virtuelle d’une surface
respectant ainsi la clause de non-intersection. Cette structure sera dérivée des H-G-
Cartes que nous décrirons donc plus préciśement dans le chapitre suivant.

Les besoins des outils d’inversion tomographique sismique sont différents : la mise
à jour de la ǵeoḿetrie des mod̀eles de vitesse doit se faireà topologie constante. Dans
ce but, nous d́efinirons une ḿethode ǵeńerale, d́erivée des outils de d́eformation de
formes libres. D’autres contraintes que celles de déplacement pourront̂etre ajout́ees
pour d́efinir plus pŕeciśement la fonction de d́eformation.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la th́eorie des Cartes Ǵeńeraliśees, not́ees plus sim-
plement G-Cartes. Les G-Cartes sont une géńeralisation des Cartes [Edm60, Jac70,
Cor75] aux volumes, puis aux objets de dimension arbitraire par P. Lienhardt [Lie88,
Lie89]. Elles permettent̀a l’aide d’un seul et uniquéelément topologique, le brin1, et
de relations math́ematiques reliant ces brins, de décrire la topologie d’objets variét́es
de dimension arbitraire. Ces objets peuventêtre par exemple des lignes ou des sur-
faces polygonales, des volumes décompośes en polỳedres quelconques ou encore des
hypervolumes.

Les G-Cartes ont́et́e ensuitéetendues par B. Ĺevy [Lev99] avec les Cartes Ǵeńera-
lisées Híerarchiques (H-G-Cartes) dans l’optique de la modélisation volumique. Un
mod̀ele ǵeologique 3D est une partition de l’espace en sous-domaines appelés ŕegions.
Chaque ŕegion est d́ecrite par ses frontières qui sont elles-m̂eme d́efinies par un en-
semble fini de surfaces polygonales. Dans la représentation des H-G-Cartes, un modèle
3D, ainsi que les surfaces qui délimitent ses ŕegions, est d́ecrit par deux niveaux
embôıtés de G-Cartes. Cette structure hiérarchiśee nous permettra de nous affranchir
des bases de données habituellement utilisées dansGOCAD pour repŕesenter les objets
non-varíet́es, comme lesarêtes radiales[Wei86a], ces structureśetant assez lourdesà
gérer. Nouśetendrons ensuite la notion de Cartes Géńeraliśees Híerarchiques dans le
chapitre suivant pour d́efinir les Trimmed-TSurfs.

2.2 Cartes ǵenéralisées

Lévy a introduit dans sa thèse [Lev99] la notion de Cartes Ǵeńeraliśeesà partir de la
décomposition d’objets en cellules et de l’analyse des relations d’adjacence entre ces
cellules, mettant ainsi en parallèle les Cartes Ǵeńeraliśees avec les Cell-tuples de Bris-
son [Bri89]. Nous aborderons plutôt les G-Cartes̀a partir de la notion de triangulation
barycentrique, mais avec une approche moins formelle que celle employée par Lien-
hardt [Lie94]. Nous utiliserons en outre cette notion de triangulation barycentrique
dans un autre but, plus tard dans le chapitre 3. Avant d’aller plus loin, nous allons
aborder brìevement dans la section suivante, quelques notions sur les simplexes pour
introduire le principe de la triangulation barycentrique.

2.2.1 Simplexes et ensembles semi-simpliciaux

Simplexes

Soienti, j deux entiers positifs tels quei ≥ j. Un simplexe abstraitσ de dimensioni,
not́e plus simplementi-simplexe, est d́efini par un ensemble dei+1 sommets abstraits

1Le brin est ŕeférenće sous le nom dedart dans la litt́erature de langue anglaise
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Figure 2.1: De gauchèa droite : exemples de simplexes de dimension 0, 1, 2 et 3.

V = {v0, · · · , vi}. Un simplexeτ est unej-face deσ, s’il est un sous-ensemble dej+1
éléments deV. La i-face d’uni-simplexeσ s’identifieà ce dernier. Les simplexes de
dimension 0, 1, 2 et 3 seront représent́es respectivement par un point, un segment, un
triangle et un t́etràedre, m̂eme s’ils n’ont aucune existence géoḿetrique (cf. figure2.1).

Ensembles semi-simpliciaux

Un ensemble semi-simplicial est une collection de simplexes reliés entre eux par des
opérateurs bords. Plus formellement, un ensemble semi-simplicialS = (K, (dj)j=0,···n)
de dimensionn est d́efini par [May67, Lan95] :

• K =
⋃

0≤i≤n

Ki où Ki est un ensemble fini de simplexes de dimensioni. Si K est

vide alorsS est un ensemble semi-simplicial vide.

• Pour tout entierj, 0 ≤ j ≤ n, dj est une application surK vérifiant :

– dj n’est pas d́efinie surKi pour touti tel que0 ≤ i < j ≤ n. d0 n’est pas
définie surK0.

– Si Ki est vide pouri ∈ [1, n], alorsdj n’est pas d́efinie, sinondj est une
application deKi vers Ki−1 qui, à un i-simplexeσ associe un (i − 1)-
simplexeτ de son bord.dj est appeĺee oṕerateur bord deσ et on note
τ = σdj. Cette application v́erifie en outre la relation suivante :

∀σ ∈ Ki, ∀ 0 ≤ k < j, σdjdk = σdkdj−1

Quelques d́efinitions classiques sur les ensembles semi-simpliciaux

SoitS = (K, (dj)j=0,···n), un ensemble semi-simplicial de dimensionn. À partir des
opérateurs de bordsdi, nous pouvons d́efinir les propríet́es suivantes sur les simplexes :

• Un simplexeσ est incident̀a un simplexeτ , not́e σIτ , s’il existe une śequence
d’opérateurs bords telle queσdi1 , · · · , dik = τ . τ est une face deσ (cf. fi-
gure2.2A).



50 CHAPITRE 2. CARTES GÉNÉRALISÉES
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Figure 2.2: En (A) : le trianglet1 est incidentà l’ar êtea et au sommets. Le trianglet1
et t2 ont l’arêtea comme 1-face commune :t1d1 = t2d1 = a. t1 et t2 sont 1-adjacents via
l’ar êtea. De m̂eme, les trianglest1, t2 ett3 se partagent le sommets comme 0-face commune :
t1d1d0 = t2d1d0 = t3d2d0 = s. t1, t2 et t3 sont 0-adjacents via le sommets. En (B) : en
haut, le bord du trianglet1 et en bas, le simplexe fermé d́efini à partir du trianglet1. En (C) :
l’ étoile du sommets.

• Deux simplexesσ1 et σ2 sont ditsi-adjacents, noté σ1Aiσ2 s’ils ont unei-face
en commun (cf. figure2.2A).

• On appelle bord d’un simplexeσ, not́e ∂σ, l’ensemble de ses faces :∂σ =
{τ/σIτ}. Le bord d’un 0-simplexe est vide. Uni-simplexe ferḿe est un en-
semble simplicial composé d’uni-simplexe et de son bord (cf. figure2.2B).

• On appelléetoile d’un simplexeσ, not́eEt(σ), l’ensemble des simplexes qui lui
sont incidents :Et(σ) = {τ/τIσ} (cf. figure2.2C). L’étoile d’unn-simplexe
deS est vide.

2.2.2 Triangulation barycentrique

Consid́erons un objetn-variét́e C décrit par un ensemble de cellules que nous sup-
poserons convexes (cf. figure2.3). La triangulation barycentrique de cet objetC est
définie ŕecursivement de la manière suivante :

• Chaque sommet deC est remplaće par un sommet nuḿerot́e (0) (cf. figure2.3B).

• Consid́eronsci, unei-cellule deC dont les simplexes du bord ontét́e d́ejà trian-
gulés. Lai-triangulation barycentrique deci consistèa inśerer en son barycentre
un sommet nuḿerot́e (i) et à le relierà tous les sommets numérot́es de 0̀a i-1 et
assocíesà chacun des simplexes de son bord (cf. figures2.3C et2.3D).

À l’issue de la triangulation barycentrique deC, nous obtenons un ensemble simplicial
numérot́e S, dont chaque sommet numérot́e (i) peutêtre mis en correspondance avec
unei-cellule deC.
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Figure 2.3: Triangulation barycentrique du complexe cellulaire de dimension 2 représent́e en
(A). (B) : chaque sommet est remplacé par un sommet nuḿerot́e (0). (C) : au milieu de chaque
arête, est inśeré un sommet nuḿerot́e (1). Ce sommet est relié à ses deux voisins numérot́es
(0). (D) : au barycentre de chaque polygone est inséré un sommet nuḿerot́e (2). Ce sommet
est ensuite relíe à ses voisins nuḿerot́es (0) et (1) pour retrianguler le polygone.

2.2.3 Une d́efinition intuitive des G-Cartes

Reprenons l’exemple de la surface représent́ee sur la figure2.3 et int́eressons nous
à ses triangles. Par construction, chaque triangle a ses sommets numérot́es de 0à
2 et ses ar̂etes nuḿerot́ees (0,1), (0,2) et (1,2). Dans le cas géńeral, chaque arête
est une face de deux triangles. Les arêtes (0,2) et (1,2) sont construites lors de la
triangulation des polygones. Il y aura donc toujours deux triangles incidentsà ces
ar̂etes. Les ar̂etes (0,1) sont construites lors de la triangulation des arêtes de la surface.
Par conśequent, un seul triangle sera incidentà une ar̂ete (0,1) sitúee sur un bord de
la surface. Ŕeciproquement, chaque triangle est 1-adjacentà 3 autres triangles par
ses ar̂etes (0,1), (0,2) et (1,2) oùa deux, si son arête (0,1) est sitúee sur un bord.
Pour distinguer ces trois types d’adjacence, nous pouvons introduire trois relations
math́ematiques que nous nommerons respectivementα2, α1 etα0 et qui seront d́efinies
de la manìere suivante :

t1, t2 1-adjacents par une arête nuḿerot́ee[0, 2] \ i ⇔
∣∣∣∣ αi(t1) = t2

αi(t2) = t1

La relationα2 admettra des points fixes si la surface initiale possédait un ou plusieurs
bords avant sa triangulation :∃ t, α2(t) = t. Il est facile de d́emontrer que les relations
que nous venons de définir sont des involutions :

∀i ∈ [0, 2],∀t, ai ◦ ai(t) = t

L’ étoile d’un sommet nuḿerot́e (i) est compośee d’ar̂etes nuḿerot́ees(i, j) avec
j ∈ [0, 2] \ i et des triangles adjacents par ces arêtes. En conśequence, les involutions
αk qui associent ces triangles entre eux sont telles quek 6= i. Par exemple, un som-
met nuḿerot́e (2), issu de la triangulation d’un polygone, est incidentà des triangles



52 CHAPITRE 2. CARTES GÉNÉRALISÉES
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Figure 2.4: (A) : chaque triangle a ses sommets numérot́es 0 (rond), 1 (carŕe) et 2 (triangle).
Selon le type d’ar̂ete consid́eré, nous pouvons identifier trois relations d’adjacence :α0 par
une ar̂ete (1,2) (B),α1 par une ar̂ete (0,2) (C) etα2 par une ar̂ete (0,1).

reliés par des involutionsα0 etα1. Le nombre de triangles contenus dans l’étoile d’un
sommet nuḿerot́e (i) est variable et d́epend du maillage initial de la surface :

• Les triangles relíes par des involutionsα1 et α2 appartiennent̀a l’étoile d’un
sommet nuḿerot́e (0) assocíe à un sommet du maillage initial. Ils ontét́e cons-
truits par triangulation desnp polygones incidents̀a ce sommet. Ils sont donc au
nombre de2× np.

• Les triangles relíes par des involutionsα0 et α2 appartiennent̀a l’étoile d’un
sommet nuḿerot́e (1) assocíe à une ar̂ete du maillage initial. Ils ont́et́e cons-
truits par triangulation du ou des 2 polygones incidentsà cette ar̂ete. Il y a donc
2× 1 = 2 ou2× 2 = 4 triangles.

• Les triangles relíes par des involutionsα0 et α1 appartiennent̀a l’étoile d’un
sommet nuḿerot́e (2) assocíe à un polygonèa nc côtés du maillage initial. Ils
ont ét́e construits par triangulation de ce polygone, soit2× nc triangles.

Les involutionsα0 et α2 mettent toujours en relation deux ou quatre triangles symé-
triques deux-̀a-deux par rapport̀a une ar̂ete nuḿerot́ee (1,2) et (0,1) respectivement.
De ces consid́erations ǵeoḿetriques, nous en déduisons queα0 ◦α2 est une involution.

Cette structure est facilement géńeralisablèa des objets de dimensionn arbitraire.
Après triangulation barycentrique, chaquen-simplexe a ses sommets numérot́es de 0
à n et ses(n − 1)-faces nuḿerot́ees[0, n] \ i. Nous pouvons d́efinir n + 1 relations
d’adjacenceai qui associent̀a toutn-simplexe, len-simplexe qui lui est adjacent par sa
(n−1)-face nuḿerot́ee[0, n]\ i. Enfin, nous pourrions aussi démontrer par ŕecurrence
que∀i, j / 0 ≤ i < i + 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est une involution.
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ou

Figure 2.5: Deux repŕesentations diff́erentes de la m̂eme G-Carte.

Par exemple pourn = 3, les simplexes issus de la triangulation barycentrique d’un
volume compośe de polỳedres sont des tétràedres. Les involutionsα0, α1 et α3 qui
associent ces tétràedres entre eux ne sont pas indépendantes. En effet, les liensα3

relient les faces des polyèdres pour reformer le volume. Ces faces sont elles-même
constitúees de t́etràedres associés par des liensα0 etα1. Nous avons donc pour chaque
relationα0 ◦ α3 etα1 ◦ α3, deux t́etràedres relíes par des liensα0 etα1 respectivement
et leurs syḿetriques par les liensα3, soit quatre t́etràedres syḿetriques deux̀a deux.
Les relationsα0 ◦ α3 et α1 ◦ α3 sont donc des involutions. De même, les liensα0

et α2 sont d́ependants : les liensα2 relient les ar̂etes de polygones pour former des
polyèdres. Ces arêtes sont forḿees chacune de tétràedres associés par des involutions
α0, soit2× 2 = 4 tétràedres syḿetriques deux̀a deux.α0 ◦ α2 est une involution.

2.2.4 Cartes Ǵenéralisées : d́efinition

Ce que nous venons de définir est en fait́equivalentà une Carte Ǵeńeraliśee. Lien-
hardt [Lie94] donne la d́efinition suivante des G-Cartes. Soitn ≥ −1. Une Carte
Géńeraliśee de dimensionn est d́efinie par le(n+2)-upletG = (B, α0, α1, · · · , αn) où
B est un ensemble fini de brins etα0, α1, · · · , αn sont des permutations surB vérifiant :

• ∀0 ≤ i ≤ n, αi est une involution. SiB est vide, alors l’involutionαi n’est pas
définie.

• ∀0 ≤ i < i + 2 ≤ j ≤ n, αi ◦ αj est une involution.

Dans le cas particulier où n = −1, la G-Carte est un ensemble de brins libres :G = B.

Les brins ont pouŕequivalents lesn-simplexes que nous avons construits par trian-
gulation barycentrique d’objets cellulaires de dimensionn. Pour des raisons pratiques,
nous repŕesenterons dans ce chapitre les brins par desépingles, de façon similairèa
Lévy [Lev99] (cf. figure 2.5). Nous ŕeutiliserons cependant la représentation simpli-
ciale des brins dans le chapitre 3.
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2.3 Implantation des Cartes Ǵenéralisées

Les G-Cartes ont́et́e implant́ees dans plusieurs logiciels de modélisation aussi bien
3D [Elt94, Ber97] que 4D [BBB98]. Elles forment le cœur d’un noyau topologique
exṕerimental [LCC00] qui doit remplacer̀a moyen terme le noyau topologique du
logiciel GOCAD actuellement basé sur la structure des demi-arêtes [Wei85]. Une G-
Carte peut̂etre implant́ee sous la forme d’une liste chaı̂née de brins. Un brin contient
n + 1 pointeurs vers sesn + 1 brins voisins. L’acc̀es et la misèa jour de ses voisins se
fait à l’aide des fonctionsalpha et positionner alpha. La fonctionest libre vérifie si
un brinb n’est pas un point singulier de l’involutionαi : αi(b) = b. Enfin, le booĺeen
est marqué nous sera utile pour le parcours de la G-Carte. Nous complèterons plus
loin cette structure.

struct Brin {
Proćedure positionneralpha( Brin* brin, Brin* voisin, Entier i ) ;
Brin* alpha(Brin* b, Entier i) ;
Booléen estlibre(Brin* b, Entier i ) ;

Booléen estmarqúe ;
Brin* alpha[n+1] ;

} ;

2.3.1 Orbite et cellules

Soit G(B, α0, α1, . . . , αn) une n-G-Carte etb, un de ses brins. On définit l’orbite
< αi1 , αi2 , . . . , αik > (b) comme l’ensemble des brins pouvantêtre jointsà partir
deb en parcourant la G-CarteG via les involutionsαi1 , αi2 , . . . , αik . L’algorithme qui
suit permet de parcourir une orbite quelconque,étant donńes un brindébutet une liste
d’involutions{αi1,αi2, . . . ,αik}.

Les algorithmes implantés dans les modeleurs géoḿetriques manipulent des cel-
lules comme les sommets, les arêtes, les polygones d’une surface et non des brins. Il
est toutefois tr̀es facile de retrouver les brins d’une cellule si nous connaissons un de
ses brins. L’involutionαi est la seule involution qui relie les brins de deuxi-cellules
adjacentes. L’ensemble des brins appartenantà la m̂emei-cellule qu’un brinb, sera
donc donńe par l’orbite< α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn > (b), que nous noterons plus
simplement<6 αi > (b). L’algorithme de parcours d’orbite sera aussi utilisé pour
traverser les brins d’une composante connexe d’une G-Carte. Sib est un brin d’une G-
CarteG(B, α0, α1, . . . , αn), le parcours des brins de la composante connexe deG qui
contientb, se fait en traversant l’orbite< α0, α1, . . . , αn > (b). Nous ǵeńeraliserons
cet algorithme dans le chapitre 3 pour le parcours des cellules d’une Trimmed-TSurf.
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parcourir orbite( début: Brin,αi1 ,αi2 , . . . ,αik : Entier )
P : Pile ;
marquer( d́ebut ) ;
empiler( P, d́ebut ) ;
tant que nonvide( S )

Brin b = dépiler( P ) ;
ACTION( b ) ; pour j de1 à k

si nonmarqúe(αij ( b ) )
marquer(αij ( b ) ) ;
empiler( S,αij ( b ) ) ;

fin si
fin pour

fin tant que
fin parcourir

L’algorithme de parcours d’orbite, s’il est géńerique, peut en revanche s’avérer
superflu dans certains cas. Le sommet d’une ligne polygonale n’est composé qu’au
plus de deux brins et ne nécessite qu’une seule involution pourêtre parcouru. Une
ar̂ete d’une surface polygonale est composée de deux ou quatre brins et se parcourt
simplement en utilisant successivement les involutionsα0 etα2. C’est pour cette raison
que des oṕerateurs de parcours plus spécialiśes n’ayant pas recours̀a une pile et au
marquage des brins, ontét́e mis en place. Ĺevy [Lev99] et Conreaux [Con01] ont fait
une analyse des optimisations possibles selon le nombre et la nature des involutions
utilisées. Cette analyse couvre tous les parcours d’orbite possibles d’une G-Carte de
dimension inf́erieure oúegaleà trois :

• Un parcours d’orbite avec une seule involutionαi n’atteindra que deux brins au
maximum : les brinsb etαi(b) si αi(b) 6= b. Les parcours des brins d’un sommet
et d’une ar̂ete de ligne polygonale utilisent respectivement une involutionα1 et
une involutionα0.

Parcours d'une arête :
orbite <α0>, 2 brins.

Parcours d'un sommet :
orbite <α1>, 2 brins.

Parcours d'un sommet :
orbite <α1>, 1 brin.

Figure 2.6: Parcoursà une involution : un ou deux brins sont traversés.

• Les parcours̀a deux involutions se subdivisent en deux catégories en fonction
des involutions utiliśees. Ces orbites permettent de traverser par exemple les
brins d’une cellule d’une 2-G-Carte.
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Parcours d'un triangle :
orbite<α0,α1> , simple boucle

Parcours d'une arête :
orbite<α0,α2> , 4 brins

Figure 2.7: Parcoursà deux involutions :̀a gauche simple boucle (orbites< αi, αi+1 >), à
droite parcours borńe òu seuls 2 ou 4 brins sont visités (orbites< αi, αj > aveci < i+2 ≤ j).

– Si les deux involutions se suivent< αi, αi+1 >, les brins de l’orbite sont
traverśesà l’aide d’une simple boucle.

– Si les involutions ne se suivent pas< αi, αj > / 0 ≤ i < i + 2 ≤ j, quatre
brins au plus sont traversés. En effet, par d́efinitionαi ◦ αj est dans ce cas
particulier une involution.

• Avec trois involutions, seuls les parcours tels que< αi, αi+1, αj > avecj ≥ i+2
ou j ≤ i− 2 peuvent̂etre optimiśes. Ils se font en troiśetapes selon une double
boucle :

– parcours de la première bouclèa l’aide des deux involutions qui se suivent ;

– passagèa un brin de la deuxième boucle par la troisième involution ;

– parcours de la deuxième boucle.

α0

α1

α3

Figure 2.8: Parcoursà trois involutions en double boucle(α0, α1, α3). Les brins en blanc
sont d’abord traverśes (premìere boucle) puis les brins en gris (deuxième boucle). Le passage
d’une bouclèa l’autre se fait par une involutionα3.
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Id
α0

α3
α2

α1

α2, α3

α1, α2
α0, α1

α1, α3

α0, α3

α0, α2

α0, α1, α3
α0, α2, α3

α1, α2, α3

α0, α1, α2

α0, α1, α2, α3

0 involution

1 involution

2 involutions

3 involutions

4 involutions

<αi, αj> / j ≥ i+2

<αi, αi+1>

<αi, αi+1, αi+2>

<αi, αi+1, αj> / j ≥ i+2 ou j≤ i-2

}
}

}

parcours borné

simple boucle

} double boucle

parcours général

Figure 2.9: Selon le nombre et la nature des involutions, une pile et le marquage des brins ne
sont pas forćement ńecessaires pour le parcours d’une orbite. Des algorithmes plus simples et
plus efficaces peuvent doncêtre utiliśes.

La figure2.9 récapitule la liste des orbites possibles et leurs caractéristiques pour
traverser un G-Carte de dimension inférieure oúegaleà trois. Cettéetude s’est limit́ee
à des orbites comprenant trois involutions au plus, mais elle peutêtreétendue dans le
but d’optimiser le parcours de G-Cartes de dimension supérieure. Ces algorithmes ont
ét́e implant́es de manìere ǵeńerique en utilisant des classes patrons [Str97]. Ce mode
d’implantation permet de d́efinir toute une classe d’itérateurs sṕecialiśes (comme par
exemple des it́erateurs sur les sommets d’un polyèdres, les arêtes connectéesà un
sommet...) avec un code de taille réduite et donc facilèa maintenir [LCC00].

2.3.2 Orientabilité et Orientation

Nous avons vu dans le chapitre préćedant qu’un objet de dimensionn était orientable
s’il posśedait deux faces différentes de dimensionn. L’orientabilité et l’orientation
d’unen-G-Carte connexeG(B, α0, α1, . . . , αn) se d́eterminent en marquant ses brins
deuxà deux. Un booĺeen sera ŕeserv́e à cet effet pour chaque brin de la G-Carte.

Orienter la G-CarteG revientà consid́erer chaque couple de brins{b, α0(b)} comme
un petit aimant. Supposons queb, un brin deG, soit marqúe. Par convention, nous
dirons queb correspond au p̂ole nord de l’aimant. Son brinα0(b) assocíe n’est pas
marqúe et correspond au pôle sud. Le p̂ole nord d’un aimant est attiré par le p̂ole sud et
repousśe par le p̂ole nord d’un autre aimant. Si la G-CarteG est orientable, il est alors
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brin ‘Nord’
brin ‘Sud’
lien α0

lien α2

lien α1

A B

C D

Figure 2.10: A : Orientation d’une surface. Chaque couple de brins{b, α0(b)} peut être
assimiĺe à un aimant. Quand la surface est orientable, il est possible de marquer les brins tout
en respectant les lois du magnétisme, sinon l’ensemble des brins est marqué. B : Construction
d’une surface non-orientable, le ruban de Möbius. Avant soudure des deux extrémit́es, la
surface est orientable (C), mais ne l’est plus une fois la jonction faite (D).

possible d’orienter les brins de manièreà ce que cette loi magnétique d’attraction et de
répulsion soit respectée. Ainsi, les voisins du brinb par les involutionsα0, α1, · · · , αn,
seront tous des pôles sud, c’est-̀a-dire des brins non-marqués. De m̂eme, les voisins
du brinα0(b) seront tous des pôles nord et donc des brins marqués.

Nous pouvons v́erifier si une G-Carte connexeG est orientable en recherchant les
brins d’orientation similairèa l’un de ses brins. Sib est un brin de la G-CarteG, la
liste des brins de m̂eme orientation queb s’obtient facilement en parcourant l’orbite
< α0 ◦α1, α0 ◦α2, . . . , α0 ◦αn > (b). G sera orientable si cette liste contient la moitié
de ses brins et non-orientable si elle les contient tous.

L’orientation des G-Cartes est une donnée fondamentale pour le bon fonction-
nement de nombreux algorithmes ainsi que pour la définition de certains objets utilisés
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dans les modeleurs géologiques commeGOCAD :

• Pour le rendu graphique d’une surface, nous avons besoin d’estimer sa normale
en chacun de ses points. L’orientation cohérente des polygones de la surface
rend possible ce calcul.

• Un horizon correspond̀a la foisà la limite inf́erieure (ou mur) d’une couche et
à la limite suṕerieure (ou toit) d’une autre couche. Si les G-Cartes qui décrivent
les horizons sont orientables, nous pouvons leur associer deux faces orientées,
une face orient́ee positivement et une autre orientée ńegativement. Les faces
positives pourront par exempleêtre utiliśees pour d́ecrire le mur des couches et
les faces ńegatives leur toit.

• Les frontìeres des ŕegions d’un mod̀ele ǵeologiques 3D sont d́ecrites par une
collection de faces orientées.

• Nous utiliserons l’orientation des G-Cartes pour définir et construire les régions
d’une Trimmed-TSurf.

2.3.3 Plongement

Nous venons de montrer comment décrire la topologie des objets cellulairesà l’aide
de G-Cartes. Dans cette section, nous allons nous intéresser aux plongements de leurs
cellules. Nous appelons plongement, l’ensemble des propriét́es (ǵeoḿetrie, porosit́e,
perḿeabilit́e, facìes ǵeologique, saturation en huile...) attachéesà un objet. Cette
notion ne se limite pas forcément aux cellules (sommets, arêtes, polygones...), mais
peutêtreétenduèa des orbites quelconques [Con01]. Le plongement des sommets a
un statut particulier :

• C’est à leur niveau qu’est d́efinie la ǵeoḿetrie des objets. Les coordonnées
x, y, z d’un point sont des propriét́es nuḿeriques qui devront̂etre toujours
détermińees.

• Ce plongement peut̂etre partaǵe partiellement (au moins pour la géoḿetrie) ou
totalement par plusieurs sommets topologiquement disjoints.

Les propríet́es stocḱees peuvent̂etre de natures et de formes variées. Une propriét́e
pourraêtre d́ecrite par :

• des valeurs discr̀etes. Une valeur est connue en chaque sommet, arête, poly-
gone ou polỳedre. La porosit́e, la perḿeabilit́e sont deux exemples de propriét́es
décrites de cette manière.
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Figure 2.11: Plongement d’une G-Carte. Chaque brin connaı̂t le plongement de la cellulèa
laquelle il appartient. Le brinb par exemple pointe vers les plongements du sommetPS2, de
l’ar êtePA3 et du trianglePT . Un brin par cellule est d́esigńe comme brin clef du plongement.

• une fonction analytique. Par exemple, la vitesse de propagation des ondes
sismiques peut̂etre d́efinie par l’́equationV (x, y, z) = V0(x, y) + k(z − z0)
où V0(x, y) exprime la variation lat́erale des vitesses etk(z − z0) la variation
verticale des vitesses liée à la compaction des terrains. Un modèle de vitesse
pourra doncêtre entìerement d́efini en associant une loi de vitesseà chaque
région (ou couche) d’un modèle structural, ŕegions qui seront d́ecrites chacune
par des 3-cellules.

Enfin, les valeurs stockées pourront̂etre par exemple sous la forme :

• d’une valeur nuḿerique pour exprimer des propriét́es comme la porosité, le
pourcentage d’argile,etc. ;

• d’une châıne de caractères pour ajouter par exemple des informations géologiques
relativesà une couche, un horizon ou une faille ;

• d’un booĺeen pour d́eterminer l’appartenancèa une ŕegion d́efinie comme un
ensemble de cellules ;

• d’une autre cellule pour d́efinir des relations topologiques comme une intersec-
tion ou encore le plongement d’une cellule dans une autre.

Les cellules d’un objet d́ecrit par unen-G-Carte sont d́efinies par un ensemble de
brins. Chaque brin de cette G-Carte devra donc stockern + 1 plongements, soit un
plongement par dimension. Pouréviter un côut trop élev́e en ḿemoire et ŕesoudre
d’éventuels conflits, un seul plongement est attribué pari-cellule et partaǵe entre les
brins qui d́efinissent cette cellule. Enfin, pour faciliter la gestion des plongements, un
brin par cellule est marqué comme brin clef de son plongement (cf. figure2.11).
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Nous pouvons alors compléter la d́efinition de la structure des brins en rajoutant un
tableau den + 1 plongements et un autre den + 1 booĺeensclef de cellule. Les fonc-
tions Positionner plongement et Plongementpermettent de modifier et d’accéder
aux plongements stockés dans ce brin. La fonctionest clef de cellulevérifie si le brin
en question est le brin clef du plongement de dimensiondim.

struct Brin {
Proćedure positionneralpha( Brin* brin, Brin* voisin, Entier dimension ) ;
Brin* alpha(Brin* brin, Entier dimension) ;
Booléen estlibre(Brin* brin, Entier dimension ) ;
Procédure positionner plongement(

Brin* brin, Plongement* plongement, Entier dim
) ;
Plongement* plongement(Brin* brin, Entier dim) ;
Booléen estclef de cellule(Brin* brin, Entier dim ) ;

Booléen estmarqúe ;
Brin* alpha[n+1] ;
Plongement* plongement[n+1] ;
Booléen clefde cellule[n+1] ;

} ;

Les oṕerations topologiques comme la fusion ou la scission de cellules ont un im-
pact sur les plongements. Un automate aét́e mis au point pour mettrèa jour les plonge-
ments apr̀es chaque modification topologique facilitant ainsi la tâche de l’utilisateur.
La G-Carte est parcourue cellule par cellule, et ce, pour toutes les dimensions. Pour
chaquei-cellule, le brin clef est recherché. Suivant le nombre de brins clef trouvés,
plusieurs options sont possibles :

• Si un seul brin est trouv́e, soni-plongement est partagé aux autres brins de la
cellule.

• Si plusieurs brins clef sont trouvés, le plongement d’un seul brin est conservé.
Les autres brins sont démarqúes et leuri-plongement d́etruit. Le plongement du
premier brin clef est ensuite partagé aux autres brins de la cellule.

• Si aucun brin clef n’est trouv́e, un brin est d́esigńe comme brin clef et un nouveau
i-plongement est créé. Ce plongement est ensuite partagé aux autres brins de la
cellule.
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2.3.4 Oṕerations topologiques sur les Cartes Ǵenéralisées

Un nombre limit́e d’oṕerations topologiques de base est nécessaire pour créer, modifier
et d́etruire une G-Carte. Pour nous en convaincre, revenonsà la figure2.4, page52.
Nous y avons construit une surface polygonale en quatreétapes :

• création d’une G-Carte comprenant 14 brins libres ;

• construction des arêtes en reliant deux brins par des involutionsα0 ;

• assemblage des polygones en reliant les brins des arêtes par des involutionsα1 ;

• soudure des deux polygones par connexion des brins de leur bord commun par
des involutionsα2.

De la m̂eme manìere, nous aurions pu construire un volume en assemblant des poly-
gones pour former des polyèdres et en soudant ces polyèdres le long de faces com-
munes par des liensα3. Une G-Carte peut donĉetre construite it́erativement par assem-
blage dei-cellules le long d’une(i−1)-face commune pour former une(i+1)-cellule.
Deux oṕerateurs sont alors nécessaires pour la construction d’une G-Carte.

• L’opérateurCréer brin (G) crée un brin libreb de la m̂eme dimension que la
G-CarteG et l’ajouteà l’ensemble de ses brins.

• L’opérateurCoudre(G, b1, b2, i) relie par des involutionsαi les brins de deux
(i− 1)-cellulesc1 etc2 contenant respectivement les brinsb1 etb2. Pour pouvoir
être assemblées, les cellulesc1 et c2 doivent être libres (elles ne sont pas déjà
cousues̀a d’autresi-cellules) etêtre isomorphes (elles doiventêtre de m̂eme
dimension et avoir le m̂eme nombre de sommets). Deux sommets ou deux arêtes
seront toujours isomorphes. Ce n’est plus vrai pour des cellules de dimension
suṕerieure, comme les polygones : un carré ne peut paŝetre assemblé à un
triangle. Un test d’isomorphisme devraêtre donc effectúe pour les cellules de
dimension suṕerieureà 2.

À l’aide de ces deux oṕerateurs, nous pouvons construire une G-Carte. Pour la
modifier, nous devons introduire les deux opérateurs inverses :

• L’opérateurDétruire brin (G, b) retire le brinb de l’ensemble des brins de la
G-CarteG. Le brinb doit être libre :∀0 ≤ i ≤ n, αi(b) = b

• L’opérateurDécoudre(G, b, i) dissocie les deuxi-cellules soud́ees le long de
la (i − 1)-face d́efinie par l’orbite<6 αi−1 > (b). Tous les brins de l’orbite
<6αi−1 > (b) sont lib́eŕes :∀b′ ∈<6αi−1 > (b), αi(b

′) = b′.

En combinant ces quatre opérateurs de base, il est possible de définir toute une
classe d’oṕerateurs topologiques de haut niveau pour manipuler les G-Cartes comme
la scission, la fusion ou encore la destruction de cellules. Ces opérateurs ont́et́e d́efinis
indépendamment de la dimension de la G-Carte par Elter [Elt94] et compĺet́es par
Conreaux [Con01].
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b

b
b

A B C

Figure 2.12: L’opération de couture et son inverse peuvent aboutirà une G-Carte non
valide si elles ne sont pas bien effectuées. En (A), couture incomplète : α0 ◦ α2 n’est pas une
involution pour le brinb. En (B), assemblage de bords de dimensions hét́erog̀enes : le brin
b est un point fixe pour l’involutionα1. En (C), ar̂ete replíee sur elle-m̂eme : le brinb est
un point fixe pour l’involutionα0 ◦ α2. Afin d’éviter ces deux dernières configurations, deux
contraintes supplémentaires peuventêtre ajout́eesà la définition d’une G-Carte, restreignant
ainsi la classe des objets représentables :∀ 0 ≤ i < n, l’involution αi n’admet pas de points
fixes et∀ 0 ≤ i < i + 2 ≤ j ≤ n, la fonctionαi ◦ αj n’admet pas de points fixes.

2.4 Cartes Ǵenéralisées Híerarchiques

2.4.1 Introduction

Un mod̀ele ǵeologique est une partition de l’espace 3D en sous-domaines appelés
régions par un nombre fini de surfaces. Ces surfaces correspondent aux horizons et
aux failles que le ǵeologue a construit̀a partir de ses données. Chaque région du
mod̀ele est d́efinie par ses frontières, c’est-̀a-dire un ensemble de surfaces jointives
en leur bords (cf. figure2.13). Quand plusieurs surfaces se rejoignent le long d’un
bord commun, nous nous retrouvons devant une configuration non-variét́ee qu’il faut
décrire.

Figure 2.13: Un mod̀ele ǵeologique 3D est une partition de l’espace en régions par un
nombre fini de surfaces. Chaque région est un volume délimité par un ensemble de surfaces
polygonales jointives en leur bords.
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brins virtuels lien α0

lien α1

lien α2

lien α3

Figure 2.14: Cadre et Toile d’une surface triangulée.

Bruno Lévy [Lev99] a étendu les G-Cartes dans l’optique de la modélisation vo-
lumique à repŕesentation frontìere en introduisant la notion de Cartes Géńeraliśees
Hiérarchiques. Un modèle ǵeologique est un volume subdivisé en plusieurs sous-
volumes. C’est un objet variét́e qui peut donĉetre repŕesent́e par une 3-G-Carte,
chaque 3-cellule correspondantà une ŕegion. Les surfaces sont subdivisées en poly-
gones et donc d́ecrites par une 2-G-Carte. Chacune de ces surfaces se trouveà l’inter-
face entre deux cellules du modèle. D’où l’id ée de repŕesenter un objet̀a l’aide de
deux niveaux emboı̂tés de G-Cartes : une G-Carte pour décrire sa d́ecomposition en
cellules et une autre pour définir ses relations d’adjacence avec les autres objets de
même dimension.

2.4.2 D́efinition

Dans l’approche de B. Ĺevy, les objets sont définis par deux niveaux hiérarchiques de
G-Cartes :

• La Toile décrit la subdivision d’un objet en cellules. C’est une G-Carte de la
même dimension que l’objet.

• Le Cadre est une repŕesentation des relations d’adjacence existant entre les
diff érents objets qui composent un modèle.

Un n-objet peut̂etre consid́eŕe comme unen-cloison śeparant deuxn+1-volumes.
Son Cadre est d́ecrit par une(n + 1)-G-Carte compośee de deuxn-cellules accoĺees.
Chaque Cadre pourra doncêtre d́ecompośe en deux demi-Cadres orientés et assemblés
par des involutionsαn+1. En cela, cette structure se rapproche des arêtes radiales òu
chaque surface composant un modèle volumique est d́edoubĺee. La figure2.14montre
une surface connexe décrite par sa Toile et son Cadre. Son Cadre est une 3-G-Carte
compośee de deux polygones soudés par des liensα3.
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Figure 2.15: Cadre et connectivité. Les bords d’une surface sont divisés en plusieurs par-
ties appeĺees bords logiques, délimitées chacune par deux Nœuds Bornes (les boules grises).
Chaque bord logique est représent́e par une ar̂ete du Cadre et correspond̀a une zone òu la
surface est jointive avec d’autres surfaces du modèle.

La subdivision d’unn-objet en cellules ainsi que la description de ses relations
d’adjacence avec les autres objets de même dimension sont définies avec la m̂eme
structure, les Cartes Ǵeńeraliśees. Les G-Cartes sont elles-même d́ecritesà l’aide d’un
seul et uniquéelément topologique, le brin. En comparaison, pour décrire un mod̀ele
géologique 3D avec la structure des arêtes radiales de Weiler, il ne faut pas moins
d’onzeéléments topologiques.̀A cela, s’ajoutent les sommets, les demi-arêtes et les
triangles ńecessaires̀a la description des surfaces du modèle. De plus, le m̂eme code
pourraêtre utiliśe pour construire et manipuler le Cadre et la Toile d’un objet. Un
noyau topologique basé sur les H-G-Cartes sera donc de petite taille et plus facileà
maintenir.

Le Cadre d’une ligne ou d’une surface peutêtre construit automatiquementà partir
de sa Toile. Les bords d’un objet sont subdivisés en plusieurs sous-parties ou bords
logiques, d́elimitées chacune par deux Nœud Bornes. Suivant la dimension des objets,
nous avons les configurations suivantes :

• Dans un mod̀ele 2D, les lignes se recoupent au niveau de leurs extrémit́es. Les
Nœuds Bornes y sont placés par d́efaut. Ils pourront̂etre aussi disposés par
l’utilisateur au niveau d’un sommet interne de la ligne.À chaque Nœud Borne
correspond un sommet du Cadre qui sera décrit par deux ou quatre brins suivant
sa position. Le Cadre d’une ligne sera donc construit sommet par sommet en
parcourant cette ligne d’une extrémit́e à l’autre.

• Dans un mod̀ele 3D, les surfaces se coupent au niveau de leurs bords et leur
bords au niveau de leurs extrémit́es. Par d́efaut, les Nœuds Bornes sont placés
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à ces extŕemit́es par les algorithmes de découpage de surfaces (cf. figure2.15).
À chaque bord logique ainsi délimité, correspond une arête du Cadre. Le Cadre
d’une surface sera construit, arête par ar̂ete en parcourant ses bords pour recher-
cher les Nœuds Bornes. Quand une surface a plusieurs bords comme celle
présent́ee sur la figure2.14, son Cadre est composé de plusieurs composantes
connexes, une par bord. Ces composantes connexes seront reliées par des brins
virtuels.

Pour passer facilement du Cadre vers la Toile et réciproquement, chaque couple
de brins{B, αn(B)} du Cadre pointe vers un brinb de la Toile (cf. figure2.16).
Inversement, ce brinb “connâıt” un des brins de ce couple. Une telle structure permet
au Cadre de d́eléguer une partie de son plongementà la Toile.

B2
+

B1
-

B1
+

B2
-

b1 b2

demi-cadre positif

demi-cadre négatif

Figure 2.16: Liens entre la Toile et le Cadre d’une ligne. Chaque brin du Cadre connaı̂t un
brin de la Toile. Les brinsB+

1 etB−
1 pointent vers le brinb1 et inversementb1 pointe versB+

1 .

En continuant ce raisonnement, nous pouvons imaginer différents plongements
pour le Cadre d’un objet donné suivant la nature de sa Toile (cf. figure2.17) : une
G-Carte , une surface BSpline ou de Bézier dont le maillage de contrôle pourraêtre
décrit par une G-Carte. Nous verrons dans le chapitre suivant, un nouveau type de
plongement avec la notion de Trimmed-TSurf.

3

45

1

?

2

Figure 2.17: Plongement multiple d’une surface (1) : surface triangulée (2), surface
paraḿetrique (3), surface composée de triangles de B́ezier (4), autre repŕesentation (5).
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b2

b1 b'1
b'2

b2 b'2

b1 b'1

C1

C2

Figure 2.18: Opération d’assemblage de deux Cadres.

2.4.3 Mod̀ele cellulaire

Un mod̀ele n-D se construit en assemblant des Cadres de même dimension le long
d’un bord commun, telles les pages d’un livre (cf. figure2.18). Soientb1 et b2, deux
brins appartenant aux bords de deux CadresC1 et C2 de dimensionn. L’opération
d’assemblage du CadreC1, suppośe libre, au CadreC2 est donńee par l’algorithme
suivant :

• Le brin b′2 = αn−1(b2) est connect́e au brinb′1 = αn−1(b1) par une involution
αn−1 et ŕeciproquement ;

• Les brinsb1 et b2 peuvent alorŝetre connect́es parαn−1 ;

• Ces deux oṕerations sont ŕeṕet́ees pour tous les autres brins du bord.

L’opération inverse de d́esassemblage en combinaison avec l’opération d’assemblage
permet de modifier les modèles.

• les brinsb1 et b′1 sont lib́eŕes pour l’involutionαn−1 ;

• le brin b1 est relíe au brinb′1 et le brinb2 au brinb′2 par des involutionsαn−1 ;

• cette oṕeration est ŕeṕet́ee pour tous les brins du bord.

La n-G-Carte ainsi construite peutêtre consid́eŕee comme une relation variét́ee
entre plusieursn-volumes. Gr̂ace aux H-G-Cartes, nous sommes passés d’une confi-
guration(n − 1) non-varíet́ee òu plusieurs(n − 1)-cloisons se joignent le long d’un
bord commun,̀a une jonctionn-variét́ee entre hypervolumes. La topologie du modèle
est donńee par cetten-G-Carte : chaque région du mod̀ele est d́efinie par unen-cellule.

La figure2.19montre un exemple de coupe géologique d́efinie à partir de lignes
interpŕet́ees par un ǵeologue sur une section sismique. Ce modèle 2D aét́e construit
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Figure 2.19: Exemple de mod̀ele bidimensionnel construit par assemblage des Cadres d’un
ensemble de lignes. Chaque région est d́efinie par une 2-cellule. Des brins virtuels ontét́e
ajout́es pour rendre la ŕegionR4 hoḿeomorphèa un disque.

par assemblage des Cadres des lignes. Sa topologie est décrite par la 2-H-G-Carte
résultante. Les régionsR0, R1, · · · , R5 sont chacune d́efinies par une 2-cellule de
cette G-Carte. La liste des régions d’un mod̀ele s’obtient alors̀a l’aide d’un simple
algorithme de parcours de G-Cartes. La régionR0 correspond au domaine deIR2 dans
lequel est plonǵe le mod̀ele et est appeléeUnivers. La régionR4 a une frontìere interne
et ne peut donĉetre d́efinie par une cellule : c’est un polygone avec un trou. Des brins
virtuels reliant le bord interne au bord externe du polygone sont alors ajoutés pour ren-
dre cette ŕegion hoḿeomorphèa un disque.

Les H-G-Cartes ne permettent pas toutefois de représenter toutes les configura-
tions non-varíet́ees. Elles sont en cela moins puissantes que les chaı̂nes de G-Cartes
définies par Elter [Elt94], mais se ŕevèlent suffisantes pour traiter les cas rencontrés en
géologie.

2.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre comment construire des objets cellulaires variét́es
de dimension quelconquèa l’aide de G-Cartes. Ces G-Cartes vont donc nous per-
mettre de repŕesenter la plupart des objets rencontrés en ǵeologie. Les algorithmes
de construction, de modification et de parcours de G-Cartes sont géńeriques. Cette
géńericité permet d’utiliser le m̂eme code de base pour manipuler des objets de di-
mensions diff́erentes. Un noyau topologique basé sur les G-Cartes sera ainsi de taille
réduite et donc facilèa maintenir. Ces algorithmes pourrontêtre interfaćes de manìere
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à rendre leur emploi plus transparent pour l’utilisateur sans devoir faire faceà une ex-
plosion exponentielle du code : des cellules comme des sommets, des arêtes ou encore
des polygones sont manipulées et non directement les brins.

Avec les H-G-Cartes, une distinction nette est faite entre la subdivision d’un objet
en cellules, d́ecrite par sa Toile et la représentation de ses relations d’adjacence avec les
autres objets de m̂eme dimension par son Cadre. Unn-mod̀ele se construit en assem-
blant plusieurs Cadres de dimensionn le long de leurs bords. Lan-G-carte ŕesultante
décrit la topologie du mod̀ele et donc la partition de l’espace en régions. La ǵeoḿetrie
d’une ŕegion est donńee par les Toiles des Cadres qui ontét́e utilisés pour former cette
région. Cependant, les H-G-Cartes ne permettent pas de gérer les frontìeres internes
de ŕegions sans l’ajout de brins virtuels (ou de toute autre structure permettant de faire
le lien entre la frontìere externe et les frontières internes d’une région), ce en quoi p̂atit
l’ élégance math́ematique du concept des Cartes Géńeraliśees.

Enfin, le Cadre d’un objet donné pourrâetre plonǵe différemment selon la nature de
sa Toile. Dans le chapitre suivant, nous allons définir un nouveau type de plongement
avec la notion de Trimmed-TSurf. Les Trimmed-TSurfs nous permettront de construire
un mod̀ele ǵeologique sans avoirà couper explicitement les surfaces qui le composent.
La modification des mod̀eles en sera ainsi facilitée.
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3.1 Introduction

3.1.1 Rappel du probl̀eme

Nous avons vu dans le chapitre 1 que les régions d’un mod̀ele ǵeologique dans le
logiciel GOCAD étaient d́efinies par leurs frontières, c’est-̀a-dire par un ensemble de
surfaces triangulées. Pour que les régions d’un mod̀ele puissent̂etre correctement ca-
ract́eriśees, ces surfaces doiventêtre jointives et respecter la condition de non-intersec-
tion introduite par Requicha [Req80]. Elles ne sont autoriśeesà se couper qu’au niveau
de leurs bords, leurs bords qu’au niveau de leurs extrémit́es et les points d’intersection
doiventêtre disjoints. Cette condition est valable aussi bien pour les représentations
des mod̀eles baśees sur les arêtes radiales de Weiler [Wei86a] que pour celles basées
sur les H-G-Cartes de Lévy [Lev99]. Elle est remplie en utilisant les algorithmes de
découpage exact et de découpage contraint définis par Euler [Eul99].

Cette contrainte de non-intersection rend la miseà jour des mod̀eles ǵeologiques
relativement ardue. Toute modification géoḿetrique et/ou topologique effectuée sur un
mod̀ele, comme par exemple la translation d’un horizon le long d’une faille, nécessite
une retriangulation importante des interfaces du modèle. Les cicatrices liées aux inter-
sections de l’horizon avec les autres surfaces du modèle, doivent d’abord̂etre retiŕees.
Une fois la coh́erence du mod̀ele ŕetablie apr̀es translation de l’horizon, nous devons
ensuite nous assurer que la clause de non-intersection est bien respectée. Les algo-
rithmes de d́ecoupage exact et contraint sont utilisésà cet effet. Toutes ces opérations
successives sur le maillage des surfaces peuvent altérer les informations qui y sont
stocḱees, ce que nous voulonsà tout prixéviter. Ainsi, il nous a semblé int́eressant de
développer une ḿethode de misèa jour des mod̀eles quiévite des oṕerations succes-
sives de triangulation.

Le Cadre d’une surface permet de décrire les relations d’adjacence existant entre
cette surface et les autres surfaces d’un modèle. Le plongement ǵeoḿetrique d’un
Cadre est d́elégúe à sa Toile. Dans la représentation utiliśee par Ĺevy, la Toile d’une
surface est une description par une 2-G-Carte de sa décomposition en cellules. D’autres
types de plongements peuventêtre envisaǵes pour prendre en compte les intersec-
tions, sans avoir̀a retrianguler les surfacesà chaque modification du modèle. Dans
ce chapitre, nous allons définir un nouveau type de surface que nous appellerons
Trimmed-TSurfpourTrimmed Triangulated Surfaceen ŕeférence auxtrimmed-surfaces.

3.1.2 Un bref aperçu sur les trimmed-surfaces

Les trimmed-surfaces sont couramment utilisées dans le domaine de l’infographie pour
la conception d’objets manufacturés. Ce sont des surfaces paramétriques dont cer-
tains domaines ont́et́e masqúes, ce qui permet de construire par exemple des surfaces
trouées ou tronqúees [Far87, Cas87]. Ces domaines sont délimités par des courbes
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Figure 3.1: Construction d’une trimmed-surfacèa partir de trois surfaces paraḿetriques.
A : la surfaceS1 est couṕee parS2 etS3 le long des lignesL1 etL2. B : Les trimming-curves
L1 et L2 sont deux lignes orientées qui subdivisent le domaine paramétrique en trois sous-
domaines. Seul l’intérieur des trimming-curves (en gris) est plongé dansIR3 pour donner la
trimmed-surface affich́ee en C.

paraḿetriques orient́ees appeléestrimming-curves. La figure3.1 montre un exemple
de construction d’une trimmed-surfaceà partir de trois surfaces paramétriquesS1, S2

et S3. S1 est couṕee parS2 et S3 le long des lignes d’intersectionL1 et L2 respec-
tivement. Ces deux lignes peuventêtre aussi bien dessinées sur la surfaceS1 que
dans le domaine paramétrique [0, 1] × [0, 1] (cf. figure 3.1B). Les deux trimming-
curvesL1 et L2 sont orient́ees et subdivisent le domaine paramétrique en trois sous-
domaines. Par d́efinition, l’extérieur d’une trimming-curve se trouvèa notre droite,
si nous la parcourons dans son sens positif. Il correspondà une partie masquée
de la trimmed-surface. Seul le domaine affiché en gris est plonǵe dansIR3 pour
donner la trimmed-surface dessinée sur la figure3.1C. Une repŕesentation discrète,
géńeralement une triangulation, est utilisée pour dessiner une trimmed-surface sur
l’ écran [RHD89, KM95, AJD97].

3.1.3 Trimmed Triangulated Surfaces

Le nouvel objet que nous allons présenter dans ce chapitre, la Trimmed-TSurf, est
une transposition du principe des trimmed-surfaces paramétriques aux surfaces trian-
gulées. Une Trimmed-TSurf est construiteà partir d’une surface triangulée connexe
qui pourraêtre ouverte ou ferḿee et contenir un ou plusieurs trous. Elle est subdi-
visée par un nombre fini de trimming-curves en plusieurs domaines, appelés ŕegions.
Une trimming-curve est d́efinie comme une ligne polygonale fermée, orient́ee, plonǵee
topologiquement et ǵeoḿetriquement dans la surface triangulée. Chaque trimming-
curve prise individuellement, divise la surface en deux sous-domaines : son intérieur
et son ext́erieur. Une ŕegion d’une Trimmed-TSurf pourrâetre d́elimitée par une ou
plusieurs trimming-curves.
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Nous avons choisi de ne pas définir l’int érieur d’une trimming-curve dans le do-
maine paraḿetrique[0, 1] × [0, 1] contrairement̀a ce qui est fait classiquement avec
les trimmed-surfaces, m̂eme si des outils de paramétrisation existent pour les surfaces
trianguĺees [Flo97, LM98, Lev99, DMA02] ou encore plus ǵeńeralement pour les sur-
faces polygonales [Lev01b]. Deux raisons principales ont orienté notre choix :

• La paraḿetrisation d’une surface faillée exige un minimum d’intervention de la
part de l’utilisateur. Il doit s’assurer que la paramétrisation est bien continue de
part et d’autre des failles : les surfaces faillées doivent̂etre jointives dans le do-
maine paraḿetrique. Nous voulons que la construction d’un modèle ǵeologique
à partir de Trimmed-TSurfs soit la plus simple possible pour l’utilisateur.

• Une bulle de sel, une lentille gréseuse ou encore un corps minéraliśe sont d́ecrits
par des surfaces ferḿees qui ne peuvent pasêtre paraḿetriśees, sauf par mor-
ceaux. Caumon [Cau02] utilise une paraḿetrisation locale pour modifier un
mod̀ele ǵeologique au voisinage d’une faille. Les traces des horizons en con-
tact avec cette faille sont décrites par une courbe paramétrique dans un domaine
paraḿetrique 2D d́efini sur une partie de la faille. Il est alors possible de faire
glisser un horizon le long de la faille en manipulant la courbe qui lui est as-
socíee. La faille est retriangulée dans le domaine paramétrique apr̀es chaque mo-
dification pour respecter la condition de non-intersection. Si une paramétrisation
locale permet de résoudre ce genre de problèmes, elle n’est en revanche pas suf-
fisante pour construire une Trimmed-TSurfà partir d’une surface ferḿee.

Nous utiliserons donc les relations topologiques reliant les trimming-curvesà la sur-
face dans laquelle elles sont plongées, pour d́efinir les ŕegions d’une Trimmed-TSurf.

3.2 Intérieur et extérieur d’une courbe polygonale

Dans cette section, nous aborderons les problèmes líesà la transcription du principe
des trimmed-surfaces paramétriques aux surfaces triangulées,̀a savoir comment d́efinir
et identifier l’int́erieur et l’ext́erieur d’une ligne polygonale ferḿee traćee sur une sur-
face trianguĺee ou plus ǵeńeralement, sur une surface polygonale.

3.2.1 Quelques d́efinitions préliminaires

Courbe polygonale

Une courbe polygonaleL peutêtre d́ecrite comme une suite de cellules{c0, c1, · · · ,
c2n} incidentes deux̀a deux qui sont alternativement des sommets pour les cellules
d’indice pair et des arêtes pour les cellules d’indice impair. Une courbe est fermée si
c0 ≡ c2n. Une courbe est simple, si toutes ses cellules sont distinctes, hormis, si elle
est ferḿee, ses deux extrémit́es.
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correct

incorrect

A B

Figure 3.2: A : Plongement d’une ligne polygonale dans une surface. B : Chemin d’une ligne
polygonale plonǵee dans une surface triangulée. Les cellules de la surface traversées par la
ligne sont peintes en gris foncé.

Plongement d’une courbe polygonale dans une surface polygonale

Soit L, une courbe polygonale tracée sur une surface polygonaleS. Pour que le che-
minement de la ligneL surS puisseêtre correctement décrit, le plongement ǵeoḿe-
trique de ses cellules ne doit pasêtre quelconque : tout point deL doit appartenir̀a la
surface S. En particulier :

• Chaque sommet deL est contenu dans le domaine plan défini par un polygone
de la surfaceS, ar̂etes et sommets inclus. Un sommet pourra doncêtre plonǵe
dans :

– un sommet, s’il partage la m̂eme position ǵeoḿetrique que celui-ci ;

– une ar̂ete, extŕemit́es exclues, s’il est contenu dans le segment géoḿetrique
ouvert d́efini par cette ar̂ete ;

– un polygone, ar̂etes et sommets exclus, s’il appartient au domaine géoḿe-
trique ouvert d́efini par ce polygone.

• Chaque ar̂ete est contenue dans le domaine plan d’un seul et unique polygone.
En haut de la figure3.2A, le plongement de l’ar̂ete n’est pas correct : ses deux
extŕemit́es sont plonǵees dans deux triangles différents. Si nous coupons cette
ar̂ete en inśerant un sommet̀a la jonction des deux triangles, nous obtenons deux
ar̂etes correctement plongées (cf. le bas de la figure3.2A). Une ar̂ete pourrâetre
plonǵee dans :

– une ar̂ete, extŕemit́es exclues si l’ensemble de ses points est contenu dans
le segment ǵeoḿetrique ouvert d́efini par cette ar̂ete ;

– un polygone, ar̂etes et sommets exclus si l’ensemble de ses points appar-
tient au domaine ǵeoḿetrique ouvert d́efini par ce polygone.
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Figure 3.3: A : Détermination de l’int́erieur d’une ligne ferḿee, traćee sur une surface
en fonction de leur orientation respective. B : La régionR1 a comme frontìere externe la
ligne L1 qui est orient́ee positivement et comme frontière interne la ligneL2 qui est orient́ee
négativement. La ŕegionR2 est d́elimitée par la ligneL3 qui est orient́ee positivement.

Quand ces conditions sont remplies, le cheminement de la courbeL sur la surface
S peutêtre d́ecrit comme la suite finie des cellules deS successivement traversées par
ses sommets et ses arêtes, ce qui est illustré par la figure3.2B.

Théorème de Jordan

Toute courbe continue, ferḿee et simple śepare le plan en deux régions disjointes.
L’une, borńee, est appelée int́erieur de la courbe et l’autre, non-bornée, est appelée
ext́erieur de la courbe. Une telle courbe est aussi appelée Courbe de Jordan.

De même, si nous traçons une ligne polygonale simple et fermée sur une surface
polygonale hoḿeomorphèa un disque, nous subdivisons cette dernière en deux do-
maines finis que nous appellerons aussi intérieur et ext́erieur de la ligne. Un promeneur
se d́eplaçant sur le ĉoté positif de la surface (donné par sa normale) et longeant la ligne
suivant son sens positif aura par convention l’intérieurà sa gauche et l’extérieurà sa
droite (cf. figure3.3A).

Lignes et régions

Nous pouvons d́efinir des domaines plus complexes en utilisant plusieurs lignes. Une
région donńee pourra avoir plusieurs bords : une frontière externe et une ou plusieurs
frontières internes. Si nous voulons que le domaine délimité par ces lignes soit tou-
jours sur leur gauche, celles-ci doiventêtre orient́ees convenablement par rapportà
la surface. Si nous nous plaçons du côté positif de la surface, nous devons avoir (cf.
figure3.3B) :

• la frontière externe orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.
Cette orientation sera dite positive.
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• la ou les frontìeres internes, si elles existent, orientées dans le sens des aiguilles
d’une montre. Cette orientation sera dite négative.

Extensionà d’autres types de surfaces

Les surfaces mod́elisées par les ǵeologues ne sont pas forcément hoḿeomorphes̀a un
domaine plan. Nous aimerions doncétendre le concept des Trimmed-TSurfsà d’autres
types de surfaces. Nous devonsêtre capables de déterminer pour chaque surface ren-
contŕee, si nous pouvons construire une Trimmed-TSurfà partir de cette surface et le
caséch́eant, de proposer une méthode appropriée. L’analyse de ses caractéristiques
topologiques nous sera en cela un outil très utile :

• Nombre de composantes connexes.Un horizon ou une faille peut̂etre d́ecrit
par un ensemble de surfaces connexes. Le nombre de composantes connexes
d’une surface se d́etermine facilement en traversant les brins de sa Toile : l’en-
semble des brins d’une 2-G-Carte connexeG(B, α0, α1, α2) s’obtient en par-
courant l’orbite< α0, α1, α2 > d’un de ses brins. Il suffit donc de compter le
nombre de fois que ce parcours d’orbite est nécessaire pour traverser tous les
brins de la surface. Nous traiterons chaque composante connexe d’une surface
sépaŕement.

• Orientabilit é. À la suite d’une erreur de manipulation, le géologue peut cons-
truire des surfaces qui ne sont pas orientables. De telles surfaces ne sont pas
rencontŕees dans la nature et doiventêtre éliminées ou corriǵees. Nous avons
déjà vu dans le chapitre 2 comment détecter si une G-Carte est orientable en
parcourant l’ensemble de ses brins. Nous supposerons que toutes les surfaces
rencontŕees par la suite seront orientables. Si cette hypothèse n’est pas v́erifiée,
il ne nous est pas possible de déterminer l’int́erieur et l’ext́erieur d’une ligne
traćee sur une surface car nous utilisons pour cela leurs orientations respectives.

• Nombre de bords.Certaines surfaces peuventêtre ferḿees comme par exemple
une bulle de sel ou une lentille gréseuse : ces surfaces n’ont pas de bords.
D’autres surfaces peuvent avoir au contraire plusieurs bords, les bords internes
délimitant des trous. SoitS une surface connexe décrite par une 2-G-Carte
GS(B, α0, α1, α2). S est ferḿee siGS ne pŕesente pas de points fixes pour les
involutionsα2, elle est ouverte dans le cas contraire :

GS est ferḿee ⇔ ∀b ∈ B, α2(b) 6= b

Si S est ouverte, le nombre de ses bords peutêtre d́etermińe en construisant la
1-G-CarteGL(B′, α′

0, α
′
1) de ses bords et en comptant le nombre de ses com-

posantes connexes.GL est d́efinie par :∣∣∣∣∣∣
B′ = {b ∈ B/α2(b) = b};
α′

0 = α0/B′;
∀ b, b′ ∈ (B × B′), α′

1(b) = b′, avecb 6= b, et b′ ∈< α1, α2 > (b)
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Figure 3.4: A, B, C : D́ecoupage d’un tore par deux courbes. D, E, F : Le genre d’une surface
orientable est́egal au nombre maximal de courbes de Jordan pouvant yêtre traćees sans la
subdiviser en deux parties disjointes. Une sphère (D) est une surface de genre 0, un tore (E)
une surface de genre 1 et enfin plus géńeralement un torèa n-trous (F) une surface de genren.

Chaque composante connexe du bord est une courbe de Jordan : un trou pourra
doncêtre d́efini comme une ŕegion particulìere d’une surface.

• Caractéristique d’Euler-Poincaré. La caract́eristique d’Euler-Poincaré χ(S)
d’une surfaceS est donńe par la somme suivante :χ = V (S) − E(S) + P (S)
où V (S) est égal au nombre de ses sommets,E(S) au nombre de ses arêtes
et P (S) au nombre de ses polygones. Par exemple, elle estégaleà 0 pour un
tore, à 1 pour une surface plane età 2 pour une sph̀ere. Nous utiliserons cette
caract́eristique topologique pour calculer le genre de la surface.

• Genre. Une courbe simple ferḿee traćee sur un tore ne le subdivise par forcé-
ment en deux parties distinctes. Par exemple, si un tore est découṕe le long d’un
de ses ḿeridiens, la surface obtenue est d’un seul tenant et homéomorphèa un
cylindre (cf. figure3.4B). Si ce cylindre est de nouveau découṕe selon une de ses
lignes directrices, la surface résultante est toujours connexe et homéomorphèa
un disque (cf. figure3.4C). Le genre d’une surface orientable estégal au nombre
maximalg de courbes simples ferḿees et ne se recoupant pas qui peuventêtre
traćees sur cette surface sans la subdiviser en deux parties connexes.

– Une sph̀ere est une surface close de genre 0. La moindre courbe fermée
dessińee sur une sph̀ere la d́ecoupe en deux morceaux (cf. figure3.4A).

– Un tore est une surface close de genre 1. Une courbe tracée le long d’un
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A B C

Figure 3.5: Intérieur (A) et ext́erieur topologique (B) d’une ligne polygonale plongée dans
une surface triangulée. En (C), sont affich́ees les cellules de la surface traversées par la ligne.

méridien ou d’un parall̀ele d’un tore ne le śepare pas en deux parties (cf.
figure3.4B).

– Plus ǵeńeralement, un torèa n-trous est une surface de genren (cf. fi-
gure3.4C).

Le genre d’une surfaceS connexe et orientable peutêtre calcuĺe à l’aide des
invariants topologiques que nous avons définis pŕećedemment. Siχ(S) est sa
caract́eristique d’Euler-Poincaré etb(S) son nombre de bords, son genreg(S)
est alors obtenu par la formule suivante :

g(S) = 1− χ(S) + b(S)

2

Une courbe ferḿee traćee sur une surface de genre supérieurà 1 ne correspondra
pas forćement̀a une frontìere entre deux domaines. L’algorithme que nous allons
proposer dans les sections suivantes ne tient pas compte actuellement de ces cas
particuliers. Une analyse de la liste des cellules de la surface successivement
traverśees par la ligne devrâetre utiliśee pour d́etecter ces configurations.

3.2.2 D́efinition du probl ème

SoitL une ligne polygonale ferḿee, correctement plongée dans une surface polygonale
S. L etS sont respectivement décrites par une 1-G-CarteGL et par une 2-G-CarteGS.
Nous supposerons que cette ligne ne s’auto-intersecte pas et qu’elle est orientée tout
comme la surfaceS. Nous admettrons aussi que la ligneL subdivise bien la surfaceS
en deux sous-domaines correspondantà son int́erieur età son ext́erieur, condition qui
sera toujours v́erifiée si la surfaceS est de genre 0. Nous aimerions autant que pos-
sible retrouver l’int́erieur et l’ext́erieur deL d’une manìere combinatoire en utilisant
les relations topologiques associant la ligne avec la surface.
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Figure 3.6: Analyse du parcours de deux lignes dans une surface triangulée.

Une cellule de la surfaceS (un sommet, une arête ou un polygone) pourra aussi
bien se retrouver :

• Dans le domaine intérieur de la ligne si tous ses points appartiennentà cette
région. Nous appellerons intérieur topologique deL, l’ensemble des cellules de
S qui sont dans cette situation (cf. figure3.5A).

• Dans le domaine extérieur deL, si tous ses points sont contenus dans cette
région. Nous appellerons extérieur topologique deL, l’ensemble des cellules
deS qui sont dans cette situation (cf. figure3.5B).

• À cheval entre ces deux domaines si elle est traversée par la ligne (cf. figure
3.5C). Elle est alors subdivisée en plusieurs parties connexes qui appartiennent
soit à l’intérieur soità l’extérieur deL.

Pour construire l’int́erieur et l’ext́erieur de la ligneL, il suffit de rechercher dans un
premier temps, son intérieur et son extérieur topologiques. Il reste alorsà subdiviser
chaque cellule deS traverśee par la ligneL et d’attribuer les portions d’arête et de
polygone ainsi construites au bon domaine. Nous consacrerons les deux sections sui-
vantes̀a la ŕesolution de ces deux problèmes.

3.2.3 Intérieur et extérieur topologiques d’une ligne

Dans cette section, nous allons définir un algorithme ǵeńerique pour parcourir les
cellules de l’int́erieur et de l’ext́erieur topologiques d’une ligne polygonale simple
fermée, traćee sur une surface polygonale. Nous reprenons les notations de la section
préćedentèa savoirL, S etGS pour la ligne, la surface et sa Toile respectivement.

Données initiales

En supposant que le plongement topologique de chaque cellule de la ligneL est connu,
nous pouvons aisément construire en parcourant la ligne suivant son sens positif, la
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liste des cellules de la surfaceS qui sont successivement traversées parL. Ces infor-
mations nous servirontà d́eterminer l’int́erieur et l’ext́erieur de la ligneL.

Consid́erons l’exemple montré sur la figure3.6A, d’une portion de ligne plonǵee
dans une surface triangulée et compośee de trois ar̂etesAL

1 , AL
2 et AL

3 . AL
1 part de

l’arêteA1, se termine dans le triangleT1 et est plonǵee dansT1. AL
2 commence dans

le triangleT1, se termine sur l’ar̂eteA2 et est plonǵee dansT1. Enfin,AL
3 part deA2,

se termine sur le sommetS4 et est plonǵee dans le triangleT2. La liste des cellules
traverśees par cette portion de ligne est donc{· · · , A1, T1, A2, T2, S4, · · · }. Si la ligne
est ferḿee, le premieŕelément de cette liste seraégal au dernier. Une cellule donnée
de la surface peut̂etre traverśee plusieurs fois par la m̂eme ligne : elle se retrouvera
alors autant de fois dans la liste comme c’est le cas pour l’exemple de la figure3.6B.
La liste obtenue{· · · , A1, T1, A3, T2, A4, · · · , T2, A3, T1, A1, · · · } contient deux fois
les cellulesA1, A3, T1 etT2.

Cette listeétant constitúee de cellules de dimensions hét́erog̀enes, elle n’est pas
directement exploitable pour déterminer l’int́erieur et l’ext́erieur topologiques de la
ligneL. Nous utiliserons donc pour cela une autre représentation.

Vers une approche de parcours de graphe

Réalisons maintenant la triangulation barycentrique de la surfaceS, mais en nous fo-
calisant cette fois-ci sur les sommets et les arêtes plut̂ot que sur les triangles :

• Chaque sommet est remplacé par un sommet nuḿerot́e (0).

• Au milieu de chaque arête, est inśeŕe un sommet nuḿerot́e (1). Ce sommet est
relié à ses deux voisins nuḿerot́es (0).

• Au barycentre de chaque polygone est inséŕe un sommet nuḿerot́e (2). Ce som-
met est ensuite relié à ses voisins nuḿerot́es (0) et (1) pour trianguler le poly-
gone.

Nous obtenons un graphe numérot́e òu chaque nœud correspondà une cellule deS :
un sommet est représent́e par un nœud nuḿerot́e (0), une ar̂ete par un nœud nuḿerot́e
(1) et un polygone par un nœud numérot́e (2). Les relations de bords entre ces cellules
sont d́ecrites par les arcs du graphe. Un nœudni assocíe à unei-celluleci est relíe à
un nœudnk assocíe à unek-celluleck par un arc(i, k) si et seulement si :∣∣∣∣ i > k et ck est incluse dans le bord deci

i < k et ck est incluse dans l’étoile deci

Connaissant la liste des cellules deS {c1, · · · , ck, · · · , cN} successivement traversées
par la ligneL et les nœuds du graphe{n1, · · · , nk, · · · , nN} correspondant̀a ces cel-
lules, nous pouvons aisément transcrire le cheminement deL par une châıneC orient́ee
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Figure 3.7: Le plongement d’une ligne polygonale dans une surface triangulée est d́ecrit par
un chemin orient́e dans le graphe construit̀a partir de la triangulation barycentrique de la
surface. Un arc polygonal peutêtre traverśe plusieurs fois : deux compteurs sont associésà
chaque arc pour comptabiliser le nombre de passages dans les deux sens.

dans le graphe. Cette chaı̂ne est forḿee d’une śequence alterńee{n1, a1, n2, · · · , nN−1,
aN−1, nN} des nœudsnk et des arcsak qui les relient (cf. figure3.7). La ligneL étant
fermée, nous avonsn1 = nN .

Contrairement̀a la ligneL, la châıne C n’est pas forćement simple. Si le tracé
géoḿetrique de la ligneL sur la surfaceS peut se faire avec une précision limit́ee
seulement par le codage des nombres réels par les ordinateurs, la résolution de sa
repŕesentation topologique dans le graphe est en revanche contrôlée par la taille des
cellules deS. Quand une cellule de la surface est traversée plusieurs fois par la ligne,
le nœud qui lui est associé est reṕet́e autant de fois dans la chaı̂ne. La châıneC contient
alors plusieurs cycles qui sont autant de sous-chaı̂nes ferḿees et simples. Chaque
cycle pris individuellement subdivise l’ensemble des nœuds du graphe en deux sous-
ensembles correspondant respectivementà son int́erieur età son ext́erieur.

• L’int érieur topologique deL s’obtient alors facilement en réalisant l’union des
intérieurs de chaque cycle deC.

• L’ensemble des cellules deS intersect́ees par la ligneL est donńe par d́efinition
par les nœuds de la chaı̂neC.

• Enfin, l’extérieur topologique deL correspond au complémentaire de ses deux
derniers ensembles.

Pour des raisons similaires, un arc numérot́e pourraêtre traverśe plusieurs fois
dans une m̂eme châıne, et ce, dans les deux sens comme pour l’exemple montré sur
la figure3.7C. Deux compteurski,j et kj,i sont donc associésà chaque arc(i, j) afin
de d́enombrer les passages dans le sens(i, j) et dans le sens(j, i) respectivement (cf.
figure3.7D). Les valeurs que pourront prendre ces compteurs ne sont pas quelconques :

• Un arc (0,1) et un arc (1,0) correspondentà une portion de ligne plongée dans
une ar̂ete de la surfaceS et d́ebutant d’un sommet (respectivement, se termi-
nant sur un sommet) de cette arête (cf. figures3.8A et 3.8B). La ligneL étant
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Figure 3.8: Chaque arc orient́e dans le graphe est une représentation d’une portion de ligne
passant d’une cellulèa une autre. Sur cette figure sont représent́ees de gauchèa droite les
six configurations possibles : sommet-arête, sommet-triangle, arête-sommet, arête-triangle,
triangle-sommet, triangle-arête.

suppośee simple, de tels arcs ne peuventêtre traverśes qu’une seule fois. Leurs
compteurs respectifs ne prendront que des valeurségales̀a 0 ouà 1, et ce, exclu-
sivement : si un compteur estégalà 1, l’autre est́egalà 0.

• Un arc (0,2) et un arc (2,0) correspondentà une portion de ligne plongée dans un
polygone de la surfaceS et d́ebutant d’un sommet (respectivement, se terminant
sur un sommet) de ce polygone (cf. figures3.8C et 3.8D). La ligne L étant
suppośee simple, un sommet de la surfaceS ne peut̂etre traverśe qu’une seule
fois. Les compteurs associésà ces arcs ne prendront que des valeurségales̀a 0
et à 1. Un arc (0-2),̀a la différence d’un arc (0-1), pourrâetre parcouru deux
fois de suite, dans un sens puis immédiatement dans l’autre : cette configuration
décrit une portion de ligne plongée dans un unique polygone et tangentant un
des sommets de ce polygone.

• Un arc (1,2) et un arc (2,1) correspondentà une portion de ligne plongée dans
un polygone de la surfaceS et partant d’une arête (respectivement se terminant
sur une ar̂ete) de ce polygone (cf. figures3.8E et 3.8F). Cette ar̂ete peut̂etre
traverśee plusieurs fois par la ligneL, de m̂eme que les arcs (1,2) et (2-1) qui lui
sont associés. Si la ligneL subdivise la surfaceS en deux domaines distincts,
nous pouvons appliquer le théor̀eme de Jordan relativementà cette ar̂ete. Les
deux sommets appartiennent :

– tous les deux au m̂eme domaine, si elle est traversée un nombre pair de
fois, et ce, autant de fois dans un sens que dans l’autre (cf. figure3.9A).

– l’un à l’intérieur, l’autreà l’extérieur, si le nombre de passages est impair.
L’arête est alors traversée une fois de plus dans un sens que dans l’autre
(cf. figure3.9A).

En faisant le bilan des portions de lignes qui arrivent ou qui sortent de part
et d’autre de l’ar̂ete (extŕemit́es exclues), nous pouvons déterminer les valeurs
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Figure 3.9: Les extŕemit́es d’un segment appartiennent au même domaine, s’il est traversé
un nombre pair de fois (autant de fois dans un sens que dans l’autre) par la courbe de Jordan
(A) et à deux domaines différents, s’il est traverśe un nombre impair de fois (une fois de plus
dans un sens que dans l’autre) (B). La courbe en (C) n’est pas une courbe de Jordan. Le
segment peut̂etre traverśe deux fois de suite dans le même sens par la ligne : notre règle sur
les compteurs n’est pas applicable.

relatives prises par les compteurs associés aux arcs (1-2) et (2-1). La différence
k1,2 − k2,1 ne peut̂etreégale qu’̀a 0 (autant de lignes entrantes que sortantes), 1
ou -1 (une ligne de plus dans un sens que dans l’autre).

En ŕesuḿe, la différenceki,j − kj,i entre les deux compteurs associésà un arc(i, j)
ne peut prendre que des valeurségales̀a -1, 0 ou 1. Nous utiliserons cette différence
pour situer l’int́erieur de la ligneL relativement̀a un arc(i, j) donńe :

• ki,j − kj,i = −1 : l’arc est traverśe une fois de plus dans le sens(i, j) que dans
le sens(j, i). L’int érieur de la ligneL se trouvèa sa gauche.

• ki,j−kj,i = 0 : l’arc est traverśe autant de fois dans le sens(i, j) que dans le sens
(j, i). Le même domaine se trouve de part et d’autre de l’arc. Seul le contexte
permettra de d́eterminer si c’est l’int́erieur ou l’ext́erieur.

• ki,j − kj,i = 1 : l’arc est traverśe une fois de plus dans le sens(j, i) que dans le
sens(i, j). L’int érieur de la ligneL se trouvèa sa droite.

Intéressons nous maintenant aux triangles. Chaque cycle de la chaı̂neC délimite
deux ensembles de triangles adjacents deuxà deux par leurs arêtes (0,1), (0,2) et (1,2).
Chaque arc(i, j) de la châıne appartient au bord d’un ou deux triangles dont nous
pouvons d́eterminer le domaine d’appartenance avec la méthode que nous venons de
présenter. Connaissant pour tous les triangles incidentsà un arc de la chaı̂ne leur
domaine d’appartenance, nous pouvons aisément retrouver celui des triangles restants
en suivant ces trois règles :

• deux triangles incidents̀a un arc ne faisant pas partie de la chaı̂ne C appar-
tiennent au m̂eme domaine ;

• deux triangles incidents̀a un arc traverśe un nombre pair de fois appartiennent
au m̂eme domaine ;
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• deux triangles incidents̀a un arc traverśe un nombre impair de fois appartiennent
à deux domaines différents.

Nous ne travaillerons pas avec la représentation simpliciale deS mais directement
sur sa ToileGS en faisant jouer les relations d’équivalence entre les simplexes de cette
repŕesentation et les orbites deGS. Pour rappel, tout simplexe construit lors de la
triangulation barycentrique de la surfaceS peutêtre mis en correspondance avec une
orbite de la G-CarteGS qui la d́ecrit :

• chaque triangle nuḿerot́e (0, 1, 2) correspond̀a un brin deGS ;

• chaque ar̂ete nuḿerot́ee[0, 2]− i correspond̀a une orbite< αi > deGS ;

• chaque sommet nuḿerot́e (i) correspond̀a une orbite<6αi > deGS.

Les deux ensembles de triangles adjacents deuxà deux par des arêtes (0,1), (0,2) et
(1,2) que nous venons d’identifier, ont pouréquivalents deux ensembles de brins reliés
deuxà deux par des involutionsα2, α1 etα0 respectivement. Nous avons donc ici tous
leséléments pour d́efinir notre algorithme.

Algorithme de parcours de l’int érieur topologique d’une ligne

Cet algorithme d́erive de l’algorithme ǵeńerique de parcours d’orbite présent́e dans la
section2.3.1, page54. Il permet de retrouver les cellules d’une dimension donnée
appartenant̀a l’intérieur topologique deL.

La ligneL est parcourue une première fois suivant son sens positif pour analyser
le plongement topologique de chacune de ses cellules. Pour chaque couple (sommet,
ar̂ete) et (ar̂ete, sommet) incidents deuxà deux, nous pouvons rencontrer les deux
configurations suivantes :

• Le sommet et l’ar̂ete sont plonǵes dans la m̂eme cellule de la surfaceS. Cette
situation correspond̀a un chemińelémentaire stationnaire dans le graphe. Le
couple suivant est analysé.

• L’arête est plonǵee dans unei-celluleci et le sommet dansj-cellulecj du bord
deci. Cette configuration est transcrite sous la forme d’un cheminélémentaire
dans le graphe composé d’un arc(i, j) reliant les deux nœuds numérot́es(i) et
(j) respectivement associés aux cellulesci et cj.

Chaque chemińelémentaire(i, j) correspond au(x) brin(s) d’une orbite< αk >,
k ∈ [0, 2]−{i, j} de la G-CarteGS. Ce ou ces brins peuventêtre identifíes en ŕealisant
l’intersection des deux orbites<6αi > et <6αj > qui définissent respectivement les
cellulesci et cj. Nous devons ensuite déterminer si ces brins sont internes ou externes
sachant qu’un arc peutêtre traverśe plusieurs fois. La surfaceS étant par hypoth̀ese
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Figure 3.10: L’orientation d’une G-CarteG s’effectue par marquage de ses brins deuxà
deux. Les brins non marqués sont repŕesent́es par des triangles peints en gris, les brins non
marqúes en blanc. Tout arc dans la représentation simpliciale deG est assocíe à une orbite
< αk > dont les brins correspondent aux triangles de sonétoile. Un brin, s’il est marqúe, est
interne pour les arcs (0,1), (1,2) et (2,0) et externe pour les arcs (0,2),(1,0) et (2,1).

orientable, les brins de sa ToileGS peuventêtre marqúes de manìere à respecter la
règle magńetiqueétablie dans la section2.3.2page57. En particulier, pour toute orbite
< αi >, i ∈ [0, 2] deGS contenant deux brins, l’un sera marqué, l’autre non. Un brin
marqúe est interne pour les cheminsélémentaires (0,1), (1,2) et (2,0) et externe pour
les chemins(1,0), (2,1) et (0,2) (cf. figure3.10). Il nous reste plus qu’à compter le
nombre de passages en chaque arc. Pour cela, nous marquons/démarquons les brins
avec un autre booléen d́edíe à cet effet. Le marquage des brins se fait comme suità
chaque passage :

• Le brin externe est marqué.

• Le brin interne est d́emarqúe si les deux brins le sont déjà.

Consid́erons un exemple avec un arc(i, j) auquel sont associés un brinb1 à sa
gauche et un brinb2 à sa droite. Apr̀es un premier passage dans le sens(i, j), le brinb2

est marqúe : b1 est interne etb2 externe. Apr̀es un deuxìeme passage dans le sens(j, i),
le brin b1 est marqúe : b1 et b2 sont tous les deux marqués et ont un statut indétermińe,
le nombre de passagesétant pair. Apr̀es un troisìeme passage dans le sens(i, j), le brin
b1 est d́emarqúe : b1 est interne etb2 externe.

Une fois la ligne parcourue entièrement, tous les brins externes ou de statut indéter-
miné et associésà la ligne ont́et́e marqúes. Un deuxìeme parcours de la ligne est alors
effectúe pour retrouver les brins internes et les stocker dans une pile.

Une fois, les brins internes et les brins externes associés à la ligneL identifiés,
il nous restèa d́eterminer le statut des autres brins. L’ensemble des brins internes est
formé des brins relíes directement ou indirectement par des involutionsα0, α1 etα2 aux
brins internes qui ont́et́e d́ejà identifíes, et ce, dans les limites des brins externes. Cet
ensemble de brins peutêtre traverśe en adaptant l’algorithme de parcours géńerique



3.2. INTÉRIEUR ET EXTÉRIEUR D’UNE COURBE POLYGONALE 87

R3

R4
R5

R2R1

L4

L2L1

L3

L5

L6

Figure 3.11: L’algorithme de parcours peut̂etre aussi utiliśe pour d́etecter l’int́erieur
topologique d’une ŕegion d́elimitée par plusieurs bords̀a condition qu’ils soient correctement
orient́es.

d’orbite. Les brins sont marqués au fur et̀a mesure de la progressionà l’aide du m̂eme
booĺeen que celui employé pour marquer les brins externes. La progression s’arrête
ainsi d̀es qu’un brin marqúe est rencontré. Suivant l’ordre de parcours des involutions,
(α0, α1, α2), (α0, α2, α1) ou (α1, α2, α0), l’algorithme donne respectivement l’accèsà
un brin par polygone,̀a un brin par ar̂ete ouà un brin par sommet̀a chaque it́eration.
Les deux premìeres involutions sont utiliśees pour parcourir les brins de la cellule et
la dernìere pour acćederà un brin des cellules adjacentes. Lesétapes de l’algorithme
sont ŕesuḿees en annexèa la fin de ce chapitre.

Le temps de calcul de l’intérieur topologique d’une ligne croı̂t linéairement avec le
nombre de brins de la ligne et le nombre de brins de la surface :

• La ligne polygonale est parcourue deux fois pour l’analyse de son plongement
dans la surface ;

• La surface est traversée au pire deux fois, une première fois pour rechercher les
brins internes et identifier les cellules de l’intérieur topologique de la ligne et une
deuxìeme pour d́emarquer ses brins afin de la préparer̀a un parcours ultérieur.

Nous pouvons aussi utiliser cet algorithme pour retrouver l’extérieur deL. Il suffit
d’inverser le principe de marquage des brins : les brins internes et de statut indétermińe
sont marqúes et les brins externes ne le sont pas. L’ensemble des brins externes est
constitúe des brins relíes directement ou indirectement par des involutionsα0, α1 et
α2 aux brins externes associésà la ligne, et ce, dans les limites imposées par les brins
internes.

De même, l’int́erieur d’une ŕegion peut̂etre d́efini comme l’intersection de l’inté-
rieur de sa frontìere externe et l’int́erieur de ses frontières internes. Il peut̂etre alors
directement d́etermińe en initialisant l’algorithme non plus avec une seule ligne, mais
avec l’ensemble des frontières de la ŕegion (cf. figure3.11).
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Figure 3.12: Comparaison entre un algorithme de remplissage d’un polygone utilisé dans
les logiciels de dessin et notre algorithme de parcours des brins internes d’une ligne plongée
dans une surface. Le bord d’un polygone (a) est représent́e par un ensemble de pixels jointifs
(b). Le remplissage se fait par propagation explosive de pixels en pixels adjacents par leurs
arêtesà partir d’un germe (b, c, d, e). Le parcours des brins internes se fait d’une manière
similaire, si nous assimilons chaque brinà un triangle : les pixels ne sont plus des rectangles,
mais des triangles. La frontière entre l’int́erieur et l’ext́erieur peutêtre repŕesent́ee soit par
des triangles jointifs (en noir, approche pixel) ou par une suite d’arêtes deux̀a deux adjacentes
(en gris fonće, approche interpixel).

Analogie avec l’approche interpixel [Fio95]

Le principe de cet algorithme est similaire dans son principeà celui utiliśe dans les
logiciels de dessins pour le coloriage de polygones. Le bord d’un polygone est défini
par un ensemble de pixels d’une certaine couleur et jointifs par leurs arêtes ou leurs
sommets. Le remplissage de l’intérieur du polygone se fait par propagation “explo-
sive” à partir d’un pixel germe appartenantà l’intérieur du polygone. La propagation
se fait de pixels en pixels adjacents par leurs arêtes et s’arr̂ete d̀es qu’un pixel du bord
ou de la couleur de remplissage est rencontré1 (cf. figures3.12a, b, c, d, et e). Ici, les
pixels ne sont pas des rectangles mais des triangles, chaque triangle correspondantà
un brin de la G-CarteG. Le principe de la propagation et les conditions d’arrêt sont
similaires (cf. figures3.12f, g, h, i, j). La propagation se fait de triangles en triangles
adjacents par leurs arêtes (1,2), (0,2) et (0,1), c’est-à-dire de brins de en brins reliés
respectivement par des involutionsα0, α1 et α2. Elle s’arr̂ete quand un triangle du
bord ou un triangle d́ejà traverśe est rencontŕe (c’est-̀a-dire d̀es qu’un brin marqúe est
rencontŕe).

1D’autres ḿethodes plus efficaces que la propagation explosive sont en fait utilisées dans les logiciels
de dessins. Le remplissage du polygone se fait plutôt par balayage, ligne de pixels après ligne de pixels.
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Figure 3.13: A : Principe de la construction d’une portion de polygone traversé par une
ou plusieurs lignes. B : quand plusieurs lignes sont plongées exclusivement dans un seul et
unique polygone, la triangulation contrainte de Delaunay peutêtre utiliśee pour identifier
chaque portion de polygone.

La frontière śeparant l’int́erieur de l’ext́erieur de la ligneL a deux repŕesentations
diff érentes :

• Elle est d́ecrite par un ensemble de pixels/triangles jointifs par leurs arêtes ou
leurs sommets. C’est cette représentation qui est utilisée par l’algorithme de
parcours de l’int́erieur et de l’ext́erieur d’une ligne polygonale.

• Elle est d́ecrite par une suite d’arêtes adjacentes deuxà deux. Cette suite forme
une ligne circulant entre les pixels/triangles. Cette représentation est similaire
à celle utiliśee par Fiorio avec la ḿethode interpixel utiliśee pour l’analyse
d’images [Fio95]. Cette repŕesentation se construit “à la voĺee” en parcourant
la ligneL suivant son sens positif et en analysant le plongement topologique de
chacune de ses cellules.

3.2.4 Construction des polygones

À ce stade, nous sommes capables de déterminer l’int́erieur topologique d’une région.
Il ne nous reste plus maintenant qu’à construire les portions de polygones intersectées
par sa ou ses frontières. Nous utiliserons là encore, les relations topologiques reliant
les lignes̀a la surface.

Consid́erons un exemple illustré sur la figure3.13A, avec un polygone traversé par
deux portions de lignes que nous supposerons appartenir aux frontières de la m̂eme
région. Construisons maintenant la partie de polygone associée à l’arête orient́ee
a1 = (s8, s2) et qui est peinte en gris foncée sur la figure. Dans un premier temps,
les sommets des lignes plongés dans le bord du polygone sont triés suivant le sens
positif, sommets du polygone inclus. Nous obtenons alors la liste fermée des som-
mets{s1, s2, · · · , s8, s1}. L’arête suivante de la ligne,a2, n’est pas plonǵee dans le
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polygone. Dans ce cas, nous recherchons le sommet qui suit immédiatements2 dans
la liste, soits3. La ou les ligne(s) ne passe(nt) pas par ce sommet, nous allons donc
au sommet suivant :s4. De ce sommet partent deux arêtes,a3 et a4. a4 est plonǵee
dans le polygone contrairementà a3 : a4 est donc choisie. L’arête suivante,a5, n’est
pas plonǵee dans le polygone. Le sommet qui suit immédiatemement le sommets7

dans la liste, c’est-à-dires8, est donc śelectionńe. Commes8 est notre point de d́epart,
l’algorithme s’arr̂ete. Nous avons obtenu le polygone(s2, s3, s4, s7, s8).

Ce polygone devráeventuellement̂etre retrianguĺe pour ŕepondre aux besoins de
certains algorithmes qui ne manipulent que des triangles. Un algorithme de “découpage
d’oreilles” ou de triangulation de Delaunay contrainte pourrontêtre utiliśesà cet effet
[Kum96].

Une ligne peut dans certains casêtre plonǵee dans un seul et unique polygone. Elle
correspond au bord externe d’un polygone, si elle est orientée positivement ou au bord
interne d’un polygone troúe, si elle est orientée ńegativement. Nous pouvons aisément
construire ces deux polygones si une seule ligne est en jeu. En revanche, il n’existe
pas de solutions simples quand les lignes sont nombreuses et imbriquées les unes dans
les unes. Si nous réalisons une triangulation du polygone contrainte par les arêtes des
lignes, nous pouvons identifier chaque portion de polygone en nous appuyant sur le
maillage ainsi construit (cf. figure3.13B).

3.3 Implantation des Trimmed-TSurfs

Nous avons implanté le concept de Trimmed-TSurfs dans le modeleur basé sur les H-
G-Cartes d́evelopṕe par Ĺevy et Conreaux [Lev99, Con01]. Nous nous sommes limités
à des surfaces triangulées pour des raisons purement pratiques : les algorithmes utilisés
en amont pour la construction des Trimmed-TSurfs, comme par exemple le calcul
des intersections entre deux surfaces, manipulent des simplexes et non des polygones
quelconques. Il en est de même des algorithmes qui seront appliqués en aval. En effet,
contrairement̀a un polygone de forme quelconque, un triangle est toujours plan et con-
vexe. Ces deux propriét́es diminuent consid́erablement la complexité des algorithmes
de manipulation de surfaces au béńefice d’une plus grande robustesse.

3.3.1 Description de la structure

Une Trimmed-TSurf est d́efinie par trois niveaux emboı̂tés de G-Cartes complétant
ainsi la structure des H-G-Cartes de Lévy par un troisìeme niveau pour pouvoir décrire
lestrimming-curves.

La décomposition de la surface triangulée en cellules est décrite par une 2-G-Carte
que nous appellerons Toile, reprenant ainsi la notation de Lévy pour les H-G-Cartes.
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Figure 3.14: Construction de la Trimmed-TSurf associéeà un horizon couṕe par deux failles
(A). La Trimming-Line est construitèa partir des lignes d’intersection de l’horizon avec les
failles (B). Elle est composée de trois polygones dont les bords subdivisent la Trimmed-TSurf
en trois ŕegions (C). Son Cadre est constitué de trois sous unités soud́ees par des liensα2 (D).
Du point de vue du Cadre, cette surface aét́e couṕee en trois parties alors que sa triangulation
n’a pasét́e modifíee.

C’est à ce niveau que le plongement de la Trimmed-TSurf est défini, c’està dire sa
géoḿetrie ainsi que toutes les propriét́es ṕetrophysiques qui lui sont attachées.

La partition de la surface en régions est d́ecrite par sa Trimming-Line. Contraire-
mentà ce que son nom laisseraità penser, la Trimming-Line est un objet analogueà
une surface et est donc représent́ee par une 2-G-Carte. Elle peutêtre vue comme un
mod̀ele 2D plonǵe dans la surface triangulée. Elle fait la synth̀ese de toutes les re-
lations topologiques (contact au niveau des bords, intersections) que peut partager la
surface avec les autres surfaces d’un modèle donńe. En conśequence, chaque cellule de
la Trimming-Line est plonǵee ǵeoḿetriquement et topologiquement dans une cellule
donńee de la Toile. Le plongement de la Trimming-Line sera donc défini relativement
au plongement de la Toile. Elle est formée de 2-cellules jointives dont les bords sont
autant de courbes polygonales simples et fermées qui seront utiliśees commetrimming-
curvespour subdiviser la surface en régions.

Enfin, le Cadre est une répŕesentation de l’espace tridimensionnel dans lequel sont
plonǵees chacune des régions de la Trimmed-TSurf. C’est une 3-G-Carte dont chaque
2-cellule est en correspondance avec une région donńee. Il est similaire au Cadre d’une



92 CHAPITRE 3. TRIMMED TRIANGULATED SURFACES

surface qui aurait́et́e d́ecouṕee le long des diff́erentestrimming-curves, à la différence
près que ses 2-cellules sont jointives. Du point de vue du Cadre, une Trimmed-TSurf
est d́ecouṕee virtuellement en sous-parties correspondant aux régions alors que sa tri-
angulation reste inchangée. Chaque brin du Cadre connaı̂t un brin de la Trimming-
Line : le plongement du Cadre est délégúe à la Trimming-Line et indirectementà la
Toile au travers des relations topologiques reliant la Trimming-Lineà la surface trian-
gulée.

Pour illustrer ce concept, considérons un exemple avec un horizon recoupé par
deux failles et construisons la Trimmed-TSurf qui lui est associée (cf. figure3.14A).
Sa Trimming-Line est construitèa partir des deux lignes d’intersection de l’horizon
avec les failles et de son bord. C’est une 2-G-Carte composée de trois 2-cellules dont
les bords subdivisent la Trimmed-TSurf en autant de régions (cf. figure3.14C). Son
Cadre est lui-m̂eme compośe de trois sous-unités relíees par des liensα2 (cf. figure
3.14D). Si l’horizon avaitét́e d́ecouṕe le long des failles, les Cadres des trois surfaces
résultantes auraientét́e identiques̀a ces trois sous-Cadres aux liensα2 près. De m̂eme,
leurs bords auraient́et́e identiques aux bords des cellules de la Trimming-Line. Du
point de vue de son Cadre, l’horizon aét́e subviśe en trois parties distinctes alors que
son maillage n’a paśet́e modifíe.

3.3.2 Analogie avec les mod̀eles 2D

Les Trimmed-TSurfs pŕesentent plusieurs points communs avec les modèles 2D. Un
mod̀ele 2D est une partition d’un espace bidimensionnel en régions par un ensemble
de lignes ouvertes ou ferḿees (cf. figure3.15A). Dès que plus de deux lignes se re-
joignent en un point, nous nous retrouvons dans une configuration non-variét́ee. La
structure des H-G-Cartes permet de décrire un mod̀ele 2D comme un objet 2-variét́e
en munissant chaque ligne d’un Cadre. Une fois les Cadres assemblés et les problèmes
de ŕegions internes régĺes, la topologie d’un mod̀ele est entìerement d́ecrite par une 2-
G-Carte. La liste des régions de ce mod̀ele s’obtient alors en parcourant les 2-cellules
de la G-Carte :à chaque polygone correspond une région. Une Trimmed-TSurf est
une partition d’une surface triangulée, c’est-̀a-dire un objet 2D plonǵe dans un espace
tridimensionnel, en ŕegions par un ensemble de lignes fermées (cf. figure3.15B). Cha-
cune de ces lignes correspond au bord d’un polygone de la Trimming-Line. Le Cadre
d’une Trimmed-TSurf est une 3-G-Carte dont les polygones ont leurséquivalents dans
la Trimming-Line.

La construction d’un mod̀ele 2D se fait par assemblage des Cadres d’un ensemble
fini de lignes au niveau de leurs points de jonction. De même, la Trimming-Line d’une
Trimmed-TSurf est construitèa partir des bords de la surface triangulée qui lui est
assocíee et les lignes d’intersection avec les surfaces voisines. Les problèmes líesà
la construction d’une Trimming-Line seront donc proches de ceux rencontrés lors de
l’assemblage d’un mod̀ele 2D.
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Figure 3.15: Comparaison d’un mod̀ele 2D avec une Trimmed-TSurf. A : Un modèle 2D est
une partition d’un domaine 2D en régions par un ensemble fini de lignes. Dans la structure
des H-G-Cartes, un modèle 2D est d́ecrit par une 2-G-Carte dont chaque polygone définit
une ŕegion du mod̀ele. B : Une Trimmed-TSurf est une partition d’une surface triangulée en
régions par un ensemble fini de lignes fermées. Chaque ligne est en fait le bord d’un polygone
d’une 2-G-Carte plonǵee dans la surface : la Trimming-Line. Afin de représenter une ŕegion
avec des bords internes commeR4 par un polygone, des brins virtuels sont ajoutés.

La 2-G-Carte qui d́ecrit la topologie d’un mod̀ele 2D ou la Trimming-Line d’une
Trimmed-TSurf peut̂etre compośee de plusieurs composantes connexes. Dans une
telle situation, certaines régions poss̀edent une ou plusieurs frontières internes. Sur
la figure3.15, la régionR4, a un bord interne et ne peutêtre repŕesent́ee directement
par un polygone, aussi bien pour le modèle 2Dà gauche que pour la Trimmed-TSurf
à droite. Des brins virtuels sont donc ajoutés pour relier le bord interne deR4 à son
bord externe. Ces brins ne sont pas plongés ǵeoḿetriquement et ne seront donc pas
pris en consid́eration par les algorithmes géoḿetriques. Nous verrons plus loin dans ce
chapitre, comment d́eterminer si une frontière est interne ou non et dans le caséch́eant,
comment identifier la ŕegion qu’elle borde.

La différence principale entre ces deux objets réside dans le fait qu’une Trimmed-
TSurf est un objet 2D plonǵe dans un espace tridimensionnel contrairement au mo-
dèle 2D qui est d́efini dans un plan. Cette dimension supplémentaire va jouer un rôle
très important dans le processus de construction et d’identification des régions d’une
Trimmed-TSurf. Si les diff́erentes phases de ce processus sont similairesà celles sui-
vies lors de la construction d’un modèle 2D, les algorithmes qui les traitent, sont en
revanche diff́erents. Chaque sous-problème trait́e est un probl̀eme 3D pour la première
et 2D pour le second. Les solutions qui sont utilisées pour construire un modèle 2D
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ne peuvent donc pasêtre transpośees pour la construction d’une Trimmed-TSurf. Une
paraḿetrisation de la surface [LM98] aurait cependant permis l’utilisation des algo-
rithmes de construction de modèles 2D, en transposant le problème dans le domaine
paraḿetrique, c’est-̀a-dire dans un espace bidimensionnel. Mais cette paramétrisation
n’est pas possible sur une surface close, sauf localement.

3.4 Construction d’une Trimmed-TSurf

Un mod̀ele 2D d́ecrit dans la structure des H-G-Cartes est construit par assemblage
des Cadres d’un nombre fini de lignes au niveau de leurs points de jonction. La 2-G-
Carte ainsi obtenue représente la partition du domaine plan en régions par les lignes. Il
en est de m̂eme de la Trimming-Line d’une Trimmed-TSurf appartenantà un mod̀ele
géologique donńe. Elle est assemblée à partir des bords de la surface et des lignes
d’intersection avec les autres surfaces du modèle. C’est une 2-G-Carte qui correspond
aux bords de la surface si elle avaitét́e d́ecouṕee par les autres surfaces du modèle et
qui la subdivise en sous-parties virtuelles. La construction d’une Trimming-Line va
donc suivre les m̂emeétapes que la construction d’un modèle 2D :

• calcul des lignes ;

• préparation des lignes de manière à respecter la condition de non-intersection
(cf. section1.1, page12) et certaines relations topologiques ;

• recherche des configurations non-variét́ees òu plusieurs lignes se rencontrent au
niveau du m̂eme point ǵeoḿetrique ;

• tri géoḿetrique des lignes autour des points de jonction qui ontét́e d́etect́es ;

• assemblage des lignes pour former les 2-cellules de la Trimming-Line ;

• identification et construction des régions.

Dans les sections suivantes, nous allons aborder certaines de cesétapes en d́etail.

3.4.1 Construction des lignes

La Trimming-Line d’une Trimmed-TSurf fait la synthèse de toutes les relations topo-
logiques (intersections et contacts) que cette surface peut partager avec les autres sur-
faces d’un mod̀ele donńe. Consid́erons un exemple avec un modèle ǵeologique tr̀es
simple compośe d’un horizonH et de trois faillesF1, F2 et F3 (cf. figure 3.16A).
L’horizon H se termine sur la failleF1 et est recouṕe de part en part par les deux failles
F2 et F3. La faille F2 se termine sur la failleF1 et les faillesF2 et F3 s’intersectent.
Construisons maintenant la Trimming-Line associéeà l’horizonH.
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Figure 3.16: Construction de la Trimming-Line associéeà un horizon couṕe par plusieurs
failles. A : le mod̀ele surfacique initial. B : La Trimming-Line est construiteà partir d’un
ensemble de lignes d’origine diverse : par projection des bords contraints sur leur surface
cible, comme pour la ligne©1 ; par transcription des bords libres, comme pour les lignes©2 ,
©3 et©4 ; par calcul de l’intersection avec les autres surfaces du modèle, comme pour les lignes
©5 et©6 . Les lignes©5 et©6 sont d́edoubĺees car elles correspondrontà une frontìere entre deux
régions, une fois la Trimming-Line assemblée. Pour garantir la condition de non-intersection,
ces lignes doivent̂etre ensuite d́ecouṕees au niveau des flèches.

Cet horizon poss̀ede quatre bords logiques délimités par quatre nœuds bornes (les
ronds noirs sitúes en chaque coin de la surface). Un bord pourraêtre libre ou contraint.
L’extraction des lignes sera faite différemment selon le statut des bords :

• Un des bords de l’horizon est contrôlé par la failleF1 à l’aide d’une contrainte
de typeBord Contre Surfacepour garantir la coh́erence du mod̀ele. De cette
relation de bord est extraite la ligne©1 . Cette ligne est construite par projection
du bord contraint sur la failleF1 à l’aide de l’algorithme de d́ecoupage contraint
en s’arr̂etantà l’étape du calcul de la ligne d’intersection.

• Les lignes©2 , ©3 et©4 sont construites̀a partir des 3 bords libres de l’horizon.
Elles sont une simple transcription des sommets et des arêtes de ces bords.

Les lignes associées aux bords logiques d’une surface sont simples. Elles correspon-
dront, une fois assemblées,̀a la frontìere d’une seule et unique région de la Trimmed-
TSurf assocíeeà cette surface.

Les lignes©5 et©6 sont construites̀a partir des lignes d’intersection de l’horizon
avec les faillesF2 et F3 respectivement. Ces lignes correspondront chacuneà la
frontière entre deux régions diff́erentes de la Trimmed-TSurf associéeà l’horizonH
et sont donc d́edoubĺees. Elles sont composées de deux demi-lignes orientées soud́ees
par des liensα2 (cf. figure3.16B).

L’opération suivante consistèa calculer les intersections entre les lignes que nous
venons de construire, afin de respecter la condition de non-intersection et de garantir
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Figure 3.17: Construction de la Trimming-Line associéeà un horizon couṕe par plusieurs
failles (suite). A : D́etection des configurations non-variét́ees òu plusieurs lignes se joignent
au niveau du m̂eme point ǵeoḿetrique (points entourés par un cercle). B : Tri des lignes au
niveau d’un point de jonction. Les segmentsà trier sont projet́es dans le plan d́efini par la
normaleà la surface au niveau du point de jonction. Le tri se fait suivant l’angle formé par
rapport à un segment de réference.

la coh́erence du mod̀ele. Un sommet est ajouté pour tout point d’intersection détect́e
(points souligńes par des fl̀eches sur la figure3.16B). Il faut entre autre s’assurer que
la ligne©5 se termine bien sur la ligne©1 . Les contraintes du typeBord contre Sur-
faceet Nœud Borne Contre Bordsont utiliśeesà cet effet, pour indiquer les relations
topologiques associant les lignes.

Actuellement, nous ne prenons en compte que les intersections franches entre sur-
faces. L’algorithme de d́ecoupage contraint et les contraintes géoḿetriques sur les
bords n’ont pas encoréet́e implant́es dans le modeleur basé sur les G-Cartes.

3.4.2 Assemblage des lignes

Une fois les lignes calculées, nous devons les assembler le long des points de jonction
pour construire les 2-cellules de notre Trimming-Line. Dès que plus de deux lignes
se rejoignent au niveau du même point ǵeoḿetrique, nous devons les trier, si nous
voulons obtenir des cellules cohérentes. Ces ligneśetant plonǵees dansIR3, nous ne
pouvons pas trier directement les segments.

Mariez dans sa th̀ese [Mar98] propose la ḿethode suivante pour construire un
mod̀ele 2Dà partir d’un ensemble de lignes plongées dansIR3. Il associe un vecteur
à chaque point de jonction. Ce vecteur définit un plan sur lequel sont projetés les seg-
mentsà classer. Ces derniers peuvent alorsêtre tríes suivant l’angle alǵebrique forḿe
avec un segment de référence (le sens du tri est donné par la direction du vecteur).
Pour que le mod̀ele final soit coh́erent, les lignes doivent toutesêtre tríees suivant le
même sens : les vecteurs normaux doivent doncêtre orient́es d’une manìere consis-
tante. Mariez utilise le plan moyen formé par les segments̀a classer pour calculer
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Figure 3.18: A : description du plongement topologique des cellules d’une Trimming-Line.
B : problème des bords contraints. Les cellules de la Trimming-Line associéesà un bord
contraint ne sont pas toujours plongées dans leur surface d’origine.

ses vecteurs. Cette méthode ne garantit pas une orientation cohérente des vecteurs,
l’utilisateur doit alors lever les incertitudes sur leur orientation. Dans notre problème,
les lignes s’appuient sur une surface. Nous pouvons donc utiliser la normaleà cette
surface comme vecteur, ce qui nous permet de résoudre les problèmes d’orientation
des vecteurs rencontrés par Mariez (cf. figure3.17B).

3.4.3 Description du plongement

Afin d’identifier et de construire les régions d’une Trimmed-TSurf, nous devons con-
nâıtre le plongement topologique de toutes les cellules de sa Trimming-Line.

Consid́erons un mod̀ele ǵeologiqueM et une Trimmed-TSurfT assocíee à une
surface trianguĺeeS deM et subdiviśee par une Trimming-LineL. Par construction,
tout sommet et toute arête deL sont plonǵes ǵeoḿetriquement dans la surfaceS, s’ils
sont issus d’une intersection ou d’un bord libre deS ou bien dans une autre surface de
M s’il sont issus de la projection d’un bord contraint deS sur cette surface.

Le plongement topologique d’un sommet ou d’une arête deL dans une cellule deS
est entìerement d́etermińe si nous connaissons un brin et la dimension de cette cellule.
Par exemple, sur la figure3.18A, le sommetS2 est plonǵe dans l’ar̂ete commune aux
deux triangles. Les brins de cette arête sont traverśes en parcourant l’orbite<6α1 > (b),
où b est un de ses brins et 1, sa dimension. De même, l’ar̂eteA1 est plonǵee dans le
triangle de gauche qui peutêtre d́ecrit par l’orbite<6α2 > (b), où b est un de ses brins
et 2, sa dimension. Cette information topologique est stockée comme toute autre pro-
priét́e attach́eeà une G-Carte. Elle est redondante car le plongement d’une arête peut
être d́eduit du plongement de ses deux extrémit́es. Pour des raisons d’optimisation, le
plongement des arêtes sera tout de m̂eme stocḱe en ḿemoire. Inversement, toujours
pour des raisons d’optimisation, chaque cellule de la surface triangulée connâıt la liste
des sommets et des arêtes de la Trimming-LineL qui y sont plonǵes.
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La description du plongement topologique des sommets et des arêtes deL as-
socíeesà un bord contraint deS est plus d́elicat. Ces cellules résultent de la projection
du bord contraint sur sa surface cibleS ′. Elles sont toutes plongées ǵeoḿetriquement
et topologiquement dans la surfaceS ′, mais pas forćement dans leur surface d’origine
S (cf. figure3.18B). Dans notre exemple, les arêtesa1 eta2 ainsi que les sommetss1,
s2 et s3 sont issus de la projection de l’arêteA sur la surface cibleS ′, qui n’est pas
repŕesent́ee sur la figure. Ces cellules sont toutes plongées dans la surfaceS ′ mais pas
dans la surfaceS, sauf les sommetss1 et s3. De m̂eme, le plongement de l’arêtea3,
prolongement de l’arêtea4 jusqu’̀a la surfaceS ′, n’est pas non plus défini par rapport̀a
la surfaceS. Pour identifier les ŕegions de la Trimmed-TSurfT , nous devons exprimer
le plongement topologique des cellules de la Trimming-Line relativementà la surface
S. La solution la plus simple consisteà consid́erer que les cellulesa1, a2 et s1 sont
plonǵees dans leur arête d’origine, c’est-̀a-dire l’ar̂eteA. Pour des raisons de consis-
tance, l’ar̂etea3 et le sommets5 doivent alorsêtre plonǵes topologiquement dans le
triangleT . Le plongement des cellules qui ne posent pas de problèmes particuliers
comme l’ar̂etea4 et le sommets4 (respectivement dans les trianglesT et T ′), n’a pas
besoin d’̂etre modifíe.

3.4.4 Identification des ŕegions

Une fois la Trimming-Line d’une Trimmed-TSurf construite, nous devons ensuite
identifier les diff́erentes ŕegions de cette Trimmed-TSurf.

Orientation des trimming-curves

Une ŕegion de Trimmed-TSurf est délimitée par une frontière externe d́efinie par le
bord d’une 2-cellule orientée positivement et par une ou plusieurs frontières internes
définies par le bord de 2-cellules orientées ńegativement. Une Trimming-Line peut
être compośee de plusieurs parties disjointes. Nous devons orienter correctement les
polygones des diff́erentes composantes connexes de la Trimming-Line pour définir
des ŕegions coh́erentes. Suivant les caractéristiques topologiques de la surface dans
laquelle est plonǵee la Trimming-Line, nous devons avoir :

• pour une surface ouverte simplement connexe :la composante connexe en
relation avec le bord de la surface doit avoir tous ses polygones orientés posi-
tivement. Les autres composantes connexes doivent avoir un polygone orienté
négativement et les polygones restants orientés positivement. La Trimming-Line
repŕesent́ee sur la figure3.19A est compośee de trois composantes connexes. La
composante{c0, c1}, assocíee au bord de la surface est formée de deux poly-
gonesc0 et c1 qui doivent être orient́es positivement. Les deux autres com-
posantes connexes{c2, c3, c4, c5} et{c6, c7} doivent avoir un de leurs polygones
orient́e ńegativement (c5 et c7) et les polygones restants orientés positivement
(c2, c3, c4 et c6). Cette orientation des polygones permet de délimiter la ŕegion
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Figure 3.19: Orientation des cellules d’une Trimming-Line. A : cas d’une surface ouverte.
La composante connexe associée au bord doit avoir toutes ses cellules orientées positivement
{c+

0 , c+
1 } et les composantes connexes restantes, avoir une cellule orientée ńegativement et

les autres positivement{c+
2 , c+

3 , c+
4 , c−5 } et {c+

6 , c−7 }. B : cas d’une surface troúee. La com-
posante connexe associée au bord de ŕef́erence, ici le bord externe, doit avoir tous ses poly-
gones orient́es positivement{c+

0 , c+
1 } et les autres composantes connexes, avoir une cellule

orient́ee ńegativement et les autres positivement{c+
2 , c+

3 , c+
4 , c−5 } et{c−6 }.

R1 avec le bord dec1 comme frontìere externe et le bord dec5 et dec7 comme
frontières internes.

• pour une surface trouée : chaque trou peut̂etre vu comme une région parti-
culière de la Trimmed-TSurf. Un bord de la surface est choisi comme bord de
référence. La composante connexe associéeà ce bord doit avoir toutes ses cel-
lules orient́ees positivement. Le bord extérieur de la surface de la figure3.19B a
ét́e d́esigńe comme bord de référence. La composante connexe de la Trimming-
Line qui lui est associée{c0, c1} doit avoir ses deux polygonesc0 et c1 orien-
tés positivement. Les deux autres composantes connexes{c2, c3, c4, c5} et {c6}
doivent avoir un de leurs polygones orienté ńegativement (c5 et c6) et les poly-
gones restants orientés positivement (c2, c3, c4). Cette orientation particulière
permet de d́elimiter la ŕegionR1 avec le bord dec1 comme frontìere externe et
le bord dec5 et dec6 comme frontìeres internes.

• pour une surface fermée : une composante connexe est désigńee comme ŕefé-
rence. Toutes ses 2-cellules sont arbitrairement orientées positivement. C’est le
cas de la composante connexe{c1, c2, c3, c4} de la figure3.20A. Les autres com-
posantes connexes, ici{c5, c6} doivent avoir un de leurs polygones (c6) orient́e
négativement et les polygones restant orientés positivement (c5). Cette orienta-
tion permet de d́elimiter la ŕegion avec le bord dec1 comme frontìere externe et
avec le bord dec6 comme frontìere interne.

En ŕesuḿe, l’orientation des polygones d’une Trimming-Line doitêtre la suivante :
une composante connexe doit avoir toutes ses 2-cellules orientées positivement et les
composantes connexes restantes avoir un seul polygone orienté ńegativement.
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Figure 3.20: Orientation des cellules d’une Trimming-Line. A : cas d’une surface fermée,
ici une sph̀ere. Toutes les composantes connexes de la Trimming-Line doivent avoir une de
leurs cellules orient́ee ńegativement et les autres orientées positivement{c+

5 , c−6 }, sauf une qui
doit avoir toutes ses cellules orientées positivement{c+

1 , c+
2 , c+

3 , c+
4 }. B : détermination de

l’orientation d’une ligne ferḿee.

Pour orienter correctement les cellules d’une composante connexe d’une Trim-
ming-Line, nous devons déterminer leur orientation relativèa la surface et l’inverser
si nécessaire. Nous avons choisi d’utiliser l’heuristique suivante : soit une ligne poly-
gonale ferḿeeL définie par la suite de sommets{S0, · · · ,Si, · · · ,Sn} et plonǵee dans
une surface trianguléeS (cf. figure3.20). En chacun de ses sommetsSi, nous pouvons
estimer la normalèa la surfaceNi que nous normalisons, ainsi que les deux vecteurs
ui = S(i+1)%n − Si et vi = S(i−1)%n − Si. Pour chaque sommet, nous calculons le
volumeélémentaire d́efini par le produit mixteui ∧ vi · Ni. La courbe est orientée
positivement si la somme de ces volumesélémentaires est positive et elle est orientée
négativement si cette somme est négative.

Construction des ŕegions et identification des frontìeres internes

Les ŕegions d’une Trimmed-TSurf sont délimitées par le bord d’une cellule orientée
positivement et par le bord d’une ou plusieurs cellules orientées ńegativement. Une
région est donc créée pour toute cellule orientée positivement. Il reste alorsà identifier
les frontìeres internes des régions nouvellement créées, si celles-ci existent.

Dans le cas des modèles 2D, la ḿethode de lanće de rayons est utilisée comme
pour le tri des frontìeres internes des régions d’un mod̀ele 3D (cf. section1.4.3, page
34 ). Un changement de repère est effectúe pour mettre le domaine plan sur lequel
s’appuie le mod̀ele 2Dà la verticale. Chaque frontière interne est ensuite classée par
altitude croissante de son point géoḿetrique le plus bas. Un rayon vertical dirigé vers
le bas est ensuite tiré de chacun de ces points. La région qui contient cette frontière est
détermińee en fonction de la première frontìere intersect́ee par le rayon.
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Figure 3.21: Identification des frontìeres internes des régions d’une Trimmed-TSurf. A : Elle
se fait en comparant l’int́erieur des courbes orientées positivement(c0, c2, c3, c4) et l’ext́erieur
des courbes orientées ńegativement(c1). B : Une ŕegion ayant pour frontìere externe la courbe
cA a comme frontìere interne la courbecB si et seulement si l’intérieur decA est le plus petit
domaine contenant l’extérieur decB.

Cette ḿethode n’est pas applicable aux Trimmed-TSurfs. En effet, les courbes
fermées extraites de la Trimming-Line ne sont pas plongées dans un plan, mais dans
une surface de ǵeoḿetrie quelconque. Cette surface n’est pas toujours homéomorphe
à un domaine plan, ce qui n’autorise pas de travailler dans le domaine paramétrique et
ainsi passer d’un problème 3Dà un probl̀eme 2D. Nous utiliserons donc une méthode
combinatoire baśee sur la comparaison de l’intérieur et de l’ext́erieur des courbes pour
déterminer les relations d’inclusion entre régions et identifier les frontières internes de
chaque ŕegion.

Pour chaque courbe orientée positivement, nous recherchons son intérieur topolo-
gique et pour chaque cellule orientée ńegativement, son extérieur topologique (voir la
figure 3.21A). Une courbecB orient́ee ńegativement est une frontière interne d’une
région ayant pour frontière externe une courbecA, si et seulement si (voir la figure
3.21B) :

• son ext́erieurB est inclus dans l’int́erieurA de la courbecA ;

• A est le plus petit domaine qui contientB.

Cette ḿethode est mise eńechec dans les configurations suivantes :

• Quand deux lignes parcourent la même liste de cellules, leur intérieur et leur
ext́erieur sont identiques (cf. figure3.22A). Pour lever cette ind́etermination, il
suffit de consid́erer une ar̂ete orient́ee d’un triangle traversée par les deux lignes.
Les relations d’inclusion entre les domaines circonscrits par les deux lignes sont
donńees par leur position relative le long de cette arête.
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Figure 3.22: Causes d’́echec de la ḿethode. A : domaines identiques (cellules en gris foncé).
B : domaines vides.

• L’int érieur ou l’ext́erieur d’une courbe peutêtre vide quand :

– la courbe est d́eǵeńeŕee avec plusieurs segments confondus, comme la
courbec1 de la figure3.22B ;

– la courbe n’englobe aucune cellule de la surface, comme par exemple la
courbec2 de la figure3.22B ;

– la courbe est plonǵee dans un seul et unique triangle comme la courbec3

de la figure3.22B.

Plusieurs stratégies sont possibles suivant les cas rencontrés. Nous pouvons
utiliser par exemple, l’ensemble des cellules traversées par la lignèa la place
de son int́erieur/ext́erieur pour les tests d’inclusion. Si deux lignes traversent
la même ar̂ete de la surface, nous pouvons déterminer les relations d’inclusion
entre leurs domaines respectifs, en fonction de leur position relative le long de
cette ar̂ete. Enfin, quand plusieurs lignes sont plongées dans le m̂eme triangle,
nous ne pouvons plus utiliser les informations de plongement. En réalisant la
triangulation contrainte de Delaunay de ce triangle (cf. figure3.13B), nous pou-
vons d́eterminer les relations d’inclusion entre ces lignes en nous appuyant sur
le maillage ainsi construit.

Ces probl̀emes peuvent̂etre rencontŕes si la densit́e des lignes est́elev́ee par rapport̀a
la taille des triangles de la surface.

Remarque

Une fois la frontìere externe et les frontières internes identifíees pour chacune des
régions, nous pouvons relier ces dernières aux premières par une arête compośee de
4 brins virtuels, comme nous l’avons déjà sugǵeŕe dans la section3.3.2, page92 et
sur la figure3.15B. La Trimming-Line ŕesultante est composée d’une seule et unique
composante connexe et ses polygones sont tous orientés positivement. Nous pouvons
alors d́efinir chaque ŕegion par un polygone de la Trimming-Line.
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Figure 3.23: Tri de régions de Trimmed-TSurf au niveau d’une frontière commune.

3.5 Applications

Les Trimmed-TSurfs ont́et́e conçues̀a l’origine pour d́efinir et construire des modèles
3D plus facileà modifier. D’autres applications peuventêtre cependant envisagées
dans le domaine de la modélisation.

3.5.1 Construction de mod̀eles 3D

Le Cadre d’une Trimmed-TSurf présente de fortes similitudes avec le Cadre d’une
surface compośee de plusieurs parties :

• Le Cadre d’une surface polygonale connexe est une 3-G-carte composée de
deux polygones soudés par des involutionsα3. Son plongement ǵeoḿetrique
est d́elégúe à la Toile de la surface. Un modèle 3D d́ecrit dans la structure des
H-G-Cartes se construit en assemblant les Cadres d’un nombre fini de surfaces
qui se partagent ǵeoḿetriquement un ou plusieurs bords. Un tel modèle est d́efini
une 3-G-Carte et ses régions par une 3-cellule de cette G-Carte.

• Le Cadre d’une Trimmed-TSurf est composé d’une ou plusieurs sous-unités
équivalentes chacunèa un Cadre de surface et reliées entre elles par des invo-
lutionsα2. Le plongement ǵeoḿetrique de chaque sous-unité est d́elégúe à une
région de la Trimmed-TSurf. Chaque région peut̂etre consid́eŕee comme une
sous-partie virtuelle d’une surface possédant son propre Cadre etêtre manipuĺee
comme telle. Nous pouvons donc envisager sans aucun problème de construire
un mod̀ele 3D en assemblant des Cadres de Trimmed-TSurfs.

En raison des similitudes que nous venons d’évoquer, la construction d’un modèle
volumique suivra le m̂eme processus quel que soit le type de surfaces employé au
départ :
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• La premìere étape consistèa identifier les configurations non variét́ees. Une
région de Trimmed-TSurf est composée d’un ensemble de triangles et de por-
tions de triangles d́elimité par une ou plusieurs lignes closes. Chacune de ces
lignes est composée d’ar̂etes et de sommets qui peuventêtre partaǵes ǵeoḿetri-
quement avec d’autres bords de région. Si tel est le cas, nous nous retrouvons
dans une configuration non-variét́ee òu plusieurs ŕegions se rencontrent le long
d’une ligne commune.

• Quand trois ŕegions ou plus se joignent le long de la même portion de ligne,
nous devons les trier avant d’assembler leur Cadre. Une erreur dans l’ordre
d’assemblage des Cadres aboutit presque toujoursà la construction d’un mod̀ele
non-coh́erent. Nous avions défini pour le tri de surfaces triangulées adjacentes
par un bord, un crit̀ere baśe sur la ŕepartition statistique des triangles incidents
à une ar̂ete de ce bord. Ce critère n’est pas applicable pour le tri de régions de
Trimmed-TSurfs adjacentes par un bord. En effet, ce bord est composé de seg-
ments qui traversent de part et d’autre les triangles des surfaces. Ces segments
ne sont que rarement plongés dans une arête : il ne sera donc pas toujours pos-
sible de trouver des triangles incidentsà une ar̂ete de la ligne de jonction pour
trier les ŕegions. En revanche, nous pouvons estimer en chaque sommet d’une
Trimming-Line, la normalèa la surface dans laquelle elle est plongée. Nous
allons donc utiliser ces vecteurs normaux pour trier les régions. Si nous par-
courons une ligne de jonction entre plusieurs régions d’une extŕemit́e à l’autre
suivant un sens donné, les frontìeres de ŕegionsétant des lignes orientées, cer-
taines frontìeres seront traversées selon leur sens positif, d’autres selon leur sens
négatif (cf. figure3.23à droite). Nous prendrons la normaleà la surface dans
le premier cas et son opposée dans le second : deux régions adjacentes et ap-
partenant̀a la m̂eme surface, seront ainsi associéesà des vecteurs de direction
oppośee. C’est la ŕepartition statistique de ces vecteurs normaux que nous utili-
serons comme critère de tri.

• Une fois les Cadres des Trimmed-TSurfs correctement assemblés, il suffit de
parcourir la 3-G-Carte du modèle pour identifier ses régions et leurs frontières.
Le bord de chacune de ses 3-cellules correspondà la frontìere d’une ŕegion. Une
région donńee pourrâetre d́elimitée par plusieurs frontières, une frontière ex-
terne et une ou plusieurs frontières internes. Nous devons déterminer pour toute
frontière identifíee si elle est externe ou interne et pour chaque région constru-
ite ses frontìeres internes. Nous utiliserons pour cela les algorithmes employés
pour la construction des régions d’un mod̀ele compośe de surfaces triangulées
(cf. section1.4.3).

Les figures3.24A, 3.24B, 3.24C et3.24D montrent un exemple de construction d’un
mod̀ele volumiquèa partir d’un ensemble de Trimmed-TSurfs.
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A B

C D

Figure 3.24: Construction d’un mod̀eleà partir de Trimmed-TSurfs. A : Modèle surfacique
initial compośe de quatre horizons, d’une faille et d’une bulle de sel. B : Le même mod̀ele
surfacique, mais d́ecrit avec des Trimmed-TSurfs. Les lignes qui sont apparues sont dues aux
intersections entre les surfaces. La frontière du domaine n’est pas montrée. C : D́etail sur une
Trimmed-TSurf de la boı̂te englobante. Elle est subdivisée en 10 ŕegions, 5 ŕegions de part et
d’autre de la faille alors que la triangulation de la surface reste inchangée. D : Vue explośee
du mod̀ele volumique final.

les relations topologiques qui associent les surfaces d’un modèle entre elles, comme
par exemple des relations de contactbord contre surfaceou des intersections franches,
sont d́ecrites par leur Trimming-Line. Ces Trimming-Lines subdivisent les surfaces
en sous-parties virtuelles qui sont utilisées pour d́efinir les frontìeres des ŕegions du
mod̀ele. Apr̀es chaque modification effectuée sur le mod̀ele, nous devons mettrèa
jour les relations topologiques entre les surfaces (un passage obligé de toute façon, car
nous devons recalculer les lignes d’intersections entre les surfaces du modèle avant
de le reconstruire) et donc reconstruire les Trimming-Lines. Nous ne sommes plus en



106 CHAPITRE 3. TRIMMED TRIANGULATED SURFACES

Figure 3.25: Construction d’une coupe géologique s’appuyant sur une surface de forme
quelconque.

revanche obliǵes de passer par lesétapes de retrait de cicatrices et de découpage des
surfaces comme dans [Eul99].

3.5.2 Construction de mod̀eles 2D plonǵes sur une surface gauche

Une Trimmed-TSurf est une surface triangulée subdiviśee en plusieurs sous-domaines
surfaciques par un ensemble de lignes closes définies comme les bords des polygones
de sa Trimming-Line. La Trimming-Line d’une Trimmed-TSurf fait la synthèse des
relations topologiques partagées par la surface avec les autres surfaces d’un modèle et
en particulier les intersections. Les Trimmed-TSurfs sont donc toutà fait indiqúees
pour ŕealiser des coupes sur un modèle volumique. Ces sections ne seront pas limitées
à des surfaces planes verticales, mais pourrontêtre effectúees suivant une surface de
géoḿetrie et de topologie quelconques pour définir :

• des coupes ǵeologiques en calculant l’intersection d’un modèle ǵeologique 3D
par des surfaces sub-verticales (cf. figure3.25) ;

• des cartes ǵeologiques en réalisant l’intersection d’un modèle ǵeologique avec
la surface topographique ;

• des cartes d’Allan en faisant la synthèse de toutes les traces des horizons qui se
terminent sur une faille donnée pour en analyser le rejet.

3.5.3 Manipulation interactive d’un modèle 3D

Les Trimmed-TSurfs pourront̂etre aussi utiliśeesà terme pour modifier interactive-
ment un mod̀ele 3D, par l’interḿediaire de coupes géologiques. La Trimming-Line
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Figure 3.26: Modification interactive d’un mod̀ele ǵeologique 3D par l’interḿediaire d’une
coupe.

d’une Trimmed-TSurf fait la synth̀ese des intersections et des contacts que partage
cette surface avec les autres surfaces de ce modèle. Elle d́ecrit ainsi leur trace sur la
surface.

Un outil interactif de manipulation de Trimming-Lines pourraitêtre alors un moyen
efficace pour modifier d’une manière coh́erente un mod̀ele ǵeologique 3D. Chaque
modification de la ǵeoḿetrie de la Trimming-Line peut̂etre traduite sous la forme de
contraintes ǵeoḿetriques interpŕetables par l’interpolateur DSI, pour reporter ces cor-
rections sur les surfaces du modèle concerńees par cette modification (cf. figure3.26).

Notons toutefois qu’un mod̀ele qui parait coh́erent sur une ou plusieurs coupes ne
l’est pas forćement si il est consid́eŕe dans sa globalité : le d́eplacement d’un hori-
zon peut engendrer de nouvelles intersections qui ne sont pas toujours visibles sur
les coupes. Des contraintes géoḿetriques supplémentaires, comme l’imposition d’une
épaisseur de couche minimum par exemple, devrontêtre utiliśees pour pŕevenir ces
intersections. Caumon dans ses travaux de thèse propose un outil similaire mais basé
sur une approche différente [CMSB01, Cau02].

3.6 Conclusion

Nous venons de d́ecrire dans ce chapitre une méthode purement combinatoire pour
identifier l’intérieur ou l’ext́erieur d’une ligne polygonale simple et fermée traćee sur
une surface polygonale. Seules les relations topologiques entre la ligne et la surface
sont utiliśeesà cet effet. Cette ḿethode nous a permis de définir un nouveau type de
surface, les Trimmed-TSurfs. Une Trimmed-TSurf est une surface triangulée subdi-
visée en plusieurs régions ou sous-parties virtuelles par un ensemble de lignes poly-
gonales ferḿees regrouṕees dans une structure appelée Trimming-Line. La Trimming-
Line d’une Trimmed-TSurf fait la synth̀ese des relations topologiques reliant cette sur-
face avec les autres surfaces d’un modèle donńe, comme des relations d’intersection
ou de contact.
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Les applications des Trimmed-TSurfs sont multiples :

• À partir d’un ensemble de Trimmed-TSurfs, nous pouvons construire un modèle
géologique volumique dont les régions sont d́elimitées et d́ecrites par une liste
de sous-parties virtuelles de Trimmed-TSurfs. Un tel modèle sera plus facile
à maintenir : seules les informations topologiques d’intersection ou de con-
tact sontà red́efinir apr̀es chaque modification du modèle. Les oṕerations de
découpage ou de retrait de cicatrices ne sont plus nécessaires.

• Elles peuvent̂etre utiliśees pour ŕealiser des coupes dans un modèle volumique
donńe. Ces coupes ne sont pas limitéesà un domaine plan, elles peuvent s’ap-
puyer sur une surface de géoḿetrie et de topologie quelconques.

• Ces coupes peuvent ensuite servir d’interface pour un outil de manipulation in-
teractive de mod̀eles volumiques.

L’utilisation des Trimmed-TSurfs a cependant un coût par rapport̀a celle de sur-
faces d́ecouṕees en plusieurs sous-surfaces :

• La Trimming-Line doitêtre stocḱee en ḿemoire ainsi que les relations topologi-
ques la reliant̀a la surface.

• L’int érieur d’une ŕegion donńee doit être retrouv́e à chaque reqûete sur cette
région. L’intérieur topologique de la région doitêtre identifíe et les portions
de triangles traversées par ses frontières construites et parfois retriangulées.
Pour des reqûetes intensives sur les régions d’une Trimmed-TSurf, nous pou-
vons toutefois d́eterminer une fois pour toute la triangulation d’une région et
la stocker dans une structure appropriée. Par exemple, l’algorithme de tracé de
rayons, emploýe pour construire une sismique synthétique, utilise une structure
de type arbre octal pour rechercher les triangles intersectés par un rai sismique.
Une fois l’arbre octal mis en place, les différences de temps d’accès entre les
Trimmed-TSurfs et les surfaces “classiques” disparaissent.
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Annexe : parcours de l’intérieur d’une ligne polygonale
parcours descellules internes( cellule: Cellule, celldim: Entier )

// Initialisation des deux ensembles de brins
P : Pile
Ensemble<Brin> I = rechercherles brins internes( cellule ) ;
pour tous les Brins bde I

empiler( P, b ) ;
fin pour

Ensemble<Brin> E = rechercherles brins externes( cellule ) ;
pour tous les Brins bde E

marquer( b ) ;
fin pour

// Propagation ŕecursive de cellule en cellule dans les limites des brins externes.
tant que P n’est pas vide

Brin brin de cellule = d́epiler( P ) ;
si non marqúe( brin de cellule )

marquer( brinde cellule ) ;
Booléen : cellulevalide = vrai ;

// traverśee de l’orbite<6αcell dim >( brin de cellule ), c’est-̀a-dire l’ensemble
// des brins de la cellule de dimension celldim contenant brinde cellule
pour tous les Brins bde brins de cellule( brinde cellule, celldim )

si marqúe( b )
// La cellule courante est intersectée par une cellule de la ligne :
// la cellule courante n’est pas interne.
cellule valide = faux ;

sinon
marquer( b ) ;

fin si
fin pour

si cellule valide
// La cellule courante est interne. Une action est exécut́ee sur cette cellule.
ACTION( brin de cellule ) ;

fin si
fin si

fin tant que
fin parcoursdescellulesinternes
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Figure 4.1: Déformation d’un mod̀ele ǵeologique selon un nombre fini de vecteurs de per-
turbation.

4.1 Introduction : Probl ème

Dans le chapitre préćedent, nous avons défini une structure qui facilite la construction
et la modification de la ǵeoḿetrie et de la topologie d’un modèle ǵeologique. Dans
ce chapitre, nous allons présenter une ḿethode de d́eformation ŕepondant aux besoins
sṕecifiques de CGG pour la misèa jour à topologie constante de leurs modèles de
vitesse. Cette ḿethode pourrâetre facilement́etenduèa d’autres classes similaires de
probl̀emes.

Consid́erons un mod̀ele ǵeologique d́ecrit par un ensemble de surfaces triangulées.
En certains points régulìerement ŕepartis sur les surfaces sont connus des vecteurs de
perturbation (cf. figure4.1). Chaque vecteur indique la position que devra prendre son
point d’origine apr̀es d́eformation. Nous aimerions modifier ce modèle de manìereà ce
que tous les vecteurs soient respectés au mieux. Cette déformation devrâetre continue
pour pŕeserver les contacts entre les surfaces. Elle devraêtre aussi injective pouréviter
toute nouvelle intersection des surfaces.

Les techniques de déformation de formes libres introduites par Sederberg et Parry
en 1986 [SP86] ainsi que leurs formes dérivées comme la d́eformation de formes
libres par manipulation directe [HHK92], les SCODEF [BR94] ou encoreDOGME

[BB91] sont des techniques couramment utilisées dans le domaine de l’infographie
pour d́eformerà topologie constante un objet. Certaines de ces techniques sont aussi
utilisées pour la reconstruction d’objets tridimensionnelsà partir d’un nuage de points :
une forme initiale est créée puis d́eformée afin de minimiser l’́ecart avec les données.
Un exemple de reconstruction d’objet géoḿetrique appliqúe à l’imagerie ḿedicale est
donńe dans [BCA95]. Notre probl̀eme est similaire : connaissant la position finale
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d’un nombre fini de points, nous voulons déformer contin̂ument un mod̀ele ǵeologique
initial, et ce,à topologie constante afin de préserver la coh́erence du mod̀ele.

Ce chapitre est consacré à une pŕesentation non exhaustive des techniques de dé-
formations spatiales età leur utilisation possible pour construire des outils de mani-
pulation interactive ou automatique de modèles ǵeologiques. Il se subdivise en quatre
grandes sous-parties.

• La premìere partie introduit le concept de déformation spatiale qui a donné nais-
sancèa toute une famille de techniques de manipulation d’objets géoḿetriques.

• La deuxìeme partie est consacrée aux techniques de déformation de formes
libres. Ces techniques nous ont permis de développer un premier outil de défor-
mation interactive de modèles ǵeologiques.

• La troisìeme partie d́ecrit les diff́erentes techniques de déformation spatiale par
manipulation directe. Elles autorisent la construction d’outils de manipulation
beaucoup plus intuitifs et la mise en place de méthodes de reconstruction au-
tomatique d’objets.

• Enfin la quatrìeme partie se concentre sur une de ces techniques, la déformation
de formes libres par manipulation directe qui nous semble la plus adaptée pour
résoudre notre problème.

4.2 Déformation spatiale

Les techniques de déformation spatiale sont une classe de méthodes utiliśees pour
manipuler des objets géoḿetriques, des “formes libres” par distorsion de l’espace
environnant. Borrel et Bechmann dans [BB91] définissent ainsi le principe de la
déformation spatiale : l’espace originelIRn et l’espace d́eformé IRn sont deux pro-
jections diff́erentes d’un espaceIRm avecm > n. La d́eformationd de l’espace est la
compośee d’une fonction d’extrusionF définie deIRn versIRm et d’une projectionT
définie deIRm versIRn. La d́eformationd associèa tout pointX = [x1, x2, · · · , xn]T

deIRn son d́eplacement∆X = [∆x1, ∆x2, · · · , ∆xn]T :

∆X = d(X) = [d(x1), d(x2), . . . , d(xn)]T (4.1)

Si M est la matrice associéeà la projectionT , alors nous avons :

d(X) = M · F (X) (4.2)

La figure4.2 illustre ce concept avec la déformation d’une surfaceS2 dansIR2. La
forme finale de la surfaceS2 (en hautà gauche) peut̂etre vue comme une projection
particulìere dansIR2 de la surfaceS3 définie dansIR3. S3 est construite par extrusion
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Figure 4.2: Principe des ḿethodes de d́eformation spatiale : exemple de déformation d’une
surface dansIR2. Une surface tridimensionnelleS3 est cŕeéeà partir de la surface initiale
S2 en utilisant la fonction d’extrusionF . Deux surfaces d́eforḿeesS′

2 et S′′
2 sont ensuite

construites en projetant différemmentS3 dansIR2.

dansIR3 de la surface initiale (en bas) en utilisant la fonctionF . D’autres d́eformées
deS2 sont obtenues en projetant différemment la surfaceS3 dansIR2 (en haut̀a droite)
ou en choisissant une autre fonction d’extrusion. Le concept de déformation spatiale
a ét́e d́efini dans un espace de dimensionn quelconque. Nous nous placerons dans le
cas òu n = 3 : nous voulons d́eformer un mod̀ele ǵeologique tridimensionnel. Les
outils que nous avons implément́es peuvent̂etre facilement transposés pour manipuler
des coupes ǵeologiques (n=2).

Bechmann et Dubreuil [Bec92] ont ét́e les premiers̀a exploiterIR4 pour ŕealiser
des animations, c’està dire d́eformer un objet̀a la fois dans l’espace et dans le temps.
Une des propríet́es caract́eristiques des d́eformations spatiales est que la manipulation
des objets se fait̀a topologie constante : une balle (équivalentèa une sph̀ere) ne pourra
jamais se transformer en beignet (équivalentà un tore). Toutefois travailler dansIR4

autorise des oṕerations topologiques comme créer des trous ou encore diviser un objet
en plusieurs sous-parties [AB97]. Il est ainsi possible de modifier la topologie d’un
objet tridimensionnel par extrusion et déformation dansIR4. Si la d́eformation se fait
à topologie constante dansIR4, ce n’est pas le cas de ses projections successivesà
temps constant dansIR3. La figure4.3montre un exemple de modification topologique
d’un objet bidimensionnel. Plus récemment, un modeleur 4D,STIGMA pour Space-
Time Interpolation for the Geometric Modeling of Animations, baśe sur les Cartes-
Géńeraliśees [Lie94] pour la d́efinition du noyau topologique et surDOGME [BB91]
pour la d́eformation et la manipulation des objets dansIR4, a ét́e élaboŕe par [BBB98,
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Figure 4.3: Modification de la topologie d’un disque.̀A gauche : un cylindre est d’abord
créé par extrusion du disque dansIR3 suivant l’axe des temps. La protubérance est ensuite
construite par d́eformation du cylindre.̀A droite : en coupant l’objet ainsi obtenu aux instants
t = (t0, t1, t2, t3), il est possible de modifier progressivement la topologie du disque.

Bra00]. Un tel modeleur permet de construire des modèles ǵeologiqueśevoluant au
cours du temps.

4.3 Déformation de Formes Libres

4.3.1 Principe

Le principe des techniques de déformation de formes libres réferenćees dans la litt́era-
ture de langue anglaise sous le nom deFree Form Deformation(FFD) [SP86] est re-
lativement simple. Il consistèa d́eformer un objet de forme quelconque par l’inter-
médiaire d’un maillage de contrôle. Ce maillage est géńeralement une grille tridimen-
sionnelle dont les cellules sont des hexaèdres. Sabine Coquillart áetendu les outils de
déformation de formes libres en utilisant des maillages de forme arbitraire (comme des
sph̀eres ou des cylindres) avec les méthodesExtended Free Form Deformation(EFFD)
[Coq90]. Ces maillages sont obtenus en déformant une grille ŕegulìere et en fusionnant
certains nœuds de contrôle. Ce n’est pas une opération topologique mais une simple
opération ǵeoḿetrique, les nœuds fusionnés partageant en fait la même localisation
géoḿetrique. Par exemple, une forme cylindrique s’obtient en soudant deux faces op-
pośees d’une grille parallélépiṕedique et en confondant tous les nœuds de l’axe du
cylindre.
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Figure 4.4: Principe des ḿethodes de d́eformation de formes libres.̀A gauche, un mod̀ele
géologique áet́e plonǵe dans l’espace paraḿetriqueD = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]. À droite, toute
modification du maillage de contrôle est ŕepercut́ee sur le mod̀ele qui se d́eforme.

Sederberg et Parry [SP86] résument le principe des FFD par la métaphore suivante :
un objet flexible est d́epośe dans un moule dans lequel est versée de la geĺee. Une fois
la geĺee prise, le bloc est démouĺe. Toute d́eformation appliqúeeà ce bloc de gelée est
transmisèa l’objet qui se d́eforme passivement.

Dans les techniques de déformation de formes libres, le déplacement des points
d’un objet donńe est d́etermińe par la conformation spatiale d’un volume paramétrique
V (le bloc de geĺee de Sederberg et Parry) dans lequel il est plongé : toute d́eformation
de ce volume par l’interḿediaire d’un maillage de contrôle entrâıne une d́eformation
conjointe de l’objet. Le volumeV est d́efini par une application bijective et continue
H qui associèa tout pointU = (u, v, w)T du domaine paraḿetrique tridimensionnel
D = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], un pointX = (x, y, z)T deIR3 :

X =

 x
y
z

 ∈ V ⇔ ∃U =

 u
v
w

 ∈ D : H(U) = X

H est ǵeńeralement d́efinie comme le produit tensoriel de trois fonctions dépendant
respectivement des trois coordonnées paraḿetriquesu, v etw :

X = H(u, v, w) =
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).Pi,j,k (4.3)

où les pointsPi,j,k correspondent̀a la position des nœuds du maillage de contrôle.
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Comme la fonctionH est bijective par d́efinition, nous pouvons associer avant défor-
mation du maillagèa tout pointX = (x, y, z)T d’un objet plonǵe dansV un point
uniqueU = (u, v, w)T donńe par l’inverse deH :

X =

 x
y
z

 H−1

−−−−−−−−−> U =

 u
v
w

 = H−1(X)

Après d́eformation du maillage, la position finaleX′ = (x′, y′, z′)T d’un point deV
(ou d’un objet plonǵe dansV ) s’exprime en fonction de la nouvelle position des nœuds
de contr̂oleP′

i,j,k et de ses coordonnées paraḿetriquesu, v, w sous la forme :

X′ = H′(u, v, w) =
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).P′

i,j,k (4.4)

et en fonction de sa position initialeX = (x, y, z)T de la manìere suivante :

X′ = H′(U) = H′(H−1(X)) (4.5)

Cette expression de la déformation est diff́erente de la formulation géńerale des d́efor-
mations spatiales de Borrel et Bechmann. Intéressons nous maintenant au déplacement
∆X = X′−X des points deV plutôt qu’à leur position finale. Nous pouvons aisément
exprimer∆X en fonction du d́eplacement respectif∆Pi,j,k = P′

i,j,k−Pi,j,k de chaque
nœud du maillage de contrôle :

∆X = X′ −X

=
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).P′

i,j,k

−
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).Pi,j,k

=
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).(P′

i,j,k −Pi,j,k)

=
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).∆Pi,j,k

Cetteéquation peut se réécrire sous la forme matricielle :

∆X = ∆P.B(U) (4.6)

où ∆P est une matrice de dimension3 × np dont les colonnes correspondent aux
coordonńees des d́eplacements desnp nœuds de contrôle etB est un vecteur colonne de



118CHAPITRE 4. DÉFORMATION CONTINUE D’UN MODÈLE GÉOLOGIQUE

dimensionnp défini par le produit tensoriel de trois fonctions polynômiales d́ependant
respectivement des coordonnées paraḿetriquesu, v et w. En posantM = ∆P et
F = B ◦H−1, nous pouvons réécrire l’équation4.6sous la forme suivante :

∆X = M.F (X)

Nous retrouvons ici la formulation de Borrel et de Bechmann des déformations spa-
tiales.

Pour ŕesumer, le fonctionnement d’un outil de déformation de formes libres se
décompose en quatreétapes :

• L’utilisateur d́efinit dans un premier temps, les différents param̀etres du maillage
de contr̂ole (position, orientation, extension de la grille et nombre de cellules
dans les trois directions de l’espace).

• L’objet à d́eformer est ensuite plongé dans l’espace paramétrique d́efini par le
maillage de contr̂ole. Des coordonńees paraḿetriquesu, v, w sont calcuĺees
pour tous les points de l’objet situés dans les limites de la grille de contrôle.
Les points sitúesà l’extérieur du maillage ne seront ultérieurement pas pris en
compte. Leur position ne sera donc pas modifiée.

• L’utilisateur peut alors d́eformer le maillage de contrôle.

• Cette d́eformation est ŕepercut́ee sur l’ensemble des points de l’objet grâceà la
fonctionH′.

Ces deux dernières oṕerations pourront̂etre ŕeṕet́ees autant de fois jusqu’à l’obtention
d’un objet de forme satisfaisante. Dans les deux sections suivantes, nous allons mon-
trer comment calculer pour chaque point d’un objet ses coordonnées paraḿetriquesu,
v etw et d́ecrire quelques fonctions paramétriques utiliśees dans les outils de déforma-
tion de formes libres.

4.3.2 Calcul des coordonńees paraḿetriques d’un point

Le calcul des coordonnées des points de l’objet dans le domaine paramétrique est
immédiat si le maillage de contrôle est une grille parallélépip̀edique dont le pas est
régulier suivant les trois axesu, v, w. C’est le cas des maillages de contrôle couram-
ment utiliśes dans les techniques de déformation de formes libres. Une telle grille
est entìerement d́etermińee par sept param̀etres : son origineX0, trois vecteursu, v
w et le nombre de cellules suivant les trois axes de la grille, respectivementnu, nv

et nw. Cette grille d́efinit un rep̀ere local(X0,u,v,w) dans lequel les coordonnées
paraḿetriquesu, v, w des points de l’espace initial sont calculées (voir figure4.5). La
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D = [0,1]×[0,1]×[0,1]IR3

Figure 4.5: Calcul des coordonńees paraḿetriques d’un pointX deIR3.

position d’un pointX exprimée en fonction de ses coordonnées paraḿetriquesu, v, w
est donńee par l’́equation :

X(u, v, w) = X0 + u.u + v.v + w.w

Il est alors facile de d́eduire de cettéequation, les expressions deu, v etw :

u =
v ×w · (X−X0)

v ×w · u
, v =

u×w · (X−X0)

u×w · v
, w =

u× v · (X−X0)

u× v ·w
Si u, v et w sont orthogonaux deux̀a deux, la d́efinition des coordonńeesu, v et w
s’exprime plus simplement sous la forme :

u =
u · (X−X0)

u · u
, v =

v · (X−X0)

v · v
, w =

w · (X−X0)

w ·w
Si l’objet manipuĺe est entìerement plonǵe dans la grille de contrôle, les coordonńees
paraḿetriquesu, v et w assocíeesà chaque point de l’objet seront comprises dans
les intervalles[0, 1], [0, 1] et [0, 1] respectivement. Nous nous placerons géńeralement
dans cette configuration. En revanche, si des points de l’objet sont localisés en dehors
du maillage de contrôle, leurs coordonńees paraḿetriques seront en dehors de ces in-
tervalles. Ces points ne seront alors pas pris en compte par l’algorithme de déformation
de formes libres et leur position restera inchangée.

Des fonctions de paraḿetrisation plus complexes peuventêtre d́efinies. C. Mugerin
et R. Cognot dans [MC99, Cog01a, Cog01b] proposent une ḿethode de paraḿetrisa-
tion 3D contrainte par les structures géologiques. Sur la figure4.6, la forme de trois
surfaces isovaleursu = 0, u = 0.5 et u = 1 est contrainte par la géoḿetrie des trois
failles. Cette ḿethode permet la construction d’une grille de contrôle (et la d́efinition
de la fonction de paraḿetrisation associée) dont certains planśepousent la forme des
failles et des horizons préciśes par l’utilisateur.
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Figure 4.6: Paraḿetrisation 3D contrainte par la ǵeologie. La forme des surfaces isovaleurs
u = 0, u = 1 est contr̂olée par la ǵeoḿetrie des failles de gauche et de droite. Une surface
isovaleur doit passer par la faille centrale.

4.3.3 Fonctions paraḿetriques

Nous allons maintenant décrire dans cette section quelques fonctions paramétriques
parmi celles utiliśees pour d́efinir les outils de d́eformation de formes libres.

Hyperpatch de Bézier

Historiquement, les outils de déformation de formes libres sont basés sur un hyper-
patch de B́ezier [SP86]. Un hyperpatch de B́ezier est une extension naturelle des
courbes et de surfaces de Bézier [Bez86] aux volumes. Une courbe de Bézier est
définie comme une somme pondéŕee del +1 points relíes en une ligne polygonale (cf.
figure4.7A) :

X = H(u) =
l∑

i=0

Bi
l (u) ·Pi

Chaque nœud de la ligne de contrôle est pond́eŕe par le polyn̂ome de BernsteinBi
l (t)

exprimé en fonction de la coordonnée paraḿetriqueu ∈ [0, 1] assocíeeà chaque point
de la courbe.

Bi
l (u) =

l∑
i=0

l!

(l − i)!i!
· (1− u)l−i · ui

Une surface s’obtient en balayant dans l’espace suivant l’axev, une courbe d́efinie en
u et dont la forméevolue au fur et̀a mesure qu’elle se déplace. Math́ematiquement
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A B

Figure 4.7: Courbe et volume de B́ezier. A : Courbe de B́ezier. Elle est contenue dans
l’enveloppe convexe de la ligne polygonale de contrôle. Seules les deux extrémit́es de cette
ligne sont interpoĺees par la courbe de B́ezier. B : Volume de B́ezier. Il est contenu dans
l’enveloppe convexe du maillage de contrôle. Seuls les 8 coins sont interpolés.

parlant, une telle surface est définie par le produit tensoriel de deux fonctions de Bézier
et est contr̂olée par une grille de points de dimension(l + 1) · (m + 1) :

X = H(u, v) =
l∑

i=0

m∑
j=0

Bl
i(u) ·Bm

j (v) ·Pi,j

Enfin, un volume s’obtient en balayant selon l’axew, une surface d́efinie enu et v et
dont la forme change au fur età mesure qu’elle se déplace. Un volume de B́ezier est
alors d́efini par le produit tensoriel de trois fonctions de Bézier :

X = H(u, v, w) =
l∑

i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

Bl
i(u) ·Bm

j (v) ·Bn
k (w) ·Pi,j,k

Le volume paraḿetrique de B́ezier est contr̂olé par une grille tridimensionnelle de
dimension(l + 1) · (m + 1) · (n + 1). Il hérite tout comme les surfaces de Bézier des
propŕıét́es caract́eristiques des courbes de Bézier [Far92] :

• Un volume de B́ezier est contenu dans l’enveloppe convexe de sa grille de
contr̂ole (voir figure4.7B). Cette propríet́e rend cet outil de manipulation as-
sez intuitif.

• La relation entre le volume et le maillage de contrôle qui le d́efinit est invariante
par transformation affine (translation, rotation, changement d’échelle). L’appli-
cation d’un transformation affine sur le maillage de contrôle ou directement sur
le volume de B́ezier donne le m̂eme ŕesultat dans les deux cas.
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• Le volume de B́ezier interpole les 8 coins du maillage de contrôle. Les faces du
volume sont des surfaces de Bézier qui sont contr̂olées par les bords du maillage
de contr̂ole (ces bords sont des grilles 2D).

La position d’un point plonǵe dans le volume paraḿetrique de B́ezier d́epend de
la position de l’ensemble des nœuds de la grille de contrôle. Tout d́eplacement d’un
nœud de cette grille aura donc un impact global sur la géoḿetrie de l’objet manipuĺe.
L’utilisateur d́esire ǵeńeralement modifier localement son objet et non dans sa glo-
balité. C’est pourquoi, d’autres fonctions paramétriques ont́et́e d́efinies.

Polygones rationnels de Bernstein

Davis dans [DB91] et Kalra dans [KMMTT92] ont propośe les polyn̂omes rationnels
de Bernstein comme baseà leur outils de manipulation. L’équation du volume paraḿe-
trique s’́ecrit alors sous la forme :

X = H(u, v, w) =

∑l
i=0

∑m
j=0

∑n
k=0 Bl

i(u).Bm
j (v).Bn

k (w).wi,j,k.Pi,j,k∑l
i=0

∑m
j=0

∑n
k=0 Bl

i(u).Bm
j (v).Bn

k (w).wi,j,k

Les poidswi,j,k permettent de moduler l’influence des nœuds de contrôle. Par exemple,
si ces poids augmentent au fur età mesure que l’on se rapproche du nœud déplaće, ce
noeud se comportera comme un point attracteur. Au contraire, si les poids diminuent
au fur età mesure que l’on se rapproche du noeud déplaće, ce nœud agira inversement
en repoussant l’objet manipulé. Enfin, si tous ces poids sontégaux, le comportement
de l’outil de manipulation se réduità celui d’un outil baśe sur l’hyperpatch de B́ezier.

Le contr̂ole de la ǵeoḿetrie des objets reste global : la position d’un point dépend
de la position de la totalité des nœuds du maillage même si les poidswi,j,k permettent
de moduler leur contributioǹa la d́eformation.

B-Splines

Les courbes B-Spline ont́et́e introduites pour pallier au manque de souplesse des
courbes de B́ezier [Far92]. En effet, il est difficile de repŕesenter des lignes de forme
complexeà l’aide d’une courbe de B́ezier si ce n’est qu’au prix d’une augmentation
du d́egŕe du polyn̂ome et donc du nombre de points de contôle. De telles lignes com-
plexes peuvent̂etre en revanche construites par morceauxà l’aide d’un nombre fini de
courbes B́ezier de degŕe inférieur (cf. figure4.8A). Le concept de courbe B-Spline a
ét́e ensuitéetendu aux surfaces (cf. figure4.8B) puis aux techniques de déformation
de formes libres par [Com89] ou encore [GP89]. La position d’un point de l’espace
s’écrit en fonction de ces coordonnées paraḿetriquesu, v etw :

X = H(u, v, w) =
a+l−1∑

i=0

b+m−1∑
j=0

n−c+l∑
k=0

Bl
i(u) ·Bm

j (v) ·Bn
k (w) ·Pi,j,k



4.3. DÉFORMATION DE FORMES LIBRES 123

Pi,j

Pi+1,j+1

Pi+1,j

Pi+1,j-1 Pi+2,j-1

Pi+1,j+2 Pi+2,j+2

Pi+2,j+1

Pi+2,j

Pi,j-1

Pi-1,j

Pi-1,j-1

Pi-1,j+1

Pi-1,j+2
Pi,j+2

A B

Figure 4.8: A: courbe B-Spline cubique. Chaque segment curviligne de la courbe est contôlé
par 4 nœuds de la ligne polygonale. La courbe est contenue dans l’union de l’enveloppe
convexe des polygones de contrôle affich́ee en griśe. B : un patch de surface B-Spline est
contrôlé par une grille bidimensionnelle composée de 16 nœuds.

Le volume paraḿetrique ainsi d́efini est compośe dea · b · c cellules adjacentes de
degŕe l, m, n en u, v et w respectivement et dont la géoḿetrie est contr̂olée par
(a + l) · (b + m) · (c + m) nœuds de contrôles. Les fonctions de bases B-SplinesBl

i,
Bm

j et Bn
k sont calcuĺees ŕecursivement en utilisant la formule de C. de Boor [Far92].

Les fonctions B-Splines couramment utilisées sont des fonctions B-Splines cubiques
uniformes.

Les fonctions B-Splines ont plusieurs avantages par rapport aux autres fonctions :

• Le contr̂ole de la ǵeoḿetrie du volume paraḿetrique et donc de la géoḿetrie
des objets qui y sont plongés est local. La position d’un pointX de l’Univers
ne d́epend que de la position de(l + 1) · (m + 1) · (n + 1) nœuds de contrôle
soit 4 × 4 × 4 = 64 nœuds dans le cas d’une fonction B-Spline tri-cubique.
Réciproquement, le d́eplacement d’un nœud de contrôle n’influencera que la
position des points contenus dans les deux premières auŕeoles de cellules situées
autour de ce nœud (soit 8 + 56 = 64 cellules).

• La mise à jour de la ǵeoḿetrie de l’objet manipuĺe se fait plus rapidement.
Comme la d́eformation est locale, le calcul d’une nouvelle position n’est néces-
saire que pour un nombre réduit de points et non pour la totalité. L’augmentation
de la taille de la grille n’a pas non plus d’influence sur le temps de calcul pour
la même raison.

• Le degŕe de continuit́e d’une B-Spline est donné par le degŕe de ses fonctions
B-Spline de base. Une B-Spline de dimensionl estCl−1 continue. De m̂eme, un
volume paraḿetrique d́efini par le produit tensoriel de trois fonctions B-Spline
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Cellule de la zone
 déformable

Cellule de la zone
d'influence

nœud modifiable

nœud fantôme statique

Figure 4.9: Subdivision du maillage en deux sous-zones : une zone déformable dont les
nœuds sont modifiables et une zone sous influence de la première et dont les nœuds sont sta-
tiques et invisibles̀a l’utilisateur.

de dimensionl, m et n respectivement seraCk continu aveck = min((l −
1), (m − 1), (n − 1)). Un outil de d́eformation de formes libres basé sur une
fonction B-Spline tri-cubique permet de réaliser des transformations qui res-
pectent la continuit́e des normales (continuitéC1) et la continuit́e des courbures
(continuit́e C2). La d́eformation d’un mod̀ele avec un outil FFD basé sur des
fonctions B-Splines cubiques n’aura pas ainsi de conséquences sur l’algorithme
de traće de rayons. Cet algorithme a besoin d’une estimation de la normale et
des courbures pour chaque point d’impact d’un rai sismique avec une surface
du mod̀ele [Gro97]. Si la transformation n’est pas suffisamment “lisse”, cette
estimation est biaiśee, ce qui n’est pas le cas avec les B-Splines tricubiques.

Le déplacement des nœuds situés en bordure du maillage est parfois lié à des
probl̀emes de continuité de la d́eformation [BBB87]. Une des solutions ǵeńeralement
propośee est de subdiviser le maillage en deux zones (voir figure4.9) :

• une zone d́eformable òu les nœuds de contrôle sont autoriśesà se d́eplacer ;

• une zone large de trois cellules (ou de trois nœuds) en bordure du maillage dont
les nœuds de contrôle sont statiques.

Pour des raisonśevidentes de commodité, les nœuds de la deuxième zone ne sont pas
visiblesà l’utilisateur.
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Figure 4.10: Interpolation Trilinéaire.

Interpolation trilin éaire

La position d’un pointX de l’espace est donnée par l’interpolation trilińeaire de la
position des huit nœuds de la cellule d’indicesi, j etk qui contientX (cf. figure4.10).

X = H(u, v, w) =
8∑

i=1

λαi
(u, v, w) ·Pαi

avec les pointsPαi
:

Pα1 = Pi,j,k Pα2 = Pi+1,j,k Pα3 = Pi,j+1,k Pα4 = Pi+1,j+1,k

Pα5 = Pi,j,k+1 Pα6 = Pi+1,j,k+1 Pα7 = Pi,j+1,k+1 Pα8 = Pi+1,j+1,k+1

et les coefficientsλαi
:

λα1 = ūv̄w̄
λα2 = (1− ū).v̄w̄
λα3 = (1− v̄).ūw̄
λα4 = (1− ū).(1− v̄).w̄
λα5 = (1− w̄).ūv̄
λα6 = (1− ū).(1− w̄).v̄
λα7 = (1− v̄).(1− w̄).ū
λα8 = (1− ū).(1− v̄).(1− w̄)

Les coordonńeesū ∈ [0, 1], v̄ ∈ [0, 1], w̄ ∈ [0, 1] correspondent respectivement
aux coordonńeesu ∈ [ui, ui+1], v ∈ [vj, vj+1] et w ∈ [wk, wk+1] exprimées dans le
rep̀ere local d́efini par la cellule d’indicesi, j, k.

ū =
u− ui

ui+1 − ui

v̄ =
v − vj

vj+1 − vj

w̄ =
w − wk

wk+1 − wk
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A B

Figure 4.11: Déformation d’un mod̀ele synth́etique (A) et d’un mod̀ele faillé (B)à l’aide de
notre outil de d́eformation de formes libres.

Cette fonction paraḿetrique autorise tout comme les fonctions B-Splines un contrôle
local de la manipulation d’objets. Si un nœud du maillage de contrôle est d́eplaće,
seuls les points contenus par les 8 cellules adjacentesà ce nœud verront leur position
modifiée. Cependant, cette fonction ne préserve que la continuitéC0. Seul un maillage
de densit́e du m̂eme ordre de grandeur que la triangulation des surfaces du modèle
garantit une d́eformation suffisamment lisse. En contrepartie, il n’est plus possible
d’utiliser cet outil dans un mode interactif.

4.3.4 Conclusion

Nous avons ŕealiśe un outil de manipulation utilisant indifféremment les fonctions de
Bézier, les B-Splines tricubiques et l’interpolation trilinéaire.

• Cet outil permet de d́eformer de manière interactive un mod̀ele ou une sur-
face isoĺee par l’interḿediaire d’un maillage de contrôle (voir figure4.11). Les
B-Splines offrent le meilleur compromis entre une déformation locale et une
déformation lisse.

• Les contacts surface contre surface sont préserv́es : deux points confondus ap-
partenant̀a une frontìere commune ont des coordonnées paraḿetriques iden-
tiques. En conśequence, après d́eformation, ces deux points partagent la même
position ǵeoḿetrique.

• L’outil de manipulation peut̂etre contraint de telle manièreà ce que les cellules
ne s’intersectent pas deuxà deux : un nœud ne peut se déplacer que dans le
domaine forḿe par les huit cellules adjacentes. Cette contrainte suffisante mais
non ńecessaire garantit que les surfaces du modèle ne se coupent pas entre elles
mais interdit en contrepartie un grand nombre de déformations possibles.
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Un outil de d́eformation de formes libres souffre cependant de plusieurs défauts :

• Ce mode de manipulation n’est pas assez intuitif. L’utilisateur n’a aucune idée
a priori du ŕesultat qu’il va obtenir après d́eplacement d’un nœud de contrôle. Il
devra donc proćeder par t̂atonnements avant d’obtenir une forme satisfaisante.

• Le nombre de degrés de libert́e est troṕelev́e pour une utilisation agréable. Pour
déplacer un point dans une direction donnée, l’utilisateur dispose de3.np degŕes
de libert́e (un nœud peut̂etre d́eplaće dans les trois directions de l’espace et le
maillage comptenp nœuds). Quand le nombre de nœuds devient tropélev́e, la
manipulation du maillage devient délicate : les nœuds situés au cœur de la grille
sont difficilement accessibles et peuventêtre cach́es par des surfaces du modèle.

• Il est difficile de manipuler individuellement un horizon situé au cœur d’un
mod̀ele et donc de la grille de contrôle.

Pour une manipulation plus agréable et intuitive, il est préférable de modifier di-
rectement les objets : l’utilisateur définit des points par lesquels l’objet doit passer.
Une d́eformationélémentaire est d́efinie par un point et un vecteur de translation : c’est
l’interêt principal des ḿethodes de d́eformation spatiale par manipulation directe. Ces
méthodes vont nous servir de base pour définir un outil qui sera utiliśe pour d́eformer
un mod̀ele ǵeologique selon un nombre préd́efini de vecteurs de perturbation.

4.4 Déformation spatiale par manipulation directe

Les outils de d́eformation spatiale par manipulation directe (ou déformations con-
traintes) ont́et́e d́evelopṕes pour offrirà l’utilisateur des outils de manipulation beau-
coup plus intuitifs. Au lieu de façonner un objet par l’intermédiaire d’un maillage,
l’utilisateur fixe pour un nombre fini de points leur position finale. Chaque couple
(point d’origine, point final) constitue une contrainte qui est utilisée pour d́efinir la
fonction de d́eformationd. Une fois la fonction de d́eformation d́etermińee, la nou-
velle position des points non contraints peut alorsêtre calcuĺee.

Trois grandes familles de ḿethodes de d́eformation spatiale par manipulation di-
recte sont représent́ees dans la litt́erature :

• les techniques de déformation de formes libres par manipulation directe (Direct
Manipulation Free Form Deformationou DMFFD) [HHK92] ;

• les techniques de déformation radiale (Simple Radial Deformation) dont d́erivent
lesSCODEFSimple Constrained D́eformation[BR94] ;

• DOGME (Deformation of Geometric Models Editor), c’est la ḿethode de d́efor-
mation par contraintes la plus géńerale de toutes [BB91, BD93].
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Figure 4.12: Principe de la d́eformation spatiale par manipulation directe.

Avant d’aborder ces trois ḿethodes de d́eformation, nous allons tout d’abord expliquer
le principe ǵeńeral des d́eformations spatiales par manipulation directe.

4.4.1 Principe des d́eformations contraintes [BB91]

La déformation est d́efinie par un nombre fininc de contraintes. Chaque contrainte
Ci est d́ecrite par un point de d́epartCi, un point d’arriv́eeC′

i et sa zone d’influence :
seuls les points sitúes dans les limites de cette zone d’influence seront modifiés (cf.
figure4.12). Le d́eplacement∆Ci = C′

i −Ci assocíe à la contrainteCi s’exprime en
fonction de la fonction de d́eformationd sous la forme :

∆Ci = d(Ci) = [d1(Ci), d2(Ci), · · · , dn(Ci)]
T

Pour rappel, l’image d’un pointX par la d́eformationd est donńee par l’́equation :

d(X) = M · f(X)

Pour une fonction d’extrusionf donńee, la matriceM est calcuĺee en ŕesolvant le
syst̀eme de(n× nc) équations et̀am inconnues :

d(Ci) = M.f(Ci),∀i ∈ [1, nc] (4.7)

Le syst̀eme4.7peutêtre d́ecompośe enn sous-syst̀emes̀anc équations en considérant
chaque ranǵeeMj de la matriceM sépaŕement. Le d́eplacement pour lajeme coor-
donńee de la contrainteCi s’écrit alors sous la forme :

dj(Ci) = Mj.f(Ci) = f(Ci)
T .MT

j (4.8)
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En consid́erant l’ensemble desnc contraintes pour lajeme coordonńee de l’espace,
nous obtenons :

Dj =

 dj(C1)
...

dj(Cnc)

 =

 fT (C1)
...

fT (Cnc)

 .MT
j = X ·MT

j

avecX =

 f1(C1) · · · fm(C1)
...

...
...

f1(Cnc) · · · fm(Cnc)


La résolution de ces n systèmes d’́equations s’obtient par inversion de la matriceX.
Dans la tr̀es grande majorité des cas, cette matrice de dimensionnc × m n’est pas
inversible. Selon les valeurs relatives denc et dem, nous avons les trois possibilités
suivantes :

• Si nc < m, alors le syst̀eme est sous-contraint. Il possède plus d’inconnues que
d’équations : il existe une infinité de solutions v́erifiant l’équation4.8.

• Si nc = m = rang(X), alorsX est inversible : le système admet une seule et
unique solution. Les contraintes définissent donc entièrement la d́eformation.

• Si nc < m, alors le syst̀eme est sur-contraint. Il n’existe pas de solutionà
l’ équation4.8. Une solution approximative respectant au mieux les contraintes
pourra toutefoiŝetre calcuĺee.

La résolution de ce système se fait en calculant la pseudo-inverse de la matrice X.
La pseudo-inverseX+ d’une matriceX est d́efinie de manìere unique par les relations
suivantes :

X+ = XX+X, X = X+XX+, (XX+)T = XX+ (X+X)T = X+X

La meilleure approximation au sens des moindres carrésM̃T
j de la solutioǹa l’équation

Dj = X ·MT
j est d́efinie par :

• ||X ·MT
j −D|| > ||X ·MT

j −D||. M̃T
j respecte au mieux au sens des moindres

carŕes les contraintes quand le système est sur-contraint

• ||X ·MT
j −D|| = ||X ·MT

j −D|| et ||MT
j || ≥ ||M̃T

j ||. M̃T
j respecte les contraintes

et minimise la norme deMT
j quand le syst̀eme est sous-contraint.

Cette approximationMT
j se calculèa partir de la pseudo-inverseX+ de la matriceX

en utilisant la relation suivante :

M̃T
j = DjX

+ (4.9)
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Le lecteur pourra se référerà [Gai00] pour une comparaison de l’efficacité des diff́e-
rentes ḿethodes de construction de la pseudo-inverse d’une matrice. Une solution
géńerale au système d’́equations4.8est donńee par la somme de la meilleure approxi-
mationM̃T

j et d’un terme d’optimisation :

MT
j = M̃T

j + (1−X+X) · ζj (4.10)

où I est la matrice identité etζj est un vecteur colonne de dimensionm. Borrel et Bech-
mann exposent dans [BB91] comment utiliser et calculer ce vecteurζj d’une manìere
transparente pour l’utilisateur afin d’affiner le résultat de la d́eformation.

Enfin, une fois la matriceM construite ranǵee par ranǵee gr̂aceà l’équation4.10,
le déplacement∆X d’un pointX de l’espace initial après d́eformation se calcule en
utilisant l’équationd(X) = M.F (X)

4.4.2 D́eformation de formes libres par manipulation directe

Les ḿethodes de d́eformation de formes libres par manipulation directe ontét́e intro-
duites par Hsu [HHK92] pour pallier au manque d’intuitivité de la manipulation d’un
objet avec un outil de d́eformation de formes libres classique. Le fonctionnement d’un
outil DDFFD se d́ecompose en troiśetapes :

• L’utilisateur d́efinit pour certains points de son objet leur nouvelle position.
Chaque couple de points (point origineCi, point finalC′

i) forme une contrainte
Ci.

• Le maillage est ensuite déformé de telle manìereà ce que chaque contrainte de
déplacementCi soit respect́ee au mieux.

• Une fois la meilleure conformation du maillage respectant les contraintesCi es-
timée, la position des points non contraints se calcule comme pour tout outil de
déformation libre en utilisant l’́equation4.4.

Le déplacement∆Ci du pointCi vers le point∆C′
i s’exprime en fonction des coor-

donńees paraḿetriquesu, v, etw sous la forme :

∆Ci =
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u).Bm

j (v).Bn
k (w).∆Pi,j,k (4.11)

Cetteéquation relie la translation d’un point de l’objet au déplacement des nœuds du
maillage de contr̂ole. Elle d́elimite la zone d’influence de la contrainteCi. Dans le
cas d’un volume paraḿetrique d́efini par le produit tensoriel de B́ezier, la contrainte
sera globale : la position d’un point dépend de la totalité des nœuds de la grille de
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contr̂ole. Au contraire, avec un volume paramétrique baśe sur des B-Splines tricu-
biques ou sur la fonction d’interpolation trilinéaire, les contraintes sont locales : la
position d’un point n’est conditionńee que par la position de 64 et 8 nœuds respective-
ment. En prenant compte l’ensemble desnc contraintes, cettéequation peut s’écrire
sous la forme matricielle :

∆C = ∆P.F (C) (4.12)

Nous retrouvons le système d’́equations4.7. Il sera ŕesolu de la m̂eme manìere que
dans la section préćedente. Dans le cas où ce syst̀eme est sous-détermińe, la solution
M̃T

j , j = (1, 2, 3) donńee par l’́equation4.9minimise la norme deMT
j : c’est donc la

solution parmi une infinit́e d’autres solutions qui minimise le déplacement des nœuds
de la grille de contr̂ole.

4.4.3 D́eformations radiales

Nous ne pŕesenterons dans ce paragraphe que les contraintes radiales de typeSCODEF

(Simple Constrained Deformation) [BR94].

Définition d’une SCODEF

La déformation est d́efinie par un nombre fininc de contraintes. Chaque contrainteCi

est d́efinie par un couple de points(Ci,C
′
i) et par son rayon d’actionR1. L’influence

de la contrainteCi se limiteà la sph̀ere de centreCi et de rayonRi et diminue au fur et
à mesure que l’on s’éloigne du pointCi. Un pointX de l’espaceIRn ne sera modifíe
par la contrainteCi que si la distance||Ci−X|| qui le śepare deCi est inf́erieureàRi.

Le déplacement d’un pointX de IRn est conditionńe par lesnc contraintes qui
définissent laSCODEF. Il est donńe par la fonction de d́eformationd : IRn → IRn :

∆(X) = d(X) =
nc∑
i=0

Mi · fi(X) = M.F (X)

Mi est un vecteur colonne de dimensionn correspondant au vecteur de déplacement
assocíe à la contrainteCi qui est ŕeévalúe pour tenir compte des contraintes avoisi-
nantes.fi est une fonction scalaire représentant la contribution de la contrainteCi au
déplacement d’un pointX.

fi(X) = Bi · (
||X−Ci||

Ri

)

où Bi est une fonction de base B-Spline centrée en 0. La contribution de la fonction
fi est maximale quand la distance au centreCi est nulle (fi = 1) et nulle quand la
distance au centre est supérieure au rayon d’actionRi.
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Raffin [RNJ99] a étendu la notion de contraintesSCODEFen basant les fonctions
fi sur d’autres fonctions que les B-Splines et en géńeralisant la ǵeoḿetrie des zones
d’influenceà des formes ǵeoḿetriques quelconques.

Calcul de la matriceM

Le calcul de la matriceM se fait de la m̂eme manìere que dans la formalisation des
déformations spatiales contraintes de Borrel et de Bechmann. Si nous considérons
l’ensemble desnc contraintes, nous avonsà ŕesoudre le système suivant :

d(Ci) = M.fi(Ci), ∀i ∈ [1, nc]

Si nous ne consid́erons que lajeme coordonńee de l’espace, ce système se ŕeduità :

Dj =

 dj(C1)
...

dj(Cnc)

 =

 fT (C1)
...

fT (Cnc)

 .MT
j = X.MT

j (4.13)

où X est la matrice carrée de dimensionnc :

X =

 f1(C1) · · · fnc(C1)
...

...
...

fnc(Cnc) · · · fnc(Cnc)


La calcul de la matriceM s’obtient directement par inversion de la matriceX.

Influence entre contraintes

Une contrainte peut̂etre sous l’influence d’autres contraintes et réciproquement. Pre-
nons deux contraintesC1 et C2 de centreC1 et C2 et de rayon d’actionR1 et R2

respectivement. Trois cas sont alors possibles :

• ||C1 − C2|| > R1 + R2 : les deux contraintes sont totalement disjointes (cf.
figure4.13A). Ces deux contraintes ne s’influencent pas mutuellement.

• max(R1, R2) < ||C1 −C2|| ≤ R1 + R2 : les contraintes sont disjointes, mais
leurs rayons d’action sont séquents (cf. figure4.13B). Les points appartenantà
l’intersection des volumes d’influence deC1 etC2 seront sous le contrôle de ces
deux contraintes.

• ||C1 −C2|| ≤ max(R1, R2) : les deux contraintes ne sont pas disjointes. Une
des contraintes au moins influe sur l’autre.
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Figure 4.13: Interrelation entre les contraintes radiales : deux contraintes totalement dis-
jointes (A), partiellement disjointes (B), non-disjointes (C).

Quand une contrainteCi est totalement ind́ependante vis̀a vis des autres contraintes
c’est -̀a dire quand elle est disjointe ou complètement disjointe par rapport auxnc − 1
contraintes restantes, leieme vecteur colonneMi de la matriceM estégal au vecteur
déplacement∆Ci assocíe à la contrainteCi.

∆Ci = d(Ci) =
nc∑

k=0

Mk · fk(Ci) = Mi (fk(Ci) = 1 si k = i, 0 sinon)

Si toutes les contraintes sont indépendantes deux̀a deux, alors le calcul deM est
trivial. Mi = ∆Ci,∀i ∈ [1, nc] et la fonction de d́eformation s’́ecrit sous la forme :

d(X) =
nc∑
i=0

∆Ci.f(X)

Quand deux contraintes ne sont pas disjointes, elles s’influent l’une sur l’autre. Si
une des deux contraintes est modifiée, elle affectera des points influencés par la se-
conde sitúes au del̀a de son rayon d’action. La déformation ŕesultante est souvent peu
intuitive et peut ǵeńerer des distorsions de l’espace d’autant plus fortes que les cen-
tres des contraintes sont proches et que les vecteurs contraintes sont opposés (cf. fi-
gure4.14). Borrel et Rappoport proposent de dupliquer les contraintes non disjointes :
deux rayons sont associés à la m̂eme contrainte, un grand rayon pour fixer sa zone
d’action et un petit rayon pour délimiter son influence vis̀a vis des autres contraintes.
Le syst̀eme d’́equations d́efinissant la d́eformation devient alors redondant et se résout
en calculant la pseudo inverseX+ de la matriceX. Raffin [RN97] préfère śeparer
deux contraintes non-disjointes en deux contraintes disjointes enétendant la ǵeoḿetrie
des zones d’influencèa d’autres formes que des sphères. L’avantagéevident de cette
dernìere ḿethode est que la fonction de déformation, n’́etant d́efinie que par des con-
traintes disjointes, ńecessite tr̀es peu de calculs pour sa construction.
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C1 C2

C'1 C'2

C1

C2

C'1

C'2

Figure 4.14: Contraintes non disjointes : le résultat de la d́eformation devient de moins
en moins intuitif au fur et̀a mesure que les centres des contraintes se rapprochent et géǹere
de tr̀es fortes distorsions de l’espace quand les centres sont quasi confondus et les vecteurs
contraintes oppośes (∆X −→∞)

4.4.4 DOGME [Bec92]

C’est la ḿethode de d́eformation la plus ǵeńerale. Elle englobe les outils de déforma-
tion de formes libres par manipulation directe et lesSCODEF. Cette ḿethode s’appuie
directement sur le formalisme de Borrel et de Bechmann des déformations spatiales
contraintes. Une d́eformation est d́efinie par des points et leur image dans l’espace
déformé. À chaque contrainte est associée une zone d’influence qui peutêtre sph́erique
ou paralĺelépip̀edique. La forme de l’espace déformé est d́etermińee par une fonc-
tion d’extrusionF : IRn 7→ IRm. Diverses fonctions d’extrusion sont proposéesà
l’utilisateur.

• F est d́efinie parm fonctionsf . F est alors appeléefonction simple. Les fonc-
tions f déterminent un type de déformation pour chaque contrainte (nc = m)
(voir figure4.15A). Les SCODEFfont partie de cette catégorie.

• F est d́efinie parm produits den fonctionsf . F est alors appelée produit simple.
Un type de d́eformation est d́etermińe pour chaque contrainte (nc = m) et pour
chaque dimension de l’espace (voir figure4.15B).

• F est un produit tensorieln-aire de vecteurs de dimensionp1, p2, · · · pn dont
chaque coordonńee est une fonctionf . F est appeĺee produit tensoriel. Un
type de d́eformation est d́etermińe pour toutes les dimensions de l’espace. Le
comportement de la fonction de déformation est proche de celui des outils de
déformation de formes libres par manipulation directe.

Les fonctionsf sont ǵeńeralement des fonctions polynômiales ou B-Splines, mais
toute autre fonction bijective et continue est utilisable.
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A B

Figure 4.15: Fonction d’extrusion. A : d́eformation d’une grille ŕegulìere par une fonction
simple et une contrainte. B : déformation par produit simple de degré 1 sur un axe et de degré
3 selon l’autre.

4.4.5 La méthode choisie

Nous avons choisi d’utiliser les techniques de déformation de formes libres par ma-
nipulation directe comme base de notre outil de miseà jour automatique de modèles
géologiques.

• Un mod̀ele ǵeologique est un domaine fini deIR3 subdiviśe en ŕegions et d́elimité
par une bôıte. Dans le logicielGOCAD, il n’y a aucune restriction sur la géoḿetrie
de la bôıte englobante. C’est un polyèdre dont les faces sont décrites par des
surfaces triangulées parfaitement jointives en leurs bords. Dans le cadre de
l’inversion tomographique, les modèles ǵeologiques sont d́elimités par une bôıte
paralĺelépip̀edique rectangle dont l’extension et l’orientation sont détermińees
par le cube sismiquèa migrer. Un outil de manipulation contrôlé par l’interḿe-
diaire d’un maillage parallélépip̀edique tels les outils FFD nous semble donc
bien adapt́e à notre probl̀eme : nous voulons déformer un volume dans sa glo-
balité et non pas une surface isolée.

• Les vecteurs de perturbation sont régulìerement ŕepartis sur les horizons du
mod̀ele suivant un sch́ema de grille. La d́eformée d’une surface plane par une
SCODEF est une surface bosselée dont chaque mamelon (ou dépression) est
centŕe sur une contrainte. Leur extension est détermińee par le rayon d’action
des contraintes. Il en est de même pour les outils FFD. Nous voulons au con-
traire la d́eformation la plus lisse possible pour ne pas géńerer d’artefacts líes
à la ǵeoḿetrie des horizons, lors du calcul du modèle de vitesse. De tels arte-
facts seraient identifiables par l’analyse de la carte des résidus (calcul deśecarts
par rapport aux donńees) : elle reproduirait alors le schéma de ŕepartition des
vecteurs de perturbation. Le maillage des outils FFD offre un support idéal pour
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gérer la d́eformation dans sa globalité. Des contraintes sur la géoḿetrie du mail-
lage vont nous permettre de lisser le plus possible la déformation.

• Les d́eformations spatiales se fontà topologie constante. Ainsi, un tore pourra se
transformer en tasse mais pas en morceau de sucre homéomorphèa une sph̀ere
ou en th́eière (hoḿeomorphèa un double tore). Cependant, elles ne garantissent
pas que les objets ne se recoupent pas. Ces problèmes d’auto-intersection ar-
rivent ǵeńeralement quand deux contraintes sont trop proches et opposées. Des
contraintes supplémentaires sur la géoḿetrie du maillage vont nous permettre de
régler ces problèmes.

4.5 Déformation contrainte d’un modèle ǵeologique

4.5.1 Construction de la grille

Dans un outil de d́eformation de formes libres, la manipulation des objets se fait
par d́eformation d’un volume paraḿetrique contr̂olé par un maillage. Nous utilisons
comme maillage initial, une grille 3D régulìere orthogonale. Une grille régulìere est
entìerement d́etermińee par :

• son point origineX0 ;

• trois vecteursU, V, W qui fixentà la fois les 3 axes de la grille et son extension
dans les 3 directions de l’espace ;

• le nombre de cellulesnu, nv et nw dans les 3 directions de l’espace (le pas est
constant dans le cas d’une grille régulìere).

Le maillage de notre outil est dimensionné en fonction de la taille du modèle
géologique que nous voulons déformer. Nous ferons en sorte que l’intégralit́e du
mod̀ele soit contenue dans la zone déformable contr̂olée par le maillage. La totalité
des nœuds des surfaces triangulées d́ecrivant les horizons et les failles du modèle
seront sous l’influence de l’outil FFD. Pour une utilisation dans un mode interactif,
l’utilisateur pourra limiter la taille de sa grillèa une zone particulière du mod̀ele.
La grille étant ŕegulìere et orthogonale, la paramétrisation des nœuds des surfaces du
mod̀ele est tr̀es rapide.

Le nombre de cellules dans les trois directions de l’espace est détermińe par la
répartition et la densité des vecteurs de perturbation. Un maillage trop lâche n’est pas
assez flexible pour satisfaire l’ensemble des contraintes. Un maillage trop fin au con-
traire assurera un respect des vecteurs de perturbation, mais le calcul de la nouvelle
conformation du maillage sera en contrepartie coûteux en temps. Si le système4.12
est sous-d́etermińe (si le maillage est suffisamment dense par rapport au nombre de
contraintes), il existe une infinité de solutions satisfaisant les contraintes ce qui laisse
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suffisamment de liberté pour affiner au mieux le résultat de la d́eformation. Au con-
traire, quand le système4.12est surd́etermińe (le maillage est trop lâche par rapport
à la densit́e des contraintes), il n’existe pas de solution vérifiant l’ensemble des con-
traintes. Seule une solution approximative au sens des moindres carrés pourrâetre
donńee. La sous ou surdétermination d́epend de la valeur relative de la dimensionm
de la fonction d’extrusionF et du nombre de contraintes. Selon le type de fonction
paraḿetrique utiliśee nous avons :

• Dans le cas d’un volume paramétrique construit̀a partir du produit tensoriel
de trois fonctions de B́ezier,m estégal au nombre de nœuds de contrôles. Le
syst̀eme sera surd́etermińe si le nombre de contraintes dépasse le nombre de
nœuds de contrôle.

• Dans le cas de l’interpolation trilińeaire et des fonctions B-Splines, le volume
paraḿetrique est composé de cellules curvilignes jointives dont la géoḿetrie
est contr̂olée par 8 et 64 nœuds respectivement. Localement si plus de 8 (64)
contraintes sont fix́eesà l’intérieur d’une cellule, ces contraintes ne pourront
pasêtre satisfaites. Globalement le système est sur-contraint quand le nombre
de contraintes d́epasse le nombre de nœuds de contrôle, les nœuds contrôlant
chaque celluléelémentaire du volume paramétrique n’́etant pas ind́ependants.

La densit́e du maillage doit̂etre un compromis entre le respect des contraintes et
la rapidit́e du calcul. Dans le cadre d’une manipulation dans un mode interactif, le
facteur temps est très important : la d́eformation doit se faire en temps réel. Pour notre
probl̀eme, la d́eformation automatique d’un modèle ǵeologique, ce facteur temps est
moins important. Nous essaierons donc autant que possible de nous placer dans une
configuration òu le syst̀eme4.12 est sous-d́etermińe. Pour des raisons d’efficacité,
il est pŕeférable de ne pas utiliser le produit tensoriel de fonctions de Bézier quand le
nombre de nœuds est tropélev́e. Nous choisirons donc plutôt les B-Splines tricubiques
et l’interpolation trilińeaire comme fonctions paramétriques.

4.5.2 Ŕesolution du syst̀eme d’́equations

La solution au système4.12 donńee par la pseudo-inverse est celle qui minimise le
déplacement des nœuds du maillage. Elle est très bien adaptéeà la manipulation inter-
active des objets car elle autorise un contrôle local de la d́eformation. Nous voulons
au contraire la d́eformation la plus lisse possible : les variations locales du champ
de vecteurs de d́eplacement∆X assocíe à la d́eformation doivent̂etre les plus faibles
possible. Cela peut̂etre traduit dans une première approximation par une contrainte
suppĺementaire sur le d́eplacement des nœuds de contrôle. La valeur du d́eplacement
∆Pi,j,k mesuŕee au nœud d’indicesi, j etk doit être sensiblementégaleà la moyenne
de celle mesuŕee en ses voisins.

∆Pijk '
1

|Λ(Pi,j,k)|
·

∑
β∈Λ(Pi,j,k)

∆Pβ
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où Λ(Pi,j,k) est l’ensemble des nœuds connectés au nœudPi,j,k. Cette contrainte sera
respect́ee au sens des moindres carrés. nous devrons donc chercher une solution qui
minimise le crit̀ere suivant :

∑
Pi,j,k

∥∥∥∥∥∥∆Pi,j,k −
1

|Λ(Pi,j,k)|
·

∑
β∈Λ(Pi,j,k)

∆Pβ

∥∥∥∥∥∥
2

Ce terme correspond̀a la notion de rugosité sur laquelle repose la méthode DSI. Notre
probl̀eme pourra donĉetre reformuĺe en terme de contraintes DSI.

La méthode DSI (Discrete Smooth Interpolation)

DSI est une ḿethode d’interpolation au sens des moindres carrés qui permet d’estimer
une propríet́e vectorielleϕ sur un maillageΩ moyennant le respect d’un nombre fini
de contraintesC surϕ et la minimisation d’un crit̀ere de rugosit́e [Mal92, Cog96]. Soit
Mn(Ω, N, ϕ, C) un mod̀ele discret d́efini par un ensembleΩ denp nœuds connectés
entre eux et sur lequel est connue une propriét́e vectorielleϕ.

α ∈ Ω
ϕ−→ ϕ(α) = [ϕ1(α) · · ·ϕν(α), · · ·ϕn(α)]T

Nous appellerons dans la suite du chapitre,ϕν etϕ les vecteurs colonnes de dimension
n etn.np respectivement :

ϕν =


ϕν(1)

...
ϕν(α)

...
ϕν(np)

 ϕ =


ϕ1

...
ϕi

...
ϕn


Le critère de rugosit́e est une fonctionnelle exprimant la variation de la propriét́e vec-
torielle ϕ sur l’ensemble des nœuds du maillage. Localement, pour un nœudα ∈ Ω,
la rugosit́eR(ϕ/α) s’exprime sous la forme géńerale :

R(ϕ/α) =
n∑

ν=1

 ∑
β∈N(α)

vβ
ν (α) · ϕν(β)


2

oùN(α) = {α}
⋃

Λ(α) est l’ensemble de nœuds formé par le nœudα et son voisinage
Λ(α). En pratique, les coefficients pondérateursvβ

ν (α) sont choisis de telle manière
à ce que la rugosité localeR(ϕ/α) soit une mesure de l’écart entre la valeur deϕ
mesuŕee au nœudα et sa moyennêϕ(α) calcuĺee sur le voisinage du nœudα. Si σ(α)
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est le nombre de voisins du nœudα, nous avons :

R(ϕ/α) =
n∑

ν=1

σ(α) · ϕν(α)−
∑

β∈Λ(α)

ϕν(β)


2

= σ2(α) · ||ϕ(α)− 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

ϕ(α)||2

= σ2(α) · ||ϕ(α)− ϕ̂(α)||2

Le terme de rugosité s’obtient en sommant les rugosités locales sur l’ensemble des
nœuds.

R(ϕ) =
∑
α∈Ω

µ(α) ·R(ϕ/α) avecµ(α) > 0

Une contrainte DSIc ∈ C est expriḿee sous la forme d’une relation linéaire reliant les
valeurs deϕ :

c est respectée ⇒ Ac · ϕ ' bc

où Ac est un vecteur ligne de dimensionnp ·n etbc un scalaire. Afin que la contribution
de chaque contrainte soitéquivalente, les contraintes sont normalisées : la norme du
vecteurAc doit êtreégaleà 1. Les contraintes seront respectées au sens des moindres
carŕes. Le degŕe de violation d’une contraintec ∈ C est expriḿee sous la forme :

ρ(ϕ/c) = ||Ac · ϕ− bc||2

et pour l’ensemble des contraintes :

ρ(ϕ) =
∑
c∈C

$c · ρ(ϕ/c)

où $c sont des coefficients pondérateurs strictement positifs appelés coefficients de
certitude qui permettent de moduler la contribution de chaque contrainte. On peut
alors d́efinir un crit̀ere de rugosit́e modifíe qui prend en compte les contraintes surϕ.

R∗(ϕ) = R(ϕ) + (φ ·$) · ρ(ϕ)

La solution de l’interpolation DSI est celle qui minimise ce critère de rugosit́e modifíe.
Notre probl̀eme revient̀a rechercher les valeurs deϕ qui minimisent une fonctionnelle
de la forme :

F (ϕ) = ||A · ϕ− b||2



140CHAPITRE 4. DÉFORMATION CONTINUE D’UN MODÈLE GÉOLOGIQUE

Il a ét́e d́emontŕe dans [Mal02] que cette solution existe et qu’elle est unique. Elle est
donńee par la relation suivante :

∂F (ϕ)

∂ϕ
= 0 ⇔ AT · A · ϕ = AT · b

Nous en d́eduisons la valeur deϕ :

ϕ = (AT · A)−1 · AT · b (4.14)

Dans l’impĺementation actuelle du solveur DSI, la matrice inverse(AT · A)−1 n’est
pas calcuĺee directement. La résolution de l’́equation4.14 se fait par une ḿethode
itérative de type Gauss-Seidel [Cog96, Mal02] ou plus ŕecemment pour traiter une
classe sṕecifique de probl̀emes par une ḿethode de type gradients conjugués [Lev01a].
Si la premìere ḿethode est plus lentèa converger vers la solution, elle permet en re-
vanche de prendre en compte un plus largeéventail de contraintes, comme des con-
traintesdynamiques(dont la valeur du vecteurAc varie à chaque it́eration) ou des
contraintesdures(des contraintes ińegalit́es, par exemple).

Respect des contraintes de d́eplacement

Chaque contrainteCi est d́efinie par un pointCi et un vecteur de d́eplacement∆Ci.
∆Ci est d́efini par une relation lińeaire reliant les vecteurs de déplacements∆Pi,j,k

des nœuds du maillage de contrôle.

∆Ci =
l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u) ·Bm

j (v) ·Bn
k (w) ·∆Pi,j,k

Nos inconnuesϕ(α) sont les valeurs des vecteurs de déplacement en chaque nœudPα

d’indicesi, j etk et nos donńees les vecteurs∆Ci. Les trois composantes∆P x
α , ∆P y

α ,
∆P z

α des vecteurs de déplacement́etant ind́ependantes, nous utiliserons une contrainte
par composante. En posant

Bα(u, v, w) = Bl
i(u) ·Bm

j (v) ·Bn
k (w)

nous obtenons :

∆Cν
i =

∑
α∈Ω

Bα(u, v, w) ·∆P ν
α =

∑
α∈Ω

Bα(u, v, w).ϕν(α)

Cetteéquation peut̂etre traduite sous la forme d’une contrainte DSI :∑
α∈Ω

Aν
c (α) · ϕν(α) = bν

c avecν = (x, y, z)
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en posant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aν
c (α) =

Bα(u, v, w)

ac

bν
c =

∆Cν
i

ac

a2
c =

∑
α∈Ω

(Bα(u, v, w))2

Si la fonction paraḿetrique utiliśee est l’interpolation trilińeaire, nous retrouvons la
définition de la contrainteFuzzy Control Point[Mal02].

4.5.3 Probl̀eme des auto-intersections

Problème

Si la d́eformation se fait̀a topologie constante dans le sens où elle ne modifie pas la
connectivit́e des nœuds des surfaces du modèle, elle ne garantit pas en revanche la non-
intersection des surfaces. Certaines configurations de contraintes peuvent engendrer
des intersections:

• Le vecteur d́eplacement sort de la zone d’influence de la contrainte. Des points
sont d́eplaćes dans une région qui n’est pas sous l’influence de la contrainte (cf.
figure4.16A) et pourront recouper des parties statiques du modèle.

• Les contraintes ne sont pas disjointes. Sur la figure4.16B, les points origines des
contraintes sont rapprochés et leurs vecteurs déplacement associés sont oppośes.
Une forte d́eformation du maillage de contrôle est ńecessaire pour pouvoir inter-
poler le fort gradient ŕesultant : des intersections sont alors possibles. Borrel et
Rappoport ont́et́e les premiers̀a étudier ce probl̀eme avec lesSCODEF[BR94].

• Les contraintes sont conflictuelles entraı̂nant une collision des cellules de mail-
lage de contr̂ole et en conśequence des intersections (cf. figure4.16C).

Dans le cadre du processus d’inversion tomographique, les vecteurs de perturba-
tion sont ŕegulìerement ŕepartis le long des surfaces du modèle et sont ǵeńeralement
de faible amplitude. Nous ne devrons pas a priori rencontrer de problèmes líesà des
contraintes de trop forte extension (cas 1) ou non disjointes (cas 2). De plus, la mi-
nimisation de la rugosité agit comme un facteur de régularisation de la forme du mail-
lage, ce qui ŕeduit les risques d’intersection. Toutefois, dans des zones du modèles
où les surfaces sont proches les unes des autres, des problèmes d’intersection liés à
des contraintes contradictoires ne sont pas exclus. Nous devons ajouter une contrainte
suppĺementaire pour garantir une déformation injective (une fonctionF : IRn 7→ IRn

est injective si quels que soientx1 et x2 éléments deIRn, leurs imagex′1 = F (x1) et
x′2 = F (x2) sont distinctes).
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A B C

Figure 4.16: Différentes configurations de contraintes entraı̂nant des intersections. A : Con-
trainte de trop grande extension. Le vecteur déplacement sort de la zone d’influence de la
contrainte (en griśe). B : contraintes non disjointes dont les vecteurs déplacement ont une
direction oppośee. C : contraintes conflictuelles.

Analyse de l’injectivit é de la d́eformation

Le style de la d́eformationD est donńe localement par la valeur que prend son détermi-
nant Jacobiendet(JD). La fonction de d́eformationD associèa tout pointX(x, y, z)
de l’espace origineIR3, son point imageX′(x, y, z) de l’espace d́eformé IR3.

X′(x, y, z) = D(X) = (Dx(x, y, z), Dy(x, y, z), Dz(x, y, z))

La matrice Jacobienne de la déformationJD estégaleà :

JD =


∂Dx

∂x
∂Dx

∂y
∂Dx

∂z

∂Dy

∂x

∂Dy

∂y

∂Dy

∂z

∂Dz

∂x
∂Dz

∂y
∂Dz

∂z


Le volume d’unélément infinit́esimal est́egalàdx.dy.dz avant d́eformation et est́egal

apr̀es d́eformationàdet(JD(x, y, z)).dx.dy.dz. Selon les valeurs prises localement par
ce d́eterminant, nous avons les possibilités suivantes :

• det(JD) > 0, certaines parties du volume paramétriques se chevauchent occa-
sionnant des intersections ;

• 0 < det(JD) < 1, la d́eformation correspond̀a une contraction du volume ;

• det(JD) > 1 la déformation correspond̀a une dilatation du volume.
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Sederberg et Parry ont ainsi défini dans [SP86] une classe de d́eformations pŕeser-
vant les volumes : ce sont des déformations dont le Jacobien est continûmentégalà 1.
De même, une fonction est injective si en tout point son Jacobien est strictement positif.
La fonction deD est la compośee de deux fonctions, une fonction de paramétrisation
P = H−1 et une fonction paraḿetriqueH ′.

Pour que la fonctionD soit injective, il faut que le Jacobien de chacune de ces deux
fonctions soit positif. Si les axesu, v, etw de la grille de contr̂ole sont parall̀eles aux
axesx, y et z respectivement, la matrice Jacobienne de la fonction de paramétrisation
est une matrice diagonale dont les coefficients sont positifs. Son déterminant est
donc positif. C’est le signe du JacobienJ ′ de la fonction de paraḿetrisationH ′ qui
va donc d́eterminer si nous nous plaçons dans cette configuration, l’injectivité de la
déformation.

J ′ =


∂H′

x

∂u
∂H′

x

∂v
∂H′

x

∂w

∂H′
y

∂u

∂H′
y

∂v

∂H′
y

∂w

∂H′
z

∂u
∂H′

z

∂w
∂H′

z

∂w


avec :

∂H

∂u
=

l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

dBl
i(u)

du
·Bm

j (v) ·Bn
k (w) ·P′

i,j,k

∂H

∂v
=

l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u) ·

dBm
j (v)

dv
·Bn

k (w) ·P′
i,j,k

∂H

∂w
=

l−1∑
i=0

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

Bl
i(u) ·Bm

j (v) · dBn
k (w)

dw
·P′

i,j,k

Cependant, le respect du signe du Jacobien ne peut pasêtre traduit sous la forme
d’une contrainte DSI. En effet, l’expression du déterminant Jacobien ne s’écrit pas
sous la forme d’une relation linéaire du d́eplacement des nœuds de contrôle.

Régularisation du maillage de contr̂ole

Le respect du signe du Jacobien n’étant pas transposable en terme de contrainte DSI,
nous utiliserons une condition plus restrictive pour garantir l’injectivité de la d́eforma-
tion. Une condition suffisante mais non nécessaire consisteà emp̂echer les cellules du
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maillage de se recouper (cette condition n’est pas nécessaire car un maillage dont les
cellules s’entrecoupent ne conduit pas forcémentà une intersection).

La minimisation du crit̀ere de rugosit́e contribue d́ejà à la ŕegularisation du mail-
lage en ŕeduisant au mieux les variations des déplacements des nœuds du maillage
de contr̂ole. Cependant, ce critère de rugosit́e ne s’applique pas̀a la positionX′ des
nœuds apr̀es d́eformation mais̀a leur d́eplacementϕ = ∆X. Nous devons donc plutôt
chercher̀a minimiser pour chaque nœudα du maillage, le terme :

R(X′/α) = σ2(α) · ||X′(α)− 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

X′(β)||2

où, pour rappel,Λ(α) est l’ensemble des nœuds connectés au nœudα et σ(α) =
card(Λ(α)). Pour cela, nous pouvons définir pour chaque nœudα trois contraintes,
une contrainte par composanteXν′(α), ν = (x, y, z) de son vecteur positionX′(α),
telles que :

Xν′(α)− 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

Xν′(β) ' 0

Xν(α) + ϕν(α)− 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

Xν(β) + ϕν(β) ' 0

ϕν(α)− 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

ϕν(β) ' 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

X(β)−Xν(α)

Toute contrainte DSI s’écrivant sous la forme
∑
α∈Ω

Aν
c (α) · ϕν(α) = bν

c , nous avons :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aν
c (β) =



1

ac

si β = α

−1

ac · σ(α)
si β ∈ Λ(α)

0 sinon

bν
c =

1

ac

·

 1

σ(α)
·

∑
β∈Λ(α)

X(β)−Xν(α)


a2

c =
σ(α) + 1

σ(α)
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A B

C D

Figure 4.17: A : Déformation d’un mod̀ele synth́etique compośe de trois surfacesS1 : z = 0,
S2 : z = −5 + 0.25.x2 et S3 : z = −8. Des vecteurs de déformation sont attach́esà ces
trois surfaces pour les d́eplacer verticalement de 10, 6 et 8 respectivement. Le point milieu
de la surfaceS3 est contraintà se d́eplacer verticalement de 20. B : Après d́eformation,
la surfaceS2 recoupe la surfaceS3. Le m̂eme mod̀ele apr̀es application de la contrainte de
régularisation (le poids relatif de la contrainte estégalà 20) ou d’homoǵeńeité (le poids relatif
de la contrainte est́egalà 1 pour les trois axes de la grille). En fixant le poids de cette dernière
contrainteà 40, nous obtenons une grille quasiment régulìere mais au d́etriment du respect
des vecteurs de déformation.

Remarquons que si la grille initiale est régulìere (les pas selon les directionsu, v
et w de la grille sont constants), alors le termebν

c de la contrainte est nul. Pouréviter
des effets de bords, nous n’appliquerons cette contrainte de régularisation que sur les
nœuds internes de la grille dont le voisinage contient 6 nœuds.

Nous pouvons modifier cette contrainte en limitant le voisinageΛ(α) de chaque
nœudα à ses deux voisins selon l’axeu, v ou w du maillage de contrôle. Cette nou-
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A B

Figure 4.18: Une d́eformation injective pour un modèle lisse peut engendrer des intersections
si elle est appliqúeeà un mod̀ele discret dont le maillage est trop grossier.

velle contrainte est similairèa la contrainte d’homoǵeńeité introduite par Mugerin pour
la construction de grilles faillées [MC99]. Cette contrainte peut̂etre utiliśee quand les
vecteurs de d́eformation sont orientés globalement selon une direction de la grille de
contr̂ole. C’est le cas, par exemple, des vecteurs de perturbation calculés à chaque
itération de l’algorithme d’inversion tomographique de la CGG : ces vecteurs sont
tous verticaux. En installant trois contraintes d’homogéńeité avec un facteur de certi-
tude diff́erent, une contrainte pour chaque axe de la grille, nous pouvons aussi moduler
la régularisation en priv́eligiant un axe de la grille par rapport aux deux autres.

Les figures4.17A, 4.17B, 4.17C et 4.17D illustrent les effets des contraintes de
régularisation et d’homoǵeńeité sur un maillage.

Remarque

La condition de non-intersection est valide pour un modèle lisse dont la densité du
maillage est infinie. Si la triangulation des surfaces du modèle est trop grossière, nous
pouvons obtenir des intersections alors que la déformation est a priori injective (cf.
figure4.18). Une solution possiblèa ce probl̀eme consistèa densifier le maillage dans
les zones de forte courbure après d́eformation, comme le fait par exemple [Gai00].

4.5.4 Autres contraintes

D’autres contraintes peuventêtre ajout́ees pour contr̂oler au mieux la d́eformation.
Cette liste n’est pas exhaustive, la souplesse de l’interpolateur DSI permettant de
prendre en compte un grand nombre de contraintes, même contradictoires1.

Respect des limites du mod̀ele

Nous aimerions autant que possible que la déformation du mod̀ele se fasse dans les
limites de sa bôıte englobante. Au pire, nous voulons que les extensions latérales du

1Elles seront alors dans ce cas respectées au mieux dans le sens des moindres carrés.
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Figure 4.19: Respect des limites de la boı̂te englobante : les nœuds des faces sont contraints
à se d́eplacer dans un plan, les nœuds des arêtes sont contraints̀a se d́eplacer le long d’une
droite et les nœuds des coins sont fixés.

mod̀ele soient pŕeserv́ees. La bôıte est ǵeńeralement un parallélépip̀ede rectangle dans
le cadre de l’inversion tomographique. Une fonction de Bézier (ou B-Spline) inter-
polant une grille plane par un plan, une ligne polygonale par une droite, il est alors
possible de contraindre les nœuds en bordure du maillageà se d́eplacer le long des
faces et des arêtes de la bôıte englobante (cf. figure4.19).

Si les axesu, v etw sont parall̀eles aux axesx, y et z, la d́efinition des contraintes
est triviale. Il suffit simplement de fixer une composante (pour un déplacement le
long d’une face), deux composantes (pour un déplacement le long d’une arête) ou trois
composantes (pour fixer un nœud des coins) des vecteurs de déplacement.

Si la bôıte englobante n’est pas orientée le long des axesx, y, z, il est possible
d’utiliser des contraintes planaires et directionnelles, deux types de contraintes DSI
déjà impĺement́es dans le logicielGOCAD . Elles font partie d’une classe particulière de
contraintes appelées contraintesdures. Le vecteur de d́eplacement est tout simplement
projet́e apr̀es chaque it́eration de DSI sur le plan ou la ligne correspondante.

Respect de la ǵeométrie d’une faille

Le géologue peut choisir de ne pas modifier la géoḿetrie d’une ou plusieurs failles
quand :

• ces failles ont́et́e construites avec une autre méthode que celle utiliśee pour as-
sembler les autres surfaces du modèle et le ǵeologue est certain de leur géoḿetrie ;

• elles sont sub-verticales et n’ont pas besoin d’être modifíees ;
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surface de faille
 rigide et fixe

α

ϕ∗(α) ϕ(α)

x,y

z

A B

Figure 4.20: A : Le glissement des horizons le long de failles fixes peutêtre assuŕe en
projetant les vecteurs de déplacementϕ(α) sur la surface de faille. B : Le d́eplacement de part
et d’autre d’une faille fixe peut̂etre rendu discontinu eńeliminant les cellules traversées par
la faille.

• le géologue veut simuler un glissement de couche le long de ces failles.

Pour pŕeserver la coh́erence du mod̀ele, les horizons en contact avec ces failles doivent
y rester colĺes apr̀es d́eformation du mod̀ele. Il serait alors int́eressant de contraindre
la déformation de manièreà simuler le glissement de ces horizons le long des failles
fixes. Les vecteurs de déformation calcuĺes au niveau des nœuds en contact avec les
failles fixes, doivent̂etre corriǵes de manìereà garantir un d́eplacement des nœuds le
long de ces failles (cf. figure4.20A) :

X′(α) = X(α) + ϕ(α) =⇒ ϕ(α) ' projF{X(α) + ϕ(α)} −X(α)

Cette correction peut̂etre facilement traduite sous la forme d’une contrainte compré-
hensible par l’interpolateur DSI [Mal02]. Massot [Mas02] utilise cette contrainte dans
un but similaire pour simuler le glissement de couches dans son outil de restauration
3D.

Le géologue peut d́esirer un d́eplacement discontinu de part et d’autre d’une faille
fixe. La minimisation du crit̀ere de rugosit́e a tendancèa lisser la valeur des déplace-
ments et s’oppose donc au calcul d’un champ de vecteurs de déplacement discontinu.
Comme ce crit̀ere d́epend de la connectivité des nœuds du maillage de contrôle, il
faut donc retirer les cellules du maillage intersectées par une faille fixe. Ainsi, deux
nœuds sitúes de part et d’autre de ces failles sont déconnect́es, ce quíelimine l’effet
moyennant de la rugosité (cf. figure4.20B).

4.6 Conclusion

Nous avons impĺement́e un outil qui permet de mettrèa jour automatiquement un
mod̀ele ǵeologique moyennant le respect d’un nombre fini de vecteurs de perturba-
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tion régulìerement ŕepartis le long des horizons du modèle. La d́eformation se fait̀a
topologie constante, préservant ainsi la cohérence du mod̀ele ǵeologique. Cet outil
dérive des techniques de déformation de formes libres par manipulation directe : le
mod̀ele ǵeologique est plonǵe dans un volume paramétrique dont la ǵeoḿetrie est
contr̂olée par un maillage hexaédrique et une fonction paramétrique. Toute modifi-
cation du maillage est suivie d’une déformation du mod̀ele. Le calcul de la nouvelle
conformation de la grille qui va permettre de respecter au mieux les vecteurs de per-
turbation se fait en utilisant la ḿethode DSI. L’int́er̂et de l’interpolateur DSI dans le
cadre de notre problème est multiple :

• Les vecteurs de perturbations sont régulìerement ŕepartis sur les horizons selon
une grille. La minimisation du critère de rugosit́e garantit une d́eformation pour
que la trame de cette grille ne soit pas visible après d́eformation du mod̀ele.

• Elle régularise la forme du maillage de contrôle, ce qui ŕeduit les risques d’inter-
sections entre les surfaces du modèle.

• Elle est bien adaptéeà la ŕesolution de l’inversion de la tomographie sismique.
Le mod̀ele de vitesse a une résolution de l’ordre de la centaine de mètres : les
corrections ǵeoḿetriques effectúeesà chaque it́eration sont du m̂eme ordre. Un
maillage de contr̂ole peu dense (environ une dizaine de nœuds dans les trois
directions de l’espace) est alors suffisant.

• Il est facile de contr̂oler la d́eformation en ajoutant des contraintes supplémen-
taires sur les vecteurs de déplacement estiḿes en chaque nœud du maillage.

En revanche, cet outil ne peut pasêtre utiliśe pour modifier de manière interactive
un mod̀ele ǵeologique ou une surface isolée. En effet, la minimisation du critère de ru-
gosit́e sur laquelle repose la méthode DSI a comme conséquences sur la déformation :

• La déformation est globale quelle que soit la fonction paramétrique utiliśee
(Bézier, B-Spline, interpolation trilińeaire). En effet, la minimisation du critère
de rugosit́e se traduit par la propagation des vecteurs de déplacement calculés en
quelques nœuds sur l’ensemble du maillage.

• Si un seul vecteur contrainte est donné, la d́eformation ŕesultante est une transla-
tion de l’objet selon ce vecteur, ce qui n’a aucun intér̂et. La solution donńee par
la pseudo-inverse, minimisant le déplacement des nœuds de la grille de contrôle
est donc plus adaptée pour les manipulations interactives.

• La vitesse de convergence de DSI est assez lente quand le nombre de contraintes
est faible par rapport̀a la densit́e du maillage.

Cet outil pourrâetre ult́erieurement aḿelioré en ajoutant des informations supplé-
mentaires sur la d́eformation. Les vecteurs de perturbations fixent pour un point donné
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sa nouvelle position. Mais il est aussi possible d’avoir une estimation de la normale en
ce point. Cette information peutêtre utiliśee comme contrainte supplémentaire pour
définir la d́eformation.



Conclusion

Bilan

Le mod̀ele volumique est un outil utile au géologue ṕetrolier pour l’́etude et l’exploi-
tation d’un gisement de pétrole ou de gaz. De par la nature des données disponibles
(nuages de points et coupes géologiques extraits de la sismique, marqueurs de puits),
la construction d’un mod̀ele volumique passe d’abord par l’assemblage d’un modèle
structural surfacique. Une représentation des modèles par leurs frontières, c’est-̀a-dire
par un ensemble de surfaces jointives, s’impose donc naturellement.

Un mod̀ele ǵeologique est un objet qui est constamment amenéà évoluer au fur et̀a
mesure que de nouvelles données sont disponibles et que de nouvelles interprétations
sont propośees. La modification d’un modèle volumique d́ecrit par ses frontières a
pour corollaire le respect d’un certain nombre de contraintes topologiques (les sur-
faces ne doivent pas s’intersecter sauf au niveau de leurs bords, les surfaces doivent
être jointives...) ou ǵeologiques (les horizons doivent se terminer sur les failles, un
horizon ne doit pas recouper un autre horizonà moins d’̂etre une surface d’érosion ou
la limite d’un corps intrusif, ...) pour garantir la cohérence du mod̀ele. Euler [Eul99]
a propośe dans sa th̀ese, plusieurs outils pour modifier la géoḿetrie et la topologie de
mod̀eles ǵeologiques comme par exemple, l’outil de retrait de cicatrices ou encore les
algorithmes de d́ecoupage exact et de découpage contraint. Toutefois, ces méthodes
entrâınent une retriangulation importante des interfaces du modèle, ce qui peut̂etre
contre-indiqúe pour certaines applications.

Pour ŕepondrèa ce premier point, nous avons défini un nouvel objet dans le cha-
pitre 3, les Trimmed-TSurfs. Une Trimmed-TSurf est une transposition du concept
des “trimmed-surfaces” paramétriques [Far87] aux surfaces triangulées : c’est une sur-
face trianguĺee subdiviśee en plusieurs régions par un ensemble de lignes polygonales
closes traćees sur la surface. Les régions d’une Trimmed-TSurf sont constituées cha-
cune d’un ensemble de triangles et de parties de triangles délimité par une ou plusieurs
lignes.

Nous avons d́ecid́e d’utiliser les Cartes Ǵeńeraliśees Híerarchiques̀a la fois pour la
description et l’implantation des Trimmed-TSurfs. Une Trimmed-TSurf est composée
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de trois niveaux emboı̂tés de G-Cartes :

• La Toile traduit la d́ecomposition de la surface en cellules. Elle est décrite par 2-
G-Carte. C’est̀a ce niveau qu’est d́efini le plongement de la surface, c’est-à-dire
sa ǵeoḿetrie ainsi que toutes les propriét́es qui lui sont attach́ees.

• La Trimming-Line fait la synth̀ese de toutes les relations topologiques (intersec-
tions, contacts bord-contre-surface) partagées avec les autres surfaces du modèle
auquel appartient la Trimmed-TSurf. Elle est aussi décrite par une 2-G-Carte.
La Trimming-Line peut̂etre vue comme un modèle 2D plonǵe ǵeoḿetriquement
et topologiquement dans la Toile. Chaque région de ce mod̀ele est en correspon-
dance avec une région de la Trimmed-TSurf : les bords des polygones de la
Trimming-Line sont des lignes polygonales closes et simples qui sont utilisées
pour d́efinir les frontìeres des ŕegions de la Trimmed-TSurf.

• Le Cadre fait la synth̀ese des relations d’adjacence existant entre les régions
des Trimmed-TSurfs d’un m̂eme mod̀ele. Il est d́ecrit par une 3-G-Carte. Il est
compośe d’autant de sous-unités (2 polygones accolés et soud́es par des liens
α3) que de ŕegions : il est en cela semblable au Cadre d’une surface composée
de plusieurs parties connexes. Du point de vue du Cadre, une Trimmed-TSurf
est donc d́ecouṕee en plusieurs parties alors que sa triangulation n’a pasét́e
modifiée.

Ainsi, une Trimmed-TSurf peut̂etre vue comme une extension des Cartes Géńeraliśees
hiérarchiques par l’ajout d’un troisième niveau de G-Cartes pour décrire la partition de
la surface triangulée en sous-parties virtuelles.

Pour retrouver les cellules incluses dans une région d’une Trimmed-Tsurf, nous
avons mis au point une ḿethode purement combinatoire utilisant les relations topolo-
giques reliant les cellules de la Trimming-Line aux cellules de la Toile. L’algorithme
que nous proposons est géńerique : il permet d’acćeder à un brin par cellule de
l’int érieur d’une ŕegion donńee, et ce, quelle que soit la dimension des cellules que
nous voulons retrouver. Cet algorithme peutêtre interfaće de manìereà manipuler des
sommets, des arêtes et des triangles et non des brins, ce qui rend ainsi son emploi plus
facile pour l’utilisateur.

Chaque ŕegion de Trimmed-TSurf est associéeà une sous-unité du Cadre et peut
donc être vue comme une partie virtuelle de la surface. En assemblant les Cadres
de ŕegions jointives le long d’une frontière, nous pouvons construire un modèle 3D.
La miseà jour de ce mod̀ele est facilit́ee car leśetapes de retrait de cicatrices et de
découpage ne sont plus nécessaires. Seules les informations topologiques d’inter-
section ou de contact, décrites par la Trimming-Line, sont̀a red́efinir apr̀es chaque
modification du mod̀ele.



CONCLUSION 153

L’utilisation des Trimmed-TSurfs a cependant un coût par rapport̀a celle de sur-
faces d́ecouṕees en plusieurs sous-surfaces :

• La Trimming-Line doitêtre stocḱee en ḿemoire ainsi que les relations topologi-
ques la reliant̀a la surface.

• L’int érieur d’une ŕegion donńee doitêtre recalcuĺe à chaque reqûete sur cette
région.

Il serait donc plus approprié d’utiliser ce type de mod̀ele comme mod̀ele “brouillon”.
Une fois un ŕesultat satisfaisant obtenu, le modèle “brouillon” peutêtre alors trans-
formé en un mod̀ele “dur” (un mod̀ele dont les ŕegions sont d́efinies par un ensemble
de surfaces jointives) par conversion des régions de Trimmed-TSurfs qui le composent
en surfaces triangulées.

Les logiciels d’inversion tomographique sismique de la CGG ont quantà eux leurs
contraintes propres.̀A chaque it́eration du processus d’inversion, le modèle ǵeologique
qui décrit la topologie et la ǵeoḿetrie du mod̀ele de vitesse doit̂etre misà jour, moyen-
nant le respect d’un nombre fini de vecteurs de perturbation. Cette modification doit se
faire contin̂umentà topologie constante de manièreà ne pas avoir̀a red́efinir à chaque
itération, les param̀etres de contr̂ole du mod̀ele de vitesse.

Pour ŕepondreà ce second point, nous avons implanté un outil d́erivé des outils
de d́eformations de formes libres par manipulation directe. Le modèle ǵeologiqueà
déformer est plonǵe dans un volume paramétrique dont la ǵeoḿetrie est contr̂olée à
la fois par une grillèa maillage hexáedrique et par une fonction paramétrique. Cette
fonction fait le lien entre la position de tout point appartenant au volume paramétrique
(ou de tout point plonǵe dans ce volume) avec la conformation des nœuds de la grille
de contr̂ole : toute modification de la grille entraı̂ne une d́eformation du mod̀ele
géologique. Nous utilisons l’interpolateur DSI pour calculer la conformation de la
grille qui permet de respecter aux mieux les vecteurs de déformation. L’int́er̂et de
l’interpolateur DSI est multiple par rapportà d’autres ḿethodes pour la résolution de
notre probl̀eme :

• Nous obtenons une solution unique qui respecte au mieux, au sens des moindres
carŕes, les vecteurs de perturbation et qui minimise un critère de rugosit́e : le
champs de vecteurs de déformation est le plus lisse possible.

• Dans les logiciels d’inversion tomographique de CGG, ces vecteurs de pertur-
bation sont calculés en des nœuds régulìerement ŕepartis sur les surfaces des
mod̀eles. La minimisation du critère de rugosit́e permet de gommer le plus pos-
sible la trame de ces vecteurs.
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• La minimisation du crit̀ere de rugosit́e permet aussi de régulariser le maillage de
la grille, ce qui ŕeduit les risques d’intersection entre les surfaces du modèle à
déformer.

• La souplesse de l’interpolateur permet d’intégrer de nombreuses contraintes qui
pourrontêtre utiliśees pour contr̂oler au mieux la ǵeoḿetrie du mod̀ele (respect
de donńees de pendage, respect du volume des couches géologiques...).

Perspectives

Actuellement, nous ne prenons pas en compte les relations topologiques de contact
bord-contre-surface pour construire les Trimmed-TSurfs mais uniquement des inter-
sections franches. Les travaux futurs sur les Trimmed-TSurfs devront aller dans cette
direction.

Les applications des Trimmed-TSurfs ne se limitent pasà la construction de mo-
dèles 3D. Elles peuvent̂etre aussi utiliśees pour ŕealiser des coupes dans un modèle
géologique. Ces coupes ne se restreignent pasà un simple plan vertical mais peuvent
s’appuyer sur des surfaces de formes quelconques. De telles coupes peuvent constituer
un support int́eressant pour réaliser un outil de manipulation interactive de modèles 3D.
Les surfaces d’un modèle sont modifíees au travers de la manipulation de leurs traces
sur la coupe ǵeologique.

Notre outil de d́eformation de formes libres ne peut pasêtre utiliśe pour modi-
fier interactivement un modèle ǵeologique ou une surface isolée. Si un seul vecteur
de d́eplacement est donné, la transformation résultante est une translation. C’est une
conśequence de la minimisation du critère de rugosit́e. L’utilisateur pŕefererait une
déformation lisse mais localisée. L’implantation d’un autre solveur (calcul de la pseudo-
inverse) serait plus adapté à ce probl̀eme.
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ventionnelle. Thèse de doctorat, INPL, Nancy, 2000.

[KMMTT92] P. Kalra, A. Mangili, N. Magnenat-Thalmann et D. Thalmann. Simu-
lation of facial muscle actions based on rational free form deformations.Com-
puter Graphics Forum (EUROGRAPHICS ’92 Proceedings), 11, 3, pp 59–69,
1992.



BIBLIOGRAPHIE 159

[KM95] Subodh Kumar et Dinesh Manocha. Efficient rendering of trimmed NURBS
surfaces.Computer-Aided Design, 27, 7, pp 509–521, 1995.

[Kum96] S. Kumar. Surface Triangulation: A Survey. Rapport technique, Department
of Computer Science, University of North Carolina, 1996.

[Lam94] K. Lamboglia. Modélisation Volumique de Surfaces Non-Manifold. Thèse
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