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Résumé

Dans le domaine de la modélisation 3D, I'objectif est de définir des moyens de
représenter une réalité physique par des objets informatiques. Afin de permettre
des simulations de phénomenes physiques, le modele informatique doit représenter
non seulement la forme des objets concernés, mais aussi des propriétés physiques
attachées a ces objets.

La modélisation 3D s’appuie sur deux principales familles de méthodes. L’une
de ces familles de méthodes, appelée souvent “courbes et surfaces”, se fonde
sur une représentation des objets & modéliser par des fonctions (le plus souvent
polynomiales). L’autre famille de représentations consiste a discrétiser les objets
en cellules (sommets, segments, polygones, polyedres ...). Nous étudions ici les
problémes liés a ce dernier type de représentation discrete des objets, ainsi que
ses relations avec les “courbes et surfaces”. En utilisant le formalisme offert par
la Topologie, une branche moderne des mathématiques, nous allons étudier les
problemes suivants:

e Définir des structures de données efficaces pour représenter la décomposition
des objets en éléments discrets.

e Générer et éditer interactivement des objets, de maniere a respecter des
données ainsi que des contraintes globales concernant la forme des objets.

e Construire une paramétrisation sous contraintes d’une surface triangulée,
afin de pouvoir facilement lui associer des valeurs.

Le premier point sera traité en utilisant certains résultats de topologie com-
binatoire, et les deux derniers seront étudiés en termes d’homéomorphisme et de
transformation continue.

Nous présenterons également plusieurs applications de ces méthodes, permet-
tant de résoudre des problemes de modélisation en géologie numérique. Par
exemple, nous montrerons comment modéliser de maniere précise les variations
de porosité de la roche a l'intérieur d’un réservoir naturel. Des applications
possibles de nos méthodes a I'image de synthese et au placage de textures seront
également évoquées.
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Abstract

In the realm of 3D modeling, the principal purpose is to define new models,
enabling physical objects to be represented by computer science objects. In order
to perform physical simulations involving those objects, they should be provided
not only with a geometrical description, but also with physical properties attached
to them.

Two main approaches to 3D modeling exist. The first one, often referred
to as “curves and surfaces”, consists in representing the objects by mathemati-
cal functions (mostly polynomials). The other family of approaches consists in
decomposing the objects into cells (i.e. vertices, segments, polygons, polyhedra

..). This work focuses on this latter kind of representation, and to the issues
raised by such a discrete setting. The relations with “curves and surfaces” meth-
ods will be discussed as well. By using the formalism provided by Topology, a
recent branch of mathematics, we will study the following issues:

e Defining efficient data structures enabling the decomposition of objects into
discrete elements to be represented.

e Interactively generating and editing objects while respecting data as well
as global shape constraints.

e Constructing a parameterization of a triangulated surface under constraints,
in order to paint it with dense scalar fields.

The first point will be treated by using results from combinatorial topology,
and the two other ones will be studied in terms of homeomorphisms and contin-
uous maps.

We will present several possible application of the method, making it possible
to solve 3D modeling problems in numerical geology. For instance, it will be
shown how to accurately model the variation of rock porosity within a natural
reservoir. Other possible applications of our methods to computer graphics and
to texture mapping will be also described.
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Introduction

Modélisation 3D en géosciences

Cette these s’inscrit dans le domaine de la modélisation 3D, dont 1’objectif est de
définir des outils pour représenter des objets tridimentionnels a ’aide de I'outil in-
formatique. Plus précisément, dans le cadre de ce travail, nous nous intéresserons
a une classe de problemes posés dans le cadre de la modélisation du sous-sol,
encore appelée géo-modélisation. Avant de décrire le contexte théorique dans
lequel s’inscrit notre approche, nous allons donner une idée des problemes de
modélisation qui se posent en géologie numérique.

Notre étude, co-financée par Gaz de France et par le C.N.R.S.!, s’inscrit dans
le cadre du projet Gocad?. L’objectif de ce projet est la mise au point d’'un en-
semble d’outils informatiques permettant de réaliser un modeleur 3D adapté au
monde de la géologie. Dans le domaine de la modélisation géologique, nous nous
intéressons & une zone du sous-sol, appelée la zone d’intérét (ou encore le domaine
d’étude). Cette zone du sous-sol va étre représentée par un ensemble de struc-
tures informatiques, permettant de représenter les frontieres entre les différentes
couches géologiques, et de représenter des propriétés physiques attachées a ces
couches géologiques (telles que la porosité des roches, leur perméabilité, la nature
des roches ... ).

C’est ce dernier aspect qui a suscité I'intérét de Gaz de France , commanditaire
de cette étude. Plus précisément, a I’origine du projet, un des objectifs de Gaz de
France est d’étudier les possibilités d’utiliser des structures géologiques naturelles
pour stocker du gaz dans le sous-sol. Ainsi, une couche de gres poreux surmontée
d’une couche d’argile imperméable peut constituer un piege naturel dans lequel il
est envisageable de stocker du gaz. Lors d'une telle opération, il est nécessaire de
connaitre le mieux possible la structure du réservoir, amené a se vider I’hiver et a
se remplir ’été de tres nombreuses fois durant la vie du stockage. La localisation
et la maniere dont le gaz mobilisable se déplace sont essentiels a connaitre pour en
optimiser le développement et le fonctionnement. En utilisant une représentation

ICentre National de la Recherche Scientifique
Zhttp:/ /www.ensg.u-nancy.fr/GOCAD/
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de la perméabilité de la roche, des méthodes de simulation numérique permettent
d’estimer avec quelle efficacité une structure géologique pourrait jouer le role de
réservoir naturel. Ces méthodes ont pour objectif de connaitre la quantité de gaz
stockable ainsi que efficacité avec laquelle du gaz pourra étre soutiré (I’hiver) ou
injecté (1'été). Les mémes simulateurs d’écoulements sont également utilisés par
les entreprises pétrolieres, afin de prédire la production de pétrole d’un puits.

Afin de comprendre la structure du sous-sol, et a défaut de pouvoir en traduire
toute la complexité, les géologues considerent un découpage de la zone d’intérét
en couches géologiques, ou la nature de la roche est homogene. Les interfaces
entre ces couches géologiques définissent la structure géométrique du sous sol, et
jouent pour cette raison un role prépondérant dans le processus de modélisation.
Ces interfaces sont de deux types : les horizons, surfaces plutot horizontales
(comme leur nom l'indique), correspondent & la zone de contact entre deux
couches géologiques, et les failles sont des zones de rupture, causées par de-
scontraintes mécaniques que les couches ont subies. De part et d’autre de ces
interfaces, les propriétés des roches peuvent varier de maniere tres brutale et dis-
continue. Elles peuvent constituer une barriere a I’écoulement du gaz. C’est ce qui
rend également le domaine des parametres géologiques tres difficile & modéliser.
Ces différentes structures étant souterraines, il est a la fois tres difficile et tres
cotiteux d’obtenir des données permettant de les modéliser. Les données en ques-
tion sont essentiellement de deux types :

e Les données de puits, échantillonées le long de courbes correspondant a
des forages. Ces données fournissent une information exacte sur la pro-
fondeur des différentes couches géologiques (dans certains cas, le vecteur
normal a chaque couche est également disponible). Ces données, de nature
ponctuelle, sont en général peu nombreuses, mais relativement fiables, car
résultant d'un processus direct d’acquisition.

e Les données sismiques, obtenues en déclenchant une explosion et en enre-
gistrant les vibrations a l'aide de microphones spéciaux. Apres regroupe-
ment, ces données sont disponibles sous la forme d’un cube, discrétisé en
voxels. Des logiciels appelés des stations dinterprétation sismiques permet-
tent d’extraire des nuages de points de ces cubes de données, correspondant
aux horizons. En général, ces nuages de points couvrent globalement le do-
maine d’étude, mais sont beaucoup moins fiables que les données de puits.
Ceci est du a la longue chaine de traitement entre les capteurs et le cube
sismique, qui nécessite de plus une connaissance a-prior: de la vitesse de
propagation des ondes sismiques dans le domaine d’étude.

Dans le cadre du projet Gocad, des méthodes ont été définies par Mallet dans
[Mal89, Mal92, Mal99] pour construire des surfaces triangulées passant exacte-
ment par les données de puits, et approximativement par les horizons extraits
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des données sismiques. A partir de ces surfaces, notre objectif est de mettre
au point un nouveau type de support géométrique, permettant de modéliser
précisément la variation d’une propriété physique sur le domaine d’étude. Ce
support géométrique devra respecter précisément les horizons et les failles du
modele, et devra offrir des possiblités d’édition interactive.

La topologie: un formalisme pour la modélisation
3D

Dans un contexte plus général, la définition d’'un support géométrique est un
probléeme de modélisation tridimensionnelle. Cette derniere thématique de recher-
che a connu de nombreux développements ces dix dernieres années, dus a la fois
aux grands progres technologiques réalisés dans le domaine de la puissance brute
des ordinateurs, mais surtout a une meilleure maitrise des structures de données
et algorithmes associés. Plus précisément, notre theme de recherche concerne
la topologie algorithmique®, une nouvelle discipline introduite pour la premiere
fois par Dey, Edelsbrunner et Guha lors de la conférence Computational Geom-
etry - Ten Years After [DEG96]. Dans leur article, ces auteurs définissent cette
thématique comme pouvant regrouper sous un formalisme cohérent différentes
recherches en cours dans plusieurs disciplines. L’ensemble des disciplines con-
cernées compte par exemple la synthese d’images, la génération de maillages, la
cartographie, la modélisation volumique, ou encore le traitement d’images. Dans
toutes ces disciplines, lorsque nous approfondissons I’étude de certains problemes,
les mémes questions fondamentales ne cessent d’étre soulevées. Certaines de ces
questions concernent la géométrie des problemes, a savoir la position et la forme
des objets mis en jeu, et ont été tres bien étudiées dans 'abondante littérature
concernant ce sujet, comme nous le verrons plus loin. D’autres questions vont
concerner les notions moins connues de connectivité, de continuité, ou encore
de transformation de 'espace. Ces dernieres notions sont également liées a la
géométrie des probléemes, mais d’une maniere plus indirecte. Ce sont des notions
dites topologiques, qui caractérisent les objets en termes de voisinages et connexité
plutét qu’en termes de géométrie.

Datant de la fin du XVIII®" siecle, la topologie est une branche relative-
ment récente des mathématiques [Ago76]. Fondée sur un nombre d’axiomes tres
faible, elle forme un édifice cohérent, pouvant étre défini de maniere relativement
indépendante du reste des mathématiques. Intuitivement, la topologie peut étre
considérée comme la science des objets en pate a modeler, car elle se préoccupe
des caractéristiques de ces objets invariantes par rapport a un certain type de
déformations continues de 'objet considéré. Par exemple, comme nous le mon-

3computational topology
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C D

Figure 1: La topologie peut étre considérée comme la science des objets en pate a
modeler. Pour le spécialiste de ce domaine, une tasse a café (A) et un beignet (D)
sont deuxr objets équivalents, car il est possible de passer de l'un a l'autre par une
transformation continue appelée un homéomorphisme. Ainsi, la topologie s’intéresse
aux caractéristiques des objets invariantes par un homéomorphisme.

trons Figure 1, du point de vue de la topologie, une tasse a café et un beignet
sont deux objets équivalents, car il est possible de passer de I'un a I'autre par une
transformation continue. Cette derniere transforme le trou du tore en I'anse de la
tasse. Ainsi, le nombre de trous® d’un objet est une caractéristique topologique
(une transformation qui boucherait un trou n’est pas autorisée par la topologie).

Le point de vue défendu par Dey, Edelsbrunner et Guha dans [DEG96] im-
plique une prise en compte de ce type de considérations, d’ordre purement topolo-
gique, comme une problématique a part entiere, a séparer des considérations
d’ordre géométrique (méme si les relations entre les deux peuvent étre étudiées
par la suite).

Dans le contexte scientifique de la modélisation 3D par ordinateur, Weiler
[Wei84] a été I'un des premiers a mentionner I'importance de la topologie en tant
que discipline a part entiere. Il a décrit des structures combinatoires permettant
de représenter des surfaces discrétisées en polygones. Malheureusement, bien qu’il

41] existe en réalité plusieurs types de trous. En topologie, le trou d’un tore est en fait appelé
une anse.
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Figure 2: Exemples d’objets représentés dans le géomodeleur Gocad. A: Modéle 3D
du sous-sol. B: Un autre modéle 3D, pour lequel nous montrons la subdivision de la
frontiére de l'une des régions en polygones, arétes et sommets. C: Grille 3D structurée,
dont les cellules sont des hexaédres; D: Grille 8D non structurée, dont les cellules sont
des polyédres quelconques.

ait démontré plusieurs propriétés mathématiques pour la structure qu’il a définie,
elle reste tres éloignée des autres notions mathématiques relatives a la topologie.
Il est vrai que la topologie est une branche des mathématiques impliquant un
formalisme relativement complexe ainsi que des notions tres abstraites. C’est
pourquoi certaines recherches effectuées en informatique ont eu malheureusement
pour effet de réinventer d’une maniere moins bien formalisée certains résultats
déja connus. Néanmoins, la topologie est également une discipline bénéficiant
d’une axiomatique particulierement compacte, ce qui la rend facilement applica-
ble dans un contexte informatique. Ce dernier aspect a été exploité par Lienhardt
[Lie88, Lie94], qui définit un ensemble de structures combinatoires décrivant la
discrétisation des objets.
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Dans le cadre de notre étude, dont I'objectif est de mettre au point un nou-
veau support pour la modélisation de propriétés physiques, nous nous proposons
de traiter certains points du programme de recherche proposé par Dey, Edels-
brunner et Guha dans [DEG96]. Dans le domaine de la géologie numérique,
les utilisateurs s’intéressent a un volume 3D représentant une certaine partie
du sous-sol. Ce volume 3D, appellé aussi zone d’intérét, est partitionné en
plusieurs zones volumiques, appelées des régions, qui correspondent aux couches
géologiques au sein d’un méme compartiment (voir Figure 2-A). Ces régions sont
elles mémes représentées par leur frontiere, c’est-a-dire par un ensemble de sur-
faces appelées des interfaces, qui correspondent aux limites entre les couches
géologiques (les horizons) et aux failles. Les interfaces sont représentées dans Go-
cad par des surfaces discrétisées en polygones (voir Figure 2-B). Afin d’effectuer
différents calculs numériques, les régions d’un modele vont étre munies de valeurs
numériques, définies en tous points de l’espace, correspondant a des valeurs
physiques modélisées (par exemple la porosité, la perméabilité, la température

..). Afin de représenter ces champs de valeurs, il est possible de remplir les
régions d’'un modele avec des grilles 3D, structurées (Figure 2-B) ou non (Figure
2-C), qui vont servir de support pour les champs scalaires et vectoriels définis
sur la zone d’intérét. Nous verrons dans les différentes parties de ce mémoire
un ensemble de méthodes pour représenter et pour construire les différents types
d’objets formant un modele 3D, a savoir les surfaces discrétisées en polygones,
ainsi que les grilles structurées ou non.

La topologie se compose de plusieurs sous-domaines: en ce qui concerne les
objets discrétisés en sommets, arétes, triangles ..., la topologie combinatoire per-
met de déterminer certaines propriétés et théoremes concernant la maniere dont
ces éléments sont connectés entre eux. La premiere partie de ce mémoire lui est
consacrée. Nous y montrons comment cette discipline permet une définition par-
ticulierement compacte des objets du modeleur, ainsi qu’une étude systématique
de certains algorithmes. Ceci va nous permettre d’étudier une maniere de con-
sidérer un modele géologique comme une partition de ’espace 3D, et de définir une
structure hiérarchique en permettant une représentation efficace. Dans ce pre-
mier chapitre, nous introduisons un nouveau modele topologique, les H-G-Cartes
(ou G-Cartes hierarchiques), permettant de modéliser facilement des subdivisions
de l'espace 3D (comme des couches geologiques). Notre modele tient compte du
fait que dans notre cas, l'utilisateur préfere manipuler dans un premier temps
des surfaces, pour ensuite les assembler sous forme de volumes. L’originalité
de notre approche consiste a laisser 1'utilisateur croire qu’il manipule des sur-
faces, alors que du point de vue combinatoire, une telle surface correspond a
I'interface entre deux volumes. Ceci fournit aux problémes de modélisation non-
variété une solution plus simple que celles rencontrées dans la litterature (par
exemple [Wei85]). Ce chapitre contient également une introduction intuitive aux
méthodes de topologie combinatoire, dans 1’objectif de rendre le formalisme de



TABLE DES MATIERES 19

ces methodes plus facilement accessible a la communauté géosciences et C.A.O.
Ainsi, nous introduisons la notion de G-Carte décrite par Lienhardt [Lie94], en
nous fondant sur la notion de graphe d’incidence, plus facilement accessible que
celle de triangulation barycentrique utilisée par Lienhardt.

L’autre principal centre d’intérét de la topologie est moins bien connu dans
le domaine de 'informatique et de la modélisation 3D. Cet aspect concerne les
ensembles de points, structurés par une définition de woisinages, ainsi qu’une
classe de fonctions continues, appelées des homéomorphismes, qui préservent la
structure des voisinages. Le deuxieme et le troisieme chapitre de ce mémoire
sont consacrées a cette classe de problemes. Plus précisément, dans le deuxieme
chapitre, nous nous intéressons a la création et a la modification de surfaces
triangulées dont la forme satisfait certains criteres. Ceci va nous permettre
de représenter les failles et les horizons du modele géologique, tout en assur-
ant certaines propriétés géométriques utiles. Dans ce deuxieme chapitre, nous
définissons pour des maillages discrets 1’équivalent des méthodes de lissage et
d’ajustement aux données connues pour des surfaces polynomiales. Ceci permet
de combiner les avantages des deux types de supports, tout en s’affranchissant
de certaines limitations des méthodes connues. Par rapport aux surfaces de
subdivision [ZSS97], notre approche permet de diminuer le nombre de poly-
gones de la surface finale, et par rapport aux autres methodes de lissage discret
[TGHL98, WW92|, l'introduction de contraintes linéaires permet I’ajustement
aux donnees, ainsi que la réalisation d’autres outils de manipulation interactive.
Notre approche généralise les méthodes existantes, en ne faisant aucune suppo-
sition a-priori sur les paramétrisation locales utilisees, comme cela est fait dans
[TGHLI8, KCVS98] (qui suppose une parametrisation uniforme) et dans [WW92]
(qui impose 'utilisation de cartes exponentielles). Ceci nous permet de regler cer-
tains problemes d’oscillations des bords, qui apparaissent lorsque ces méthodes
sont utilisées.

Dans le troisieme chapitre, nous montrons comment construire un homéo-
morphisme mettant en correspondance une surface triangulée avec un sous en-
semble de R? (autrement dit, une paramétrisation d’une surface). Ce probleme a
déja été mentionné comme un probleme ouvert dans [DEG96], et a été résolu pour
certains cas particuliers, par les mémes auteurs, dans [EW97]. Les principales
applications de ce probleme concernent le placage de texture, mais permettent
également de résoudre des problemes de modélisation, (voir Section 3.5). Nous
proposons pour ce probleme une solution générale, fondée sur la minimisation
sous contraintes d’une fonctionnelle. Les contraintes fournissent a 1'utilisateur la
possibilité de spécifier des informations a prendre en compte dans la construc-
tion de 'homéomorphisme. Le probleme de la paramétrisation d’'une surface est
un probleme “mal posé” (qui admet a-priori une infinité de solutions). Méme si
plusieurs approches semblaient interessantes [F1o97], [KL96], [MY V93], il man-
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quait toujours une formalisation générale du probleme. A part celle de Floater
[Flo97], aucune de ces méthodes ne permet de construire une paramétrisation
de maniere automatique, et la méthode de Floater ne permet pas de prendre en
compte des contraintes specifiées par l'utilisateur. Nous verrons alors dans le
Chapitre 3 comment exprimer ce probleme comme la minimisation d’une fonc-
tionelle sous contraintes, correspondant a la minimisation des distortions. Ceci
nous permet de définir un formalisme qui englobe tous les autres, d’introduire de
nouvelles contraintes de non-distortion, de traiter des surfaces dechirées, ou en-
core de respecter des correspondances entre le modele et la texture, specifiées par
I'utilisateur. Ces derniers aspects existaient déja individuellement dans plusieurs
approches, sous d’autres formes, mais aucune d’entre elles ne permettait de les
combiner de maniere consistante. De plus, notre modele est “ouvert”, et peut
facilement étre étendu en introduisant de nouvelles contraintes.

Les trois chapitres de ce mémoire peuvent se lire de maniere indépendante.
Les notions présentées dans le premier chapitre peuvent étre utilisées par les deux
autres, sans nécessiter de connaitre le détail des structures internes. Toutefois,
en ce qui concerne les Chapitres 2 et 3, la modélisation variationnelle (Chapitre
2) et la notion de paramétrisation (Chapitre 3) sont deux concepts partageant
une certaine base théorique commune.

Le premier chapitre se place dans un monde abstrait, et ne concerne que
les connections entre les objets, définies indépendamment de toute propriété
géométrique. Une fois qu'un tel modele combinatoire est défini, il peut étre
utilisé tel quel par les méthodes introduites dans les deux autres chapitres. 1l
doit ensuite étre complété par une définition géométrique, afin de permettre
une représentation de la forme des objets du modeleur. Nous verrons dans le
Chapitre 2 une maniere de construire des surfaces triangulées possédant cer-
taines propriétés géométriques utiles. A ce niveau, un modele géologique devient
un ensemble de boites vides, correspondant aux couches géologiques. Le Chapitre
3 montre une maniere de remplir ces couches par des grilles, pouvant servir de
support a des propriétés.

D’un point de vue pratique, nous avons implanté dans le logiciel Gocad les
différentes méthodes décrite dans ce mémoire. Le noyau topologique décrit dans le
Chapitre 1 sert actuellement de plateforme de développement a plusieurs travaux
de recherche effectués au laboratoire. Il est prévu d’en réaliser une version in-
dustrielle. Les méthodes introduites dans les Chapitres 2 et 3 ont été intégrées
au logiciel Gocad. Ces méthodes permettent respectivement d’améliorer les fonc-
tionalités de lissage sous contraintes déja offertes par Gocad, et de construire des
grilles a partir de surfaces triangulées.
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Au cours des chapitres, nous utiliserons des exemples de natures diverses,
parfois n’ayant aucun rapport direct avec la géologie (comme un visage humain).
Ceci nous permet de faciliter la compréhension de certaines méthodes. En ef-
fet, comme le lecteur est en général accoutumé a reconnaitre les éléments car-
actéristiques des visages humains, ceci facilite la perception en trois dimensions
des surfaces concernées. De plus, ceci permet de présenter des applications pos-
sibles de nos méthodes dans un contexte plus général que celui de la géométrie
numeérique.
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Introduction

La topologie combinatoire est une branche récente des mathématiques, qui promet
d’apporter certaines améliorations a la modélisation géométrique et a la C.A.O.
Dans cette optique, cette partie introduit la notion de Carte Généralisée Hiérar-
chique (H-G-Carte), qui peut étre utilisée pour implanter un noyau de modeleur
en dimension arbitraire. Un tel noyau peut étre utilisé pour des applications
industrielles, comme la résolution d’équations aux dérivées partielles. Pour de
telles applications, le noyau du modeleur doit fournir un moyen de discrétiser
les objets en un assemblage de formes élémentaires, appelées des cellules. Les
opérations d’édition des objets, ainsi que les calculs numériques nécessitent de
pouvoir “naviguer” efficacement dans la structure considérée. Plus précisément,
comme nous le verrons dans la Section 1.1, nous souhaitons pouvoir retrouver
efficacement I’ensemble des cellules en contact avec une cellule donnée.

Les approches classiques pour ce type de représentations nécessitent de définir
un grand nombre d’entités et de relations les liant entre elles, ou bien ont un do-
maine de modélisation limité aux objets simpliciaux. Les H-G-Cartes que nous
introduisons dans ce chapitre permettent une plus grande flexibilité, tout en
nécéssitant des structures de données plus simples. Notre approche se fonde sur
la notion de carte généralisée (G-Carte) [Lie94], dont la définition ne requiert
qu'un seul type élémentaire. Cette structure permet de représenter la topologie
d’objets de dimensions arbitraires (des surfaces, des solides, des hyper-solides

..) et constitués de primitives présentant un nombre arbitraire de faces et de
cotés. L’origine mathématique des G-Cartes permet de définir plusieurs fagons
de caractériser et tester la validité des objets modélisés, ce qui peut étre un point
crucial dans le cadre d’applications industrielles.

Dans notre contexte applicatif, celui de la modélisation 3D appliquée a la
géologie, notre objectif est de créer une base de donnée hiérarchisée permet-
tant de représenter des subdivisions de IR?. Comme nous le montrons Figure
1.1-A, au premier niveau, la zone d’intérét est subdivisée en régions volumiques
correspondant aux couches géologiques. Ces régions sont représentées par leurs
frontieres, sous la forme de surfaces. Au deuxiéme niveau, ces surfaces sont
subdivisées en polygones, segments et sommets (Figure 1.1-B). Nous verrons
dans ce chapitre comment étendre la notion de G-Carte, afin de permettre cette
représentation hiérarchique des modeles 3D. Les structures que nous allons décrire
sont également valables en dimension supérieure. Ce modele peut aussi trou-
ver des applications intéressantes dans le cadre de calculs intensifs en topologie,
comme la compression et 1’optimisation de maillages, ou encore 1’édition multi-
résolution. L’enseignement de notions mathématiques abstraites, telles que les
notions d’orientabilité et de partition cellulaire, représente un autre champ appli-
catif de ce modele, car il fournit une maniere intuitive de représenter graphique-
ment ces notions.
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A B

Figure 1.1:  Modélisation de couches géologiques en utilisant des G-Cartes
hiérarchiques. A: modéle du sous-sol présenté en vue “éclatée”, montrant les différentes
régions volumiques qui le composent; B: ce modéle est structuré hiérarchiquement, en
une 3-G-Carte permettant de représenter les relations volumiques liant les régions 3D,
et une 2-G-Carte pour discrétiser les surfaces frontiéres des régions 3D en polygones.
La discrétisation de l'une des surfaces est mise en évidence.

La base de données d’un modeleur géométrique peut étre considérée sous deux
principaux aspects. La géométrie, aussi appelée plongement, désigne la position
et la forme, dans I'espace 3D, des objets représentés (voir la deuxiéme partie). La
topologie combinatoire correspond a la facon dont les objets sont décomposés en
primitives, et comment ces primitives sont connectées entre elles. Ce dernier as-
pect est un champ théorique qui a récemment suscité beaucoup d’intérét, car des
méthodes telles que la compression de maillages [Dee95, TGHLI8|, 'optimisation
de maillages [HDD 93, PHI7] ou encore la modélisation multi-résolution [ZSS97,
KCVS98] requierent une représentation topologique efficace. Dans cette partie,
I'un de nos objectifs est de montrer comment la modélisation géométrique pour-
rait bénéficier de notions empruntées a la topologie algébrique [Ago76, Mas67,
Mau96], une branche moderne des mathématiques. Ainsi, nous utiliserons ici la
notion de Carte Généralisée (G-Carte), définie dans [Lie94], comme une manieére
efficace de représenter la topologie d’objets de dimension arbitraire (surfaces,
volumes, hyper-volumes ...). Ces objets peuvent étre discrétisés en primitives
ayant un nombre quelconque de cotés et de faces. Comme nous le verrons, les
complexités des G-Cartes en espace et en temps sont les mémes que celles des
structures plus classiques [Ber96, Ber97], alors que les G-Cartes fournissent plus
de flexibilité et un domaine de représentation plus large.
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Les travaux précédents liés a ce modele ont concerné sa définition mathé-
matique [Lie94], ainsi que sa spécification formelle informatique [BDFL93], ce qui
a permis a Bertrand de spécifier et d’implanter un premier modeleur expérimental
[BDFLO93]. Ces travaux insistent surtout sur les implications de ce modele en ter-
mes de topologie combinatoire, spécification formelle et géométrie algorithmique,
mais restent difficilement accessibles a la communauté scientifique ayant une cul-
ture plus orientée vers la C.A.O. Pour cette raison, cette représentation est en-
core peu répandue, méme si elle offre beaucoup d’avantages, comme nous allons
le montrer plus loin. Un de nos objectifs dans cette partie est alors de montrer
les connections possibles entre le domaine de la topologie algébrique et celui de
la modélisation géométrique, en montrant comment les G-Cartes se positionnent
par rapport a des approches plus classiques. Nous montrerons également com-
ment utiliser cette représentation pour implanter un noyau de modeleur pouvant
étre utilisé dans le cadre d’applications industrielles.

Dans la premiere section, nous présentons un historique de la modélisation
a base topologique. La Section 1.2 introduit la notion de G-Cartes. Nous en
verrons une implantation possible dans la Section 1.2.3, tirant partie des possi-
bilités de généricité offertes par les langages modernes de programmation. Les
algorithmes de base (Section 1.3) ainsi que les tests de validité permettant de
vérifier la cohérence des objets (Section 1.4) seront alors présentés. Nous intro-
duirons ensuite la notion de G-Carte hiérarchique dans la Section 1.5, qui va nous
permettre une représentation efficace dédiée a la modélisation 3D.

1.1 Fondements théoriques

Avant de présenter la notion de G-Carte, nous donnons ici un historique des
différents modeles qui ont été définis en modélisation géométrique. Dans ce con-
texte, différentes familles de modeles peuvent étre utilisées pour représenter la
topologie des objets. Les objets sont ainsi discrétisés sous forme d’éléments,
appelés des cellules . Une base de données topologique correspond alors a cet en-
semble de cellules, complété par des structures de données permettant de retrou-
ver efficacement ’ensemble des cellules en contact avec une cellule donnée. Ce
type d’opérations va jouer un role tres important pour les algorithmes d’édition
de maillage, ou encore pour les calculs numériques, tels que le lissage variation-
nel ou la méthode de paramétrisation contrainte, que nous présenterons dans les
Chapitres 2 et 3 respectivement.

Le premier modele introduit a été la représentation fil de fer', ou les objets
sont représentés par un ensemble de sommets connectés par des cotés. Cette
représentation a été rapidement abandonnée car le méme modele fil de fer peut

Lwire frame
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A C

Figure 1.2: Différentes représentations topologiques. A: Graphe CSG; B: Arétes ailées
(Winged Edge); C: Demi-arétes (Weiler et DCEL).

correspondre a plusieurs objets distincts (autrement dit, cette représentation est
ambigiie).

Une autre famille de méthodes, connue sous le nom de géométrie construc-
tive solide? (CSG) [Req82|, définit les objets comme le résultat d'un ensem-
ble d’opérations (union, intersection, différence), appelées opérations booléennes,
hiérarchiquement appliquées a un ensemble de formes simples appelées des primi-
tives. Comme le montre la figure 1.2-A, les objets sont alors stockés sous la forme
d’arbres, ou les noeuds internes correspondent aux opérations, et les noeuds ter-
minaux représentent les primitives. Dans ’exemple de la Figure 1.2-A, les primi-
tives sont deux parallélépipedes et un cone, et les opérations sont une union et une
différence. Il est important de préciser que ce type de représentation ne définit pas
explicitement I’ensemble des éléments (sommets, cotés, faces et volumes) qui com-
pose 'objet, puisque 1’'objet est le résultat d’un ensemble d’opérations. Il est donc
difficile d’attacher des informations a ces éléments lorsque cette représentation
est utilisée.

2constructive solid geometry
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A B

Figure 1.3: Une wvariété est un ensemble de points dont les woisinages sont
homéomorphe d des disques. A: les voisinages de Py sont homéomorphes d des 2-
disques, donc la surface est variété en P1. En revanche, ce n’est pas le cas des voisi-
nages de Pa, donc la surface n’est pas une variété. B: Exemples d’objets qui ne sont
pas des variétés, a cause des zones dessinées en gras.

Dans les représentations par énumeération spatiale, telles que la notion d’arbre
octal (ou octree) [Mea82] et ses dérivés, un objet est représenté comme un ensem-
ble de cellules connectées les unes aux autres, remplissant l'intérieur de 1’objet.
Ceci fournit une représentation des objets plus directe que l'approche CSG,
mais le domaine de représentation est souvent limité a un type particulier de
discrétisation et de connectivité.

Les modeles dits B-Rep (Boundary Représentation), ou encore représentation
par frontieres, consistent a représenter les objets par une discrétisation de leurs
bords. La représentation a base d’arétes ailées® [Bau75] a été I'une des premicres
structures de cette famille. Dans cette représentation, I'information est structurée
autour des cotés. Chaque coté stocke deux pointeurs vers ses sommets, et deux
pointeurs vers les facettes qui le partagent (ses ailes, voir Figure 1.2-B). Un ensem-
ble de quatre autres pointeurs permet de parcourir les cotés connectés a un coté
donné. Weiler [Wei85] a amélioré cette structure en proposant de couper les arétes
en demi-arétes, et d’ajouter des pointeurs afin de diminuer la complexité en temps
de certains algorithmes (voir Figure 1.2-C). Cette représentation dite facette-coté
est bien connue et largement utilisée. Elle a été déclinée sous différentes vari-
antes, connues sous le nom de demi-cotés [Man88, BFH95], ou encore de liste

3winged edge representation
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C | D

Figure 1.4: Les G-Cartes permettent de représenter une classe d’objets appellés des
quasi-variétés. En dimension 2 (a savoir pour des surfaces), cette classe est équivalente
aux variétés. Les différences commencent d apparaitre pour des volumes. Ainsi,
l'assemblage de quatre pyramides a base carrée se touchant en leur sommet (A) forme
un objet volumique (B) qui n’est pas une variété, a cause du point central dont les voisi-
nages ne sont pas équivalents a une boule. Cet objet, ainsi qu’un tore dont le rayon
central est nul (C,D) sont des quasi-variétés, pouvant étre décrites comme l’assemblage
de n-cellules le long de n — 1-cellules.

doublement chainée de cotés (DCEL)?. C'est cette représentation qui est utilisée
dans le projet CGAL [CGA] pour représenter des polyedres °. Il est également
possible de considérer cette structure comme une variante de la représentation
dite quad edge [GS85], ou le primal et le dual d’une triangulation sont représentés
en méme temps. Du point de vue de la topologie combinatoire, la représentation
DCEL est équivalente a la notion de carte combinatoire, décrite en 1960 par
Edmonds [Edm60]. Les cartes combinatoires sont des structures bien définies
mathématiquement, qui permettent de représenter des subdivisions de surfaces
orientables. Elles ont ensuite été étendues par Lienhardt [Lie88] pour représenter
des volumes. Plusieurs représentations ont ensuite été décrites, en se fondant sur

4doubly connected edge list
®Comme indiqué dans [Ket98], cette représentation ne doit pas étre confondue avec celle
décrite dans [MP78], de méme nom, mais de nature différente
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A B C

Figure 1.5: Dans un objet discrétisé en sommets, segments, polygones, polyédres . ..,
les éléments sont ordonnés autour d’éléments de dimension différente. Ainsi, les
sommets d’un polygone sont ordonnés autour du polygone (A), les polygones d’une
surface sont ordonnés autour des sommets (B), et dans un solide, les polyédres sont
ordonnés autour des arétes (C).

I'idée que la maniere dont certains éléments sont ordonnés autour d’éléments de
dimension inférieure définit la structure combinatoire du modele (voir Figure 1.5).
Cette idée apparait de maniere informelle dans [AFF85b, FF88], ot les objets sont
représentés par des hyper-graphes (c’est-a-dire des graphes possédant des multi-
arcs, liant un nombre arbitraire de sommets du graphe). Dans cette derniere
représentation, les facettes incidentes & un sommet donné (en éventail) sont or-
données autour de ce sommet (Figure 1.5-A). De maniere similaire, Weiler a
étendu sa structure de demi-arétes afin de représenter des surfaces non-variété,
dans [Wei86], ou il introduit la représentation par arétes radiales (les notions de
variété et de non-variété sont rappelées Figure 1.3). Les arétes non-variété sont
alors définies par un ensemble de facettes ordonnées autour de leur coté com-
mun. Toutefois, méme si Weiler a pu prouver formellement un ensemble de pro-
priétés de sa représentation, il lui manque toujours un formalisme mathématique
unifié pour cette notion d’ordre. Ce manque d’unification se traduit par un tres
grand nombre de types de structures (onze structures différentes !) devant étre
définies pour représenter les objets. De plus, toutes les relations entre ces struc-
tures doivent étre maintenues cohérentes par les algorithmes qui les modifient, ce
qui rend la mise au point de nouveaux algorithmes tres difficile et source d’erreurs.

Les représentations par arétes ailées et par arétes radiales [Wei86] ont été
beaucoup utilisées dans I'industrie, sous leur forme originelle, ou sous des formes
dérivées. Toutefois, ces structures de complexité croissante ont engendré des
applications monolithiques de tres grande taille, qui deviennent de plus en plus
difficiles a maintenir. Ce probleme provient d’'un manque de formalisme pour
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caractériser la structure algébrique sous-jacente. Afin de s’affranchir de ces
probléemes, Brisson a étudié dans [Bri89] la maniere dont les éléments sont or-
donnés autour d’éléments de dimensions inférieures (voir Figure 1.5), ce qui lui a
permis de définir la structure combinatoire dite tuples de cellules®. Comme nous le
montrerons dans la section suivante, I’avantage de ces approches est qu’elles ne re-
quierent qu’'un seul type d’élément ainsi qu’un seul type d’opérateur pour définir
la structure combinatoire de n’importe quelle variété. Toutefois, cette étude
était incomplete, car Brisson I’a arbitrairement limitée a des variétés formées par
I’assemblage d’éléments homéomorphes a des disques. Afin de compléter cette
étude, Lienhardt [Lie94] a défini une structure purement combinatoire, appelée
G-Carte’, que nous décrivons dans la section suivante. En utilisant ce formal-
isme, il lui a été possible de prouver plusieurs propriétés combinatoires des tuples
de cellules, et surtout de montrer qu’ils sont en bijection avec une classe d’objets
appelés des quasi-variétés cellulaires (voir Figure 1.4). Cette classe d’objet est
plus large que ce que Brisson avait supposé. Ce type d’approches combinatoires
définit une autre classe de représentations, différente de la famille B-Rep, appelée
modeles ordonnés. Ces représentations sont également appelées modéles cellu-
laires car chaque type de cellule (sommets, arétes, polygones, polyedres ... ) joue
un role équivalent dans la définition du modele. Comme nous le montrerons plus
loin, nous pouvons considérer que les modeles cellulaires sont une généralisation
des modeles B-Rep (voir Figure 1.11 plus loin): chaque élément est défini par une
discrétisation de son bord en éléments de dimension inférieure.

La littérature disponible traitant de ce sujet [Lie88, Lie94, BDFL93, EL92]
introduit ce type de représentation en termes de topologie combinatoire, en se
fondant sur des notions abstraites telles que les ensembles simpliciaux et la tri-
angulation barycentrique, peu connues dans le domaine de la C.A.O. et de la
modélisation géométrique. C’est pourquoi ce type de représentation a été peu
utilisé dans 'industrie. Pour cette raison, nous allons présenter dans la prochaine
section ces notions d’une maniere plus intuitive, et nous allons montrer comment
les G-Cartes et les algorithmes associés peuvent étre implantés facilement.

1.2 Partitions cellulaires

Dans cette section, nous donnons une vision intuitive de la notion de G-Cartes.
Alors que les travaux antérieurs définissent les G-Cartes a partir des ensembles
simpliciaux et de la triangulation barycentrique, notre point de départ sera ici la
notion de graphe d’incidence, plus répandue dans le domaine de la modélisation
3D.

Sappelée également “cell-tuple” dans la littérature anglo-saxonne.
"Le terme “G-Map” est également employé.
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Figure 1.6: A: Décomposition cellulaire d’un objet simple ; B: Graphe d’incidence
associé.

1.2.1 Notion de graphe d’incidence et tuples de cellules

Nous considérons ici que les modeles sont discrétisés en ensembles ouverts de di-
mensions 0 < k < N variées, que nous appellerons des k-cellules, on k = dim(c)
dénote la dimension de la cellule ¢ et ou N correspond a la dimension de l'objet
a représenter. Ainsi, une 0-cellule est un sommet, une 1-cellule est une aréte, une
2-cellule un polygone, une 3-cellule un polyedre ...Dans [Bri89], une k-cellule
est définie comme un ensemble ouvert homéomorphe a un k-disque, alors que
Lienhardt a montré dans [Lie94] qu'une plus grande classe de k-cellules peut étre
utilisée. Une partition d'un objet en cellules est appelée une partition cellulaire
de 'objet. Une représentation topologique est censée représenter toutes les con-
nections liant les cellules a l'intérieur d’une partition cellulaire, autrement dit
les relations d’incidence définies ainsi: Une k-cellule ¢; est dite incidente a une
(k — 1)-cellule ¢y si ¢y C Ocq, ot Dcy dénote le bord de la cellule ¢;. Par exemple,
sur la Figure 1.6, la 2-cellule F; est incidente aux trois 1-cellules E;, E; et Es.
Dans ce qui suit, ¢; Z ¢y dénote que la cellule ¢; est incidente a la cellule ¢,. Le
graphe d’incidence d’une partition cellulaire est défini comme un graphe orienté,
dont les noeuds correspondent aux cellules, et dont chaque arc orienté relie une
k-cellule aux k& — 1-cellules auxquelles elle est incidente.

Certaines représentations se fondent directement sur une représentation du
graphe d’incidence. Malheureusement, quand ces représentations sont utilisées,
retrouver toutes les (k+ 1)-cellules incidentes a une k-cellule donnée nécessite un
parcours complet de toute la structure. Il est tout de méme possible de compléter
la structure afin d’obtenir une implantation efficace de cette opération, mais ceci
nécessite des structures a taille variable au niveau de chaque noeud, pour pouvoir
parcourir la relation d’incidence dans le sens inverse.
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Figure 1.7: Construction itérative des tuples de cellules engendrés par la partition
cellulaire de la Figure 1.6. A: Chaque triangle correspond a [’ensemble des tuples de
cellules commencgant respectivement par ¥, Fo et Fg. B: Si lon décompose une étape
plus loin, on obtient les batonnets dont chacun correspond a l’ensemble des tuples de
cellules qui commencent par un triangle donné et une aréte donnée. C: La derniére
étape permet de discriminer tous les tuples de cellules, chacun d’entre eux étant sym-
bolisé par une “téte d’épingle”.

Plutot que de se focaliser sur les relations liant les cellules, Brisson [Bri89] a
introduit la notion de tuples de cellules, qui permet de définir une représentation
plus élégante de l'information topologique. De plus, comme nous le montrons
plus loin, des structures en dimension arbitraire, telles que des surfaces, vo-
lumes, hyper-volumes ..., peuvent étre définies par cette approche. Les travaux
précédents en dimension arbitraire [PBCF93] sont limités a la représentation
de complexes simpliciaux, et ne fournissent pas toute I'information topologique.
Dans ce modele, seules les adjacences entre les simplexes de plus haute dimen-
sion sont représentées, alors que les tuples de cellules permettent de représenter
totalement la topologie de partitions cellulaires.

Un tuple de cellules C est défini dans [Bri89] comme une séquence ordonnée de
cellules (¢y,cn-1,...,c1,¢o) de dimensions décroissantes, telles que V1 <i < N,
¢i L ¢;_1,0ou N correspond a la dimension de 'objet considéré. Autrement dit, un
tuple de cellules correspond a un chemin dans le graphe d’incidence, ou encore a
une séquence de noeuds du graphe de la Figure 1.6-B, connectés par des fléches.
Par exemple, pour un objet de dimension 2 tel que celui que nous montrons sur
la Figure 1.6-A, un tuple de cellules correspond a un sommet vu depuis une aréte
vue depuis un triangle. Comme nous le montrons Figure 1.7, il est possible de
construire itérativement une représentation graphique de tous les tuples de cel-
lules engendrés par une partition cellulaire, ce qui peut faciliter la compréhension
et la manipulation de cette notion. Nous les représentons Figure 1.7-C comme
des “tétes d’épingles” (le segment n’est présent que pour rappeler la forme des
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Figure 1.8: Classes d’équivalence relativement auzx relations d’adjacence Ay (Figure
A), Ay (Figure B) et Ay (Figure C). Ces classes contiennent soit un seul, soit deux
élements, a condition que l’objet considéré soit une variété.

polygones sous-jacents, nous devrions en toute rigueur représenter uniquement
les points).

Ces tuples de cellules sont liés par des relations définies plus loin, que nous
allons utiliser pour étudier leur structure combinatoire. Deux tuples de cellules C
et C’ sont dits i-adjacents, ce que nous noterons C A; C', s'ils vérifient la relation
suivante:

CAC < Vj/0<j#i<N, ¢=¢

Autrement dit, deux tuples de cellules sont i-adjacents s’ils correspondent a
des chemins dans le graphe d’incidence traversant les mémes cellules, sauf au
niveau ¢ ou ils peuvent différer. Par exemple, (Fq,E;, Vy) et (Fy, Eq, V3) sont 0-
adjacent; (Fy, Ey, Vy) et (Fy, Eg, Vy) sont 1-adjacent; (Fy, E3, V3) et (Fo, E3, V3)
sont 2-adjacent. Ces N + 1 relations d’adjacences sont des relations d’équivalence
(il est facile de vérifier qu’elles sont symétriques, réflexives et transitives). Elles
définissent ainsi des classes d’équivalences qui partitionnent I’ensemble des tuples
de cellules. Chacune de ces classes, que nous montrons Figure 1.8, contient soit un
seul, soit deux tuples de cellules. Brisson a montré dans [Bri89] que c’est toujours
le cas pour des partitions cellulaires de variétés. Il définit alors un ensemble
de N + 1 opérateurs appelés switch;, mais nous préfererons plutot introduire
les involutions «;, qui leur sont fondamentalement similaires, mais sont mieux
caractérisées formellement. Ces notions définies, nous pouvons alors introduire
la gestion de G-Carte comme une fagon de décrire des partitions cellulaires en
dimension arbitraire.
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Figure 1.9: Ezemple de G-Carte. Les “tétes d’épingles” correspondent aux brins de
la G-Carte. Les involutions ag, a1 and as sont symbolisées respectivement par des
lignes en pointillés, des lignes et des doubles lignes. Chaque couple de brins connectés
par une involution o; correspond a une classe d’équivalence relativement a une relation
d’adjacence A; (voir Figure 1.8). Les brins du bord sont connectés a eux-mémes par
Uinvolution as, puisqu’ils sont “orphelins” dans leur classe d’équivalences relative a

As.

1.2.2 Structure combinatoire des partitions cellulaires

Dans [Lie94], Lienhardt introduit la notion de cartes généralisées du point de
vue de la topologie combinatoire abstraite, ce qui est nécessaire pour définir des
théoremes et des propriétés de cette représentation. Ici, nous préférons prendre
comme point de départ la notion de tuple de cellule définie auparavant, qui permet
de donner une vue plus intuitive des G-Cartes.

Chaque relation A; partitionne l’ensemble des tuples de cellules en sous-
ensembles contenant soit un seul, soit deux tuples de cellules (voir Figure 1.8).
Ceci suggere de représenter une partition cellulaire par un ensemble d’éléments
abstraits, appelés des brins®, correspondant aux tuples de cellules. Ces brins sont
munis d'un ensemble de N + 1 fonctions «;, définies a partir des relations A;.
Ainsi, pour notre exemple simple, la fonction oy connecte chaque paire de brins
mises en évidence sur la Figure 1.8-A; i.e. pour une telle paire de brins (dy, ds),
ap(dy) = do et inversement, ag(dy) = di. De la méme maniere, la fonction oy
connecte chaque paire de brins de la Figure 1.8-B, et la fonction as connecte
chaque paire de brins de la Figure 1.8-C. Les brins “orphelins” du bord sont des
points fixes pour ay, ¢’est-a-dire que pour un tel brin d, as(d) = d. Nous donnons
une représentation graphique d’une G-Carte Figure 1.9.

8Dans la terminologie anglaise, ces éléments sont appelés darts.
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A partir de cette définition, il est clair que les fonctions «; sont des involutions,
i.e. des fonctions telles que a;(c;(d)) = d pour tout d. De plus, la contrainte sui-
vante doit étre honorée [Lie94]. Nous montrerons plus loin & quoi cette contrainte
correspond (voir Figure 1.16 plus loin).

Vji/0<i<i+2<j<N, o oa;jestune involution. (1.1)

En résumé, une N-G-Carte {D, (a, ..., an)} est définie comme un ensemble
D d’éléments abstraits appelés des brins, muni d’un ensemble de N +1 involutions
«; satisfaisant I’Equation 1.1. Sur la Figure 1.9, nous montrons un exemple de
2-G-Carte, représenté en utilisant pour les brins le méme symbolisme que pour
les tuples de cellules. Nous avons introduit ici les G-Cartes d’un point de vue
intuitif, en utilisant la notion de tuple de cellules pour les définir. Il convient de
préciser que les G-Cartes sont en réalité des structures combinatoires purement
abstraites, définies par I’Equation 1.1, sans nécessiter une quelconque référence
aux propriétés des partitions cellulaires pour leur définition. Ainsi, tandis que
Brisson [Bri89] a limité arbitrairement le domaine de représentation des tuples de
cellules a des variétés composées de cellules homéomorphes a des disques, Lien-
hardt a démontré que les G-Cartes sont en correspondance bi-univoque avec une
classe d’objets plus grande, appelée quasi-variétés cellulaires. Son étude fournit
une caractérisation complete pour ce type de représentations. Les détails con-
cernant la preuve ainsi que la définition des quasi-variétés cellulaires sont donnés
dans [Lie94].

A premiere vue, la structure de G-Carte apparait tres différente de notre ob-
jectif initial, a savoir la représentation des partitions cellulaires. La premiere ques-
tion qui peut se poser est comment retrouver les cellules de 'objet. Autrement
dit, en partant d’un brin d donné, comment retrouver tous les brins correspon-
dant & la méme i-cellule 7 Ceci peut étre réalisé facilement en considérant une
G-Carte comme un graphe valué, ou les noeuds du graphe correspondent aux
brins de la G-Carte, et ot chaque couple de brins connectés par une involution
a; engendre un arc i-valué dans le graphe entre les deux noeuds concernés. Dans
ce contexte, < ., 4y, ..., q; > (d) dénote la composante connexe du graphe
obtenue en partant du brin d et en ne traversant que les arcs valués par o, , ;,,
.., Ol @y,

Il nous parait utile de rappeler maintenant ce que signifie traverser une in-
volution «; a partir d'un brin d. Supposons que le brin d est tel que «;(d) # d
(autrement dit, que d n’est pas un brin du bord). Le brin d correspond a une
0-cellule ¢y vue depuis une 1-cellule c; ... vue depuis une i-cellule ¢; ... vue depuis
une n-cellule ¢,. Le brin a;(d) correspond a la 0-cellule ¢y vue depuis la 1-cellule
cp ...vue depuis une i-cellule ¢ # ¢; ...vue depuis la n-cellule ¢,. En d’autres
termes, a;(d) correspond aux mémes cellules que d, sauf au niveau 7 ou elles peu-
vent différer. Ainsi, comme le montre la Figure 1.10, nous pouvons retrouver tous
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Figure 1.10: La notion d’orbite permet de retrouver les cellules a l'intérieur d’une
G-Carte. En partant d’un brin d donné (voir A), Uobjectif est de retrouver tous les
brins correspondant respectivement a la méme 0-cellule (sommet), 1-cellule (aréte) et
2-cellule (facette) que d. Ces ensembles de brins sont donnés par les orbites <¢gly > (d)
=< ag,ay > (d), <¢i > (d) = < apg,az > (d) et <gla > (d) = < ap,a1 >(d) que l'on
peut voir sur B,C,D, respectivement. Ces orbites seront utilisées plus loin comme “bloc
de base” pour définir des algorithmes.

les brins qui correspondent a la méme ¢-cellule qu'un brin d en parcourant toutes
les involutions a; qui permettent de rester dans la méme i-cellule que d, i.e. tous
les a; pour j # i (puisque «; change de i-cellule). Nous noterons <g¢; > (d)
lorbite < ag,...a;—1, 41, .., > (d), qui permet de retrouver tous les brins
correspondant a la méme i-cellule quun brin d donné. Cette notation signifie
que 'on parcourt récursivement depuis d toutes les involutions «; sauf «;.

La prochaine section montre comment les G-Cartes peuvent étre implantées,
et comment leur structure hautement générique peut bénéficier de langages sup-
portant la programmation générique, tels que ANSI C++ [Str97, SL95]. Nous
présenterons alors quelques opérations permettant de construire et de modifier
ces structures.
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Figure 1.11: La représentation par G-Cartes peut étre considérée comme une
généralisation de la représentation par frontieres. A: Un objet volumique est défini
comme [’assemblage de polyédres élémentaires; B: Chaque polyédre est défini par
sa frontiere, représentée par des faces comnectées entre elles; C: Chaque face est
représentée par sa frontiére, consistant en un ensemble de segments inter-connectés; D:
Chaque segment correspond a une paire de brins, correspondant a ses deux extrémités.

1.2.3 Implantation des G-Cartes

Avant d’aller plus loin, et afin de faciliter la compréhension des algorithmes; il
nous parait nécessaire d’évoquer rapidement quelques aspects liés a I'implantation
des G-Cartes. Les algorithmes associés aux G-Cartes peuvent étre facilement ex-
primés sous la forme de spécifications formelles, du fait de 'origine mathématique
des G-Cartes. C’est cette présentation qui est la plus élégante, et qui permet
d’appliquer des méthodes de preuves (éventuellement automatiques) pour tester
ces algorithmes. Dans notre cas, nous avons fait le choix de présenter les al-
gorithmes dans un style de programmation impérative. Aborder correctement
les aspects liés a la spécification formelle des algorithmes aurait nécessité un
développement trop important qui dépasse le cadre de ce mémoire.

Plusieurs implantations des G-Cartes ont déja été réalisées dans des lan-
gages de programmation divers, tels que C, Smalltalk ou ML (voir par exemple
[BDFL93, Fuc97, EL92]). Ainsi, en langage C, nous pouvons représenter une G-
Carte sous la forme d'une liste chainée de structures Brin détaillées ci-dessous,
ou le terme plongement désigne toute structure que l'utilisateur souhaiterait at-
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struct Brin {
Brin* alpha[N+1] ;
Plongement* plong[N+1] ;
bool marque ;
bool clef_de_cell[N+1] ;

}s

Figure 1.12: Structure associée aux brins pour implanter les G-Cartes. Le membre
alphal] représente les involutions «;. Les membres plongl] et clef _de cell[] per-
mettent d’attacher des informations auz cellules. Le booléen marque est utilisé par
certaines opérations de parcours.

tacher aux i-cellules. Par exemple, nous associerons a chaque 0-cellule (sommet)
un enregistrement contenant ses coordonnées dans l’espace.

Dans chaque structure de brin, nous stockons N + 1 pointeurs qui correspon-
dent aux involutions «;. Les informations de plongement, a savoir les informa-
tions attachées aux i-cellules, sont aussi référencées par les pointeurs plong de
la structure. Tous les brins correspondant a une i-cellule donnée (c’est-a-dire les
brins d’une orbite <¢; >, voir Figure 1.10), pointent vers les données qui corre-
spondent a la cellule. Pour certaines applications, il est probable que 1'utilisateur
ne souhaite associer des informations qu’aux sommets (par exemple leurs coor-
données x,y,z, des vecteurs normaux, des coordonnées de texture u,v ...). Dans
ce cas, le tableau de pointeurs plong[] peut étre remplacé par un seul poin-
teur. Toutefois, dans le cas général, il peut étre utile de pouvoir attacher des
informations a des cellules arbitraires (non seulement aux sommets, mais aussi
aux arétes, cotés, polygones, polyedres ... ), tels que des couleurs, ou encore des
coefficients d’éléments finis.

Le bloc de base pour les algorithmes associés aux G-Cartes est le parcours
d’une orbite donnée a partir d’un brin d donné. Autrement dit, nous souhaitons
obtenir a partir d'un brin d donné 'ensemble des brins que 'on peut atteindre
en ne traversant qu’'un ensemble donné d’involutions «;. Ce parcours correspond
a un algorithme de graphes classique. Il peut étre facilement implanté en util-
isant une pile et en marquant les brins au fur et & mesure du parcours (pour
ne pas passer au méme endroit plusieurs fois). Le marquage est réalisé en po-
sitionnant le membre marque des structures Brin. L’algorithme correspondant
peut s’implanter comme une fonction prenant en argument la liste des involutions
alpha a parcourir, et un terme ACTION. Ce terme ACTION dénote 'action a
effectuer pour chaque brin de l'orbite (on peut le considérer comme un pointeur
de fonctions passé en argument). En pratique, il est plus efficace de rendre cet
algorithme compatible avec les itérateurs STL [SL95, MS96, Str97], ce qui per-
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met d’éviter le cout supplémentaire lié au pointeur de fonction. Par exemple, en
utilisant la librairie STL, une liste se parcourt de la maniere suivante :

list<int> liste ;

for(list<int>::iterator i = liste.begin(); i != liste.end(); i++) {
int courant = *i ;

Une orbite est alors implantée comme une classe patron’ Orbitn < int
ALPHA1, int ALPHA2, ...int ALPHAn >, compatible avec cette notion de con-
teneur et d’itérateur STL. Par exemple, le parcours de orbite < aq, aq, s > a
partir d'un brin d s’écrira alors de la maniere suivante :

Orbit_3<0,1,2> orbit(d) ;
for(Orbit_3<0,1,2>::iterator i = orbit.begin(); i != orbit.end(); i++) {
Brin courant = *i ;

Ceci permet d’utiliser tels quels les patrons d’algorithmes de la librairie STL.
Cette écriture peut également faciliter un interfacage avec la librairie CGAL
[CGA], implantant un certain nombre d’algorithme géométriques. En effet, cette
librairie est écrite d'une maniere générique, dans le méme style de programmation

que la STL.

Plutot que de donner ici 'expression en C++ de l'itérateur STL, nous donnons
ici la forme plus lisible, prenant en argument un pointeur ACTION. Il est rela-
tivement facile de traduire cet algorithme en un itérateur STL, en surchargeant
I'opérateur ++.

Ytemplate class
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parcourir(debut: Brin, o, a,, ..., o, : entier)
S : Pile ;
marquer(debut) ;
empiler(S,debut) ;
tant que non vide(S)
Brin d = depiler(S) ;
ACTION(d) ;
pour jde 1 ak

k

si non marqué(a;, (d))
marquer(a;, (d))
empiler (S, a;;,(d))
fin si
fin pour
fin tant que

fin parcourir

Cet algorithme permet de parcourir efficacement toute orbite d’'une G-Carte.
Toutefois, suivant les relations entre les involutions «; a parcourir, des algo-
rithmes plus simples qu'un parcours général de graphe avec marquage peuvent
étre utilisés. La Figure 1.13 résume les différents cas possibles pour les itérateurs
dans des G-Cartes de dimension inférieure ou égale a 3.

e Les itérateurs les plus simples correspondent a des orbites dont le nombre
de brins est borné. Ces orbites bornées correspondent aux cas triviaux,
et au cas < oy, @j>iy2 > qui parcourt 4 brins au maximum. Ceci peut
se démontrer aisément, en utilisant la définition des G-Cartes (Equation
1.1). Pour I'exemple des surfaces, une telle orbite correspond aux brins
représentant le méme coté.

e Les orbites de la forme < «;, ;11 > sont ordonnées, et peuvent étre parcou-
rues a l’aide d’une simple boucle (elles correspondent a la structure d’ordre
mentionnée dans [Bri89] et illustrée sur la Figure 1.5). Dans le cas d’une
surface (voir Figure 1.10), les brins définissant un polygone correspondent
a une orbite < ag,aq >, et les brins correspondant a un sommet (formant
des “éventails”) correspondent aux orbites < aq, ay >.

e En dimension 3, les orbites < ag,ai, a3 > et < ag, s, a3 >, qui corre-
spondent respectivement aux faces et aux arétes, peuvent s’exprimer par
un double parcours de boucle, sans nécessiter de marquage.
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Figure 1.13: Suivant les relations entre les involutions a; a parcourir, des algorithmes
plus simple qu’un parcours général de graphe avec marquage peuvent étre utilisés.

Dans le contexte d'une implantation en ANSI C++, il est possible d'implanter
ces parcours spécifiques et de les rendre transparents du point de vue du code
client, en utilisant le mécanisme de spécialisation partielle [Str97].

Cette classification reste valable en dimension supérieure, mais elle omet cer-
tains cas intéressants. Par exemple, en dimension 4, les orbites de la forme
< g, Q9,4 > contiennent 8 brins au maximum. Dans notre cas, I’étude en
dimension 3 reste suffisante, pour représenter des subdivisions de IR3. 1l est a
noter que le noyau du modeleur fonctionne tout de méme en dimension supérieure,
meéme si I'implantation optimum des parcours n’est pas toujours utilisée. Ces par-
cours optimum pourront étre ajoutés par la suite, sous forme de spécialisations
partielles, si le besoin s’en fait ressentir.

Ces parcours nous permettent donc de retrouver facilement tous les brins cor-
respondant a une cellule donnée. Nous allons a présent montrer comment ces
parcours permettent de gérer les informations associées aux cellules (les plonge-
ments ). En ce qui concerne ces plongements, nous devons gérer correctement la
mémoire associée, en donnant la méme durée de vie a un plongement qu’a la cel-
lule qui lui correspond. La premiere idée pourrait étre d’utiliser une méthode de
comptage de références, ce qui revient a maintenir dans chaque plongement un en-
tier indiquant le nombre de brins qui référencent le plongement considéré. Quand
ce nombre atteint zéro, ceci indique que le plongement en question doit étre
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désalloué. En pratique, non seulement cette méthode augmente la consomma-
tion mémoire, mais aussi ralentit-elle beaucoup les algorithmes. Il est beaucoup
plus efficace de marquer un brin de chaque cellule comme sa clef, définie comme
le brin “responsable” de la gestion du plongement associé a la cellule [BDFL93].
D’un point de vue pratique, nous pourrons facilement compresser les différents
booléens d'un brin dans un seul mot, chacun d’entre eux étant représenté par un
bit de ce mot. Les algorithmes présentés dans la section suivante utilisent cette
notion pour gérer efficacement les plongements.

1.3 Opérations définies sur les G-Cartes

Les G-Cartes peuvent étre construites a partir d'un jeu d’opérations tres réduit,
comme nous allons le voir dans cette section. Nous utiliserons ensuite ces notions
pour définir notre modele hiérarchique, permettant de représenter efficacement
des subdivisions de IR3. Nous montrerons en exemple d’application comment
cette structure permet de représenter un modele géologique.

1.3.1 Opérations de base

Maintenant que nous avons introduit les structures de données et les algorithmes
de parcours de base, il est facile de définir un ensemble de primitives pour créer
et modifier des G-Cartes. Les opérations fondamentales, indépendantes de la di-
mension, sont définies a partir de la remarque suivante : comme nous le montrons
Figure 1.11, un objet de dimension N représenté par une G-Carte peut étre vu
comme une collection d’objets de dimension N — 1 “cousus” le long de leurs cel-
lules de dimension N — 2. Cette analyse peut étre poursuivie récursivement, ces
(N — 2)-cellules étant elles-mémes représentées par des (N — 3)-cellules cousues
ensemble. Cette analyse s’arréte quand on atteint les O-cellules, a savoir les
sommets. Par exemple, il est possible de considérer ainsi un volume comme un
ensemble de polyedres cousus le long de leurs faces polygonales (Figure 1.11-A),
ou chaque polyedre (Figure 1.11-B) est représenté par son bord, composé de poly-
gones cousus le long de leurs arétes (Figure 1.11-C). Finalement, chaque aréte est
représentée par ses deux extrémités, sous la forme d’une paire de sommets (Fig-
ure 1.11-D), qui correspondent aux brins. Ceci suggere de définir une opération
coudre ainsi que l'opération inverse découdre, permettant de modifier des G-
Cartes en assemblant ou en désassemblant des cellules de dimension arbitraire.
Nous détaillons plus loin les algorithmes correspondant a ces deux opérations.
Nous supposons que le code client fournit les fonctions copier_plongement()
et détruire_plongement(), non détaillées ici, supposées copier et détruire les
informations attachées aux i-cellules. Les fonctions répartir_plongement(),
trouver_clef_de_cell() et partager_ou_copier_plong() sont des fonctions au-
xiliaires, détaillées dans I’Annexe 1.7.
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L’algorithme correspondant & l'opération coudre(d;, dz, dim), qui permet
d’assembler deux dim-cellules le long d’une dim — 1-cellule, consiste en deux par-
cours en parallele des (dim — 1)-cellules <¢gim—1 > (d1) et <dgim—1 > (d2) le
long desquelles les dim-cellules doivent étre assemblées. L’involution ay;, est
positionnée entre chaque paire de brins (d}, d}) ainsi parcourue. En méme temps,
I’algorithme vérifie pour chaque dimension 7 < dim si des i-cellules ont été fu-
sionnées durant le processus. Dans ce cas, le i-plongement attaché a 1'une des
deux i-cellules concernées sera détruit.

coudre (dp,dy: Brin, dim: entier)

dll dans <(/{dim71 > (dl)
pour
d/2 dans <(/{dim—1 > (dQ)

pour i de 0 a dim - 1
Brin k1 = trouver_clef_de_cell(d}, i) ;
Brin kg = trouver_clef_de_cell(ds, i) ;
si k’l 7é kQ
ka->clef_de_cell[i] = faux ;
detruire_plongement(ks, 1) ;
repartir_plongement(ks, i, k1->plongli]) ;
fin si
fin pour
d}->alpha[dim]| = dj ;
dy->alpha[dim| = d] ;
fin pour
fin coudre

I est clair que pour pouvoir appliquer coudre (d;,dy,dim) aux deux dim-
cellules désignées par d; et ds, ces deux cellules ne doivent pas étre déja cousues.
De plus, elles doivent étre isomorphes entre elles, ce qui est toujours le cas pour
des cellules de dimension inférieure & 2. A partir de la dimension 2, deux cellules
quelconques ne sont pas toujours isomorphes. Par exemple, il n’est possible de
coudre deux polyedres le long de deux faces que si les faces en question ont le
méme nombre de sommets. La situation devient encore plus complexe en dimen-
sion supérieure, quand des hyper-polyedres doivent étre assemblés entre eux le
long de polyedres. Le test d’isomorphisme entre deux polyedres devient alors un
test général d’isomorphisme de graphe.



1.3. OPERATIONS DEFINIES SUR LES G-CARTES 45

Nous détaillons également ci-dessous ’algorithme implantant 1’opération dé-
coudre(d,dim), I'inverse de coudre. Dans cet algorithme, la boucle principale
consiste en la dissociation des deux brins d; et dy = agim(dy), ou dy parcourt
la (dim — 1)-cellule < gy > (d). Une fois que dy et dy ont été dissociés,
I’algorithme teste pour chaque i < dim si une -cellule a été transformée en deux
i-cellules. Dans ce cas, I'information attachée aux i-cellules coupées en deux est
dupliquée, si nécessaire, grace a la fonction partager_ou_copier_plong, détaillée
dans I’Annexe 1.7.

découdre (d: Dart, dim: int)
pour d; dans < ag, a1, ..., Qgim—1 >(d)
dy = dy->alpha[dim] ;
dy->alpha[dim] = d; ;
dg->alpha[dim| = dp ;
pour i de 0 a dim-1
partager_ou_copier_plong(dy, da, i) ;
fin pour
fin pour
fin découdre

Il est facile de compléter ’ensemble des deux opérations coudre et découdre
avec les opérations simples créer_sommet et détruire_sommet, permettant
respectivement de créer et de détruire un sommet isolé. Il a été démontré
dans [Lie94] que toute G-Carte peut étre créée en utilisant uniquement ces qua-
tre opérations. Toutefois, afin de rendre plus facile la conception de certains
algorithmes, il est parfois utile d’étendre cet ensemble d’opérations avec des
opérations de plus haut niveau. Par exemple, il est possible d’implanter une
opération détruire_cellule(d,dim), qui encapsule les appels & découdre et a
détruire_sommet correspondants. Inversement, plusieurs fonctions créer_cel-
lule peuvent étre implantées, pour créer directement des triangles, des polygones,
des tétraedres ... Il convient de préciser que les complexités en espace et en temps
caractérisant la structure de G-Carte ainsi définie sont similaires a celles corre-
spondant aux implantations classiques type demi-arétes (voir [Lie94]).

1.3.2 Dualité

La notion de dualité est importante en géométrie algorithmique. Comme nous
le montrons Figure 1.14, le dual d’une triangulation de Delaunay est un dia-
gramme de Voronoi : une structure qui caractérise les proximités d’un ensemble
de points. La définition complete de ces structures dépasse le cadre de ce mémoire,
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Figure 1.14: Notion de dualité. Le dual d’une triangulation de Delaunay est obtenu
en “basculant” toutes les arétes, de maniére a les rendre orthogonales a leur position
initiale. Les sommets du dual sont les centres des cercles circonscrits aux triangles. A:
Triangulation de Delaunay; B: Diagramme de Voronoi associé; C: Solide tétraédrisé; D:
Diagramme de Voronoi 3D associé (les cellules non bornées du bord ont été supprimées).

et le lecteur se réferera par exemple a [BY95] pour plus de détails. Dans cette
section, nous allons voir comment construire a ’aide de G-Cartes le dual d’une
triangulation en dimension arbitraire.

La notion de dualité peut étre généralisée en dimension arbitraire. Ainsi, le
dual d’une tétraédrisation de Delaunay est un diagramme de Voronoi 3D. Comme
un diagramme de Voronoi peut contenir des polygones et des polyedres arbi-
traires, il est souvent représenté indirectement par la triangulation /tétraédrisation
de Delaunay sous-jacente [GS85]. Certaines applications spécifiques, telles que
la résolution d’équations aux dérivées partielles, peuvent bénificier des propriétés
géométriques des diagrammes de Voronoi. Par exemple, dans [Ver96], une telle
structure est utilisée pour simuler ’écoulement du pétrole dans les couches du
sous-sol. Les relations de perpendicularité entre le primal et le dual permettent
de simplifier I’évaluation des transmitivités entre éléments finis, et d’avoir ainsi
un systeme plus simple a résoudre. Pour de telles applications, il est parfois
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nécessaire de modifier localement le maillage dans des zones riches en détails,
pour pouvoir y définir un plus grand nombre d’éléments finis. Dans ce cas,
les coefficients attachés aux sommets, arétes, polygones et polyedres composant
I'objet doivent étre correctement gérés. Pour cette raison, une représentation
directe du diagramme de Voronoi peut étre nécessaire. Ceci est possible en util-
isant des G-Cartes, puisqu’aucune supposition n’a été faite concernant les poly-
gones/polyedres a représenter.

construire_dual(N-G-Carte M = {D, ag,...,an})
pour d dans D
si d->clef_de_cell[N]
detruire_plongement(d, N) ;
nouv_plong = geometrie_duale(d, N) ;
repartir_plongement(d, N, nouv_plong) ;
fin s
fin pour
pour d dans D
pouride(OaN
echanger(d->alphali], d->alpha[N-i]) ;
echanger(d->clef_de_cell[i],
d->clef_de_cell[N-i]) ;
echanger(d->plong[i], d->plong[N-i]) ;
fin pour
fin pour
fin cconstruire_dual

Le dual d’un maillage peut étre construit en place par I’algorithme ci-dessus,
pour un maillage de dimension arbitraire. L’algorithme consiste en deux étapes.
La premiere étape concerne la géométrie, et associe a chaque N-cellule le centre
de la N-sphere circonscrite, calculé a partir de la fonction géometrie_duale(d,
N) (non détaillée ici). Par exemple, en dimension 2, cette fonction retourne le
centre du cercle circonscrit du triangle référencé par d. La seconde étape met a
jour la structure combinatoire de la G-Carte, en “renversant” les involutions «;
et les plongements. A noter la simplicité de cet algorithme, bien qu’il travaille
en dimension arbitraire. Avec des structures de données plus classiques [Wei85,
Wei86], cet algorithme devient beaucoup plus complexe, et ne se généralise pas a
des dimensions arbitraires.
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AVAV

X = 76-196+121= 1 X = 78-194+116 = 0 X = 77-187+109 = -1

X = 4-4+1 = 1 X = 8-12+4 = 0 X = 10-18+7 = -1

Figure 1.15: La caractéristique d’Euler X est un nombre indépendant de la subdivision
de l’objet en cellules. Pour des subdivisions de surfaces, elle s’exprime par X = S—C+
F, ou S,C et F dénotent respectivement le nombre de sommets, de cotés et de faces.

1.4 Caractérisation des objets cellulaires

En C.A.O., il est tres important de pouvoir controler la construction des ob-
jets géométriques, et d’éviter ainsi de construire des objets invalides. La cara-
ctéristique d’Euler-Poincaré évoquée sur la Figure 1.15 est souvent utilisée pour
classifier les objets ainsi que leurs opérations associées (voir [Pet85b, Mas67,
Mau96] pour plus de détails). Plutdt que de nous intéresser a cette caractéristique,
tres facilement définissable pour des G-Cartes [Lie94, Ber97], nous montrons dans
cette section comment des tests de cohérence plus spécifiques peuvent étre définis.
Ainsi, les relations combinatoires caractérisant les G-Cartes peuvent étre vérifiées
pour un objet donné, ce qui donne un moyen facile de vérifier qu'un objet a été
correctement construit. De plus, cet ensemble de tests de base peut étre étendu,
en définissant des conditions plus restrictives [BDFL93]. Ces conditions perme-
ttent de discriminer les objets ayant des cellules repliées sur elle-mémes et/ou
les objets ayant des bords hétérogenes et/ou les objets non-orientables. Comme
ceci a été montré dans [Lie94], la rigueur du modele est assurée par construction,
puisque 'ensemble des objets valides, muni des opérations de base (coudre,
découdre, créer_sommet, détruire_sommet), est fermé.

1.4.1 Tests de cohérence de la base de données

Une N-G-Carte G = {D, ayp,...,ay} est définie par les conditions 1 et 2, rap-
pelées ci-dessous [Lie94]. La condition 1 vient du fait que les fonctions «; sont
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Figure 1.16: Configurations interdites. A: Couture incompléte; B: Bords a dimensions
hétérogenes; C: Aréte repliée sur elle-méme.

définies a partir de relations d’adjacence symétriques A;, comme nous 1’avons
montré précédemment. La condition 2 caractérise I'opération coudre, en empéchant
la réalisation de coutures incompletes. Par exemble, le brin d mis en évidence
sur la Figure 1.16-A ne vérifie pas la condition {ag 0 as}?(d) = d, qui assure
des coutures completes. Ces deux tests sont facile & implanter sous forme de
programme, et permettent de rejeter les objets invalides. Dans certaines circon-
stances, il peut étre souhaitable de réduire la classe des objets représentables,
en interdisant certaines configurations [BDFL93]. Ainsi, les bords de dimen-
sions hétérogenes peuvent étre évités en imposant la condition 3. Sur la Figure
1.16-B, l'aréte pendante'® peut étre détectée, puisque a;(d) = d. L’aréte repliée
sur elle-méme de la Figure 1.16-C est détectée par la condition 4 (ap 0 aa(d) = d).

1. VO <1 < N, «o; est une involution ;
2. V0<i<i+2<j <N, lafonction a; o o  est une involution ;
3. V0 <1 < N, la fonction «; n’a pas de point fixe ;

4. V0 <i<i+2<j <N, lafonction o;; 0 ; n’a pas de point fixe.

Ces différentes conditions sont faciles a tester, et peuvent étre vérifiées pour
un objet donné en un temps proportionnel au nombre de brins composant cet
objet. En d’autres termes, vérifier la validité d’'un objet ne cotte pas plus cher
que de I'afficher.

10ce terme est utilisé dans le domaine de la C.A.O.
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1.4.2 Orientabilité

La notion d’orientabilité fournit une autre maniere de caractériser les objets
modélisés. En modélisation 3D, la construction de surfaces non-orientables n’est
pas souhaitée en général. Toutefois, de telles surfaces peuvent étre construites
dans un modeleur, suite a des erreurs de manipulation, ou encore a des problemes
de précision numériques. Pour cette raison, il est nécessaire de fournir un moyen
pour détecter de telles surfaces. De plus, la notion de G-Carte hiérarchiques que
nous verrons dans la Section 1.5 se définit a partir de surfaces orientables.

Une surface est dite orientable si elle possede deux faces différentes, ce qui
est le cas de la plupart des surfaces rencontrées en modélisation 3D. Le ruban de
Moebius que nous montrons sur la Figure 1.17 est un exemple souvent cité pour
expliquer cette notion. Cette surface est non-orientable, car elle n’a qu’une seule
face. Dans le cas ou des surfaces non-orientables ne devraient pas étre constru-
ites, comme dans la plupart des applications industrielles, vérifier si un objet est
orientable ou non permet de détecter facilement certains objets incorrects. D'un
point de vue pédagogique, la méthode pour détecter des objets non-orientables,
décrite plus loin, peut étre visualisée graphiquement, ce qui fournit une maniére
intuitive pour expliquer cette notion. L’enseignement des mathématiques et de
I’analyse différentielle, ou encore d’autres domaines mathématiques abstraits,
pourrait bénéficier de telles représentations graphiques (se référer par exemple
a [LMMO95, Gun93, Pet85al).

Comme nous le montrons Figure 1.17, 'orientabilité d'un objet représenté par
une G-Carte peut également étre définie a partir de 1’ “aimantation” de chaque
paire de brins appartenant a cet objet. L’“aimantation” d’une G-Carte revient
a considérer chaque paire de brin {(d, ap(d))} comme un aimant, ayant un pole
nord et un pole sud. Si, pour un objet donné, il est possible de choisir de maniere
consistante pour chacun des brins s’il correspond a un pole Nord ou a un pole
Sud, alors 'objet est orientable. Choisir des poles Nord et des pole Sud revient a
partitionner 1’ensemble de brins D en deux sous-ensembles DT et D~. 1l est alors
possible de formaliser comme suit la loi magnétique, signifiant qu’un brin d’une
polarité donnée ne peut étre connecté qu’a des brins de polarités opposées :

Vde D", VO<i< N, «aid) €D ou «fd)=d
et reciproquement: (1.2)

Vde D, V0<i<N, «ad) eD" ou «ad) =d

Il est difficile de traduire directement cette condition en un algorithme, puisque
la polarité des brins n’est pas donnée a priori. Comme cela a été suggéré dans
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C

Figure 1.17: Notion d’orientabilité. A: Dans le cas d’une surface orientable, chaque
paire de brins {d, ap(d)} peut étre considérée comme un “aimant”. Si les aimants peu-
vent étre combinés tout en respectant les “lois magnétiques”, alors l’objet est orientable.
Le ruban de Moebius est un exemple bien connu de surface non-orientable. B: Cette
surface a la géométrie d’un ruban de Moebius, mais pas sa topologie, puisqu’elle est
coupée, donc orientable (C). Nous pouvons voir toutefois que les lois magnétiques ne
pourront pas étre respectées lorsque nous recoudrons la coupure ; D: Une fois que la
coupure est cousue, la surface n’est plus orientable.

[Lie94], une solution pratique se fonde sur le fait que la polarité d’une composante
connexe orientable est totalement déterminée par un seul brin dont la polarité
est fixée. Etant donné un brin d, l'orbite < ag 0 aq, 9 0 g, .., g 0 Ay > (d)
permet de retrouver tous les brins ayant la méme polarité que d. Si cette orbite
parcourt la moitié des brins de la composante connexe de d, alors cette com-
posante connexe est orientable. Dans le cas contraire, cette orbite parcourt la
totalité des brins de la composante connexe.
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F

Figure 1.18: La surface de Boy (A), tout comme la bouteille de Klein (D), est une
surface non orientable fermée. B: Les revétements a double feuillet de ces surfaces (B,C
et E,F), affichés ici en coupe, sont des surfaces orientables. Il est possible de montrer
que le revétement de la surface de Boy est homéomorphe a une spheére, et celui de la
bouteille de Klein est homéomorphe a un tore. Ils peuvent donc servir de point central
au retournement de la sphére et du tore.

Cette orbite peut étre parcourue facilement en utilisant ’algorithme de par-
cours général donné en Section 1.2.3.

soit G = {D, (ap,...,ay)} une N-G-Carte connexe
G est orientable

<~
< 0,0 0y, ... 00 ay > (d) #£D

(1.3)

Si nous considérons le graphe dont les sommets sont les brins, et dont les arcs
correspondent aux fonctions agoq;, le critere d’orientabilité revient a tester si
ce graphe est biparti. Ce test peut facilement étre effectué en assignant des
“polarités” aux brins. Il est alors possible d’ajouter comme pré-condition a
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D E F

Figure 1.19: Plusieurs étapes de [’éversion de sphére proposée par Sylvio Lévy et.
al. (A-E), et la discrétisation de l'une des surfaces (F'). Cette suite d’opérations per-
met de retourner une sphere, tout en préservant la continuité de la normale pendant
lopération.

Iopération coudre un test qui vérifie que I'on ne coud pas des brins de méme
polarités.

La notion d’orientabilité est utile en modélisation 3D, car elle va nous perme-
ttre d’identifier rapidement certains objets invalides, construits lors d’erreurs de
manipulation, ou encore a la suite de problemes de précision numérique. Cette
notion est également liée a certaines curiosités mathématiques, que nous évoquons
ici brievement. Les surfaces en question nous ont également servi a valider cer-
tains algorithmes du modeleur. Les mathématiciens se sont intéressés a ce type de
surfaces dans le cadre du probléeme dit du “retournement” de la sphere (également
appelé éversion). Ce probleme est expliqué de maniere didactique dans les ou-
vrages pédagogiques de Jean-Pierre Petit [Pet85a, Pet85b, Pet85¢], et un his-
torique de ce probleme est donné dans le chapitre 6 de [Fra87]. En partant d’une
sphere peinte en rouge a l'intérieur et en bleu a I'extérieur, le probleme consiste a
obtenir une sphere peinte en bleu a I'intérieur et en rouge a I'extérieur. Les regles
du jeu autorisent les surfaces a se traverser, mais interdisent I'apparition d’angles
(la normale a la surface devant rester définie en tous points pendant le proces-
sus). La possibilité d’une telle opération a été démontrée par Smale [Smab8], en
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1958. Depuis, les mathématiciens ont cherché des manieres d’atteindre cet objec-
tif, comme Phillips qui a proposé une premiere “recette” dans [Phi66]. Shapiro
a été I'un des premiers a définir une méthode totalement formalisée, qui a été
décrite par Francis et Morin dans [FM79, Fra87|. L’opération étant relativement
complexe, Max a fait appel au graphisme 3D pour visualiser le processus [Max77].

Ces méthodes ont également été décrites dans [Pet85a, Pet85b] : ainsi, si nous
peignons une surface de Boy (en utilisant une seule couleur, puisqu’elle est non-
orientable), et que nous retirons ensuite la surface, il ne reste plus que la peinture,
qui forme ce qui s’appelle un revétement a double feuillet de la surface de Boy
(Figure 1.18-B,C). Cette derniere surface a deux faces : 'une était en contact
avec la surface de Boy, et 'autre était en contact avec 'extérieur. De plus, elle
est homéomorphe a une sphere, ce qui suggere de 1'utiliser comme point central
dans le processus de retournement de la sphere. En effet, dans un premier temps,
la sphere est transformée en revétement a double feuillet de la surface de Boy,
puis les deux feuillets sont échangés (en se passant au travers). L’opération in-
verse est ensuite effectuée, transformant la surface en une sphere. D’une maniere
similaire, Petit [Pet78, Pet79] a également montré que le revétement a double
feuillet (Figure 1.18-E,F) de la bouteille de Klein (Figure 1.18-D) pouvait servir
de point central au retournement du tore.

Une autre méthode de retournement de la sphere a été proposé dans [LMM95,
LP95], fondé sur une idée différente (voir Figure 1.19). Des plis sont tout d’abord
créés sur la sphere (Figure 1.19-A), puis les deux poles sont “poussés” 1'un vers
lautre jusqu’a ce qu’ils se traversent (Figure 1.19-B). Ensuite, les plis subissent
une rotation (Figure 1.19-C), et il ne reste plus qu’a “déplier” la surface (Figure
1.19-D,E). Ceci peut paraitre bien compliqué, mais la nécessité de préserver la
continuité de la normale lors de I'opération impose tous ces “détours”. La Figure
1.19-F montre la discrétisation de 1'une de ces surfaces, représentée ici a 1'aide
d'une G-Carte. Ces objets ont été construits a partir du programme décrit dans
[LP95] et disponible dans [LT95], adapté de maniere a produire des G-Cartes
pour notre modeleur.

Sullivan et. al. ont proposé dans [SFLI8| une approche totalement différente,
fondée sur une minimisation de ’énergie de la surface. L’évolution de la sur-
face est alors obtenue automatiquement, par minimisation d’une fonctionnelle
d’énergie, a l'aide du programme FEvolver de Brakke [Bra92b, Bra92al. Afin
de générer des surfaces possédant des propriétés géométriques utiles pour nos
problemes de modélisation 3D, nous proposerons une approche de lissage discret
dans le Chapitre 2, similaire a ’approche de Brakke, et offrant la possibilité de
prendre en compte des contraintes linéaires.
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Figure 1.20: A: Une surface représentée par une 2-G-Carte; B: La carte des bords
correspondante; C: un volume discrétisé en polyéedres, les liens volumiques sont affichés;
D: le bord du volume.

1.4.3 Carte des bords

La notion d’orientabilité introduite dans la section précédente offre une maniere
simple de rejeter une classe d’objets invalides (les objets non-orientables). Les
surfaces liées au probleme du retournement de la sphére nous ont permis de tester
ces méthodes de validation.

Dans certaines circonstances, ces tests ne sont pas suffisant, et le domaine
d’application décessite d’autres manieres de caractériser les objets construits.

Ainsi, le nombre et la nature des bords d’une surface offrent une maniere
différente de les classifier, et de détecter certains problemes liés a la construction
des modeles. Par exemple, si certains polygones ne sont pas connectés de maniere
combinatoire bien que partageant géométriquement un coté, ceci pourra étre
détecté par la présence d’un bord le long du c6té en question.
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Comme cela a été montré par Lienhardt dans [Lie94], il est facile d’extraire le
bord d’un objet représenté par une N-G-Carte G = {D, («;)o<i<n }, sous la forme
d’une N — 1-G-Carte 0G = {D’, (a})o<i<n-1}, définie par:

2 = {deD/ay(d) =d}
VO<i<N-2VdeD, dad) = w4(d)
Vd e D, ay_i(d) = d/d e<ay,an_1>(d)etd #d

(1.4)

Cette notion est indépendante de la dimension des objets considérés et peut

donc s’appliquer a des lignes, a des surfaces, a des volumes . . . (voir Figure 1.20).

En utilisant cette définition, il est possible d’utiliser le méme code pour extraire

le bord d’une surface (Figure 1.20-A,B) et le bord d'un volume (Figure 1.20-C,D).

Cette notion va également nous servir de base pour définir la notion de G-Carte
hiérarchique, introduite dans la section suivante.

1.5 Cartes Généralisées Hiérarchiques

Notre objectif est de représenter de maniere efficace des modeles géologiques
du sous-sol. De tels modeles pouvant étre considérés comme une partition de
I’espace 3D, ils peuvent donc étre représentés par des 3-G-Cartes. En utilisant
les opérations précédentes ainsi que des algorithmes de plus haut niveau qui les
combinent, il est possible de construire des modeles du sous-sol. Néanmoins, les
3-G-Cartes sous leur forme originelle ne s’averent pas totalement adaptées a ce
type de modélisation, qui présente certaines spécificités :

1. Les couches géologiques sont souvent représentées par des polyedres com-
portant un tres grand nombre de faces, et liés les uns aux autres d’une
maniere qui présente une forte cohérence spatiale (voir Figure 1.21). Autre-
ment dit, si une face d’un polyedre P; est connectée a un polyedre P, il
est probable que les faces voisines soient également connectées a Ps;

2. L’utilisateur va souvent devoir manipuler de grands ensembles de cellules,
considérés comme une primitive de plus haut niveau, comme les couches
géologiques;

3. Les interfaces, surfaces limites séparant deux couches géologiques, jouent
un role prépondérant dans le processus de modélisation. En effet, a cause de
la nature des données, les utilisateurs commencent souvent par construire
des surfaces qui représentent ces interfaces, pour ensuite les assembler entre
elles afin de partitionner ’espace 3D en couches géologiques. Une approche
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B

Figure 1.21: A: Modéle 3D du sous-sol (extrait du modéle EAEG-SEG), décomposé
en cellules volumiques correspondant aux couches géologiques; B: Le méme modéle, en
vue “éclatée”. Ces cellules volumiques ont toutes un trés grand nombre de faces (de
lordre de la dizaine de milliers), ce qui va nécessiter un modéle hiérarchique, afin de
ne pas dupliquer inutilement les liens volumiques.

différente & été proposée dans [NI1198], ot des volumes sont directement re-
construits a partir du diagramme de Voronoi des points de données.

Les points 1 et 2 suggerent de regrouper les cellules élémentaires (sommets,
segments, polygones ...) en primitives de plus haut niveau, afin de “factoriser”
les liens volumiques, et de pouvoir ainsi désigner un grand ensemble d’éléments
par une seule primitive de plus haut niveau. Dans ce qui suit, nous allons montrer
comment définir un modele hiérarchique adapté a ce type de besoins, permettant
facilement de manipuler a la fois des surfaces et des volumes (point 3).

Dans la littérature, nous avons pu remarquer que les points 1 et 2 ont souvent
été présents dans le “cahier des charges” devant étre respecté par les modeles
topologiques. Ainsi, Ansaldi et. al. ont proposé dans [AFF85b, AFF85a] un
modele topologique fondé sur un graphe d’adjacence des faces, et I'ont ensuite
enrichi d’une structure hiérarchique dans [FF88, AF86], ceci pour permettre une
représentation compatible avec les processus mis en jeu dans le domaine de la
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CFAO!". Des modeles numériques de terrains ont également été représentés par
une structure hiérarchique dans [FP95], a I'aide de triangulations dans lesquelles
certains triangles peuvent étre munis récursivement d’une sous-triangulation.
Nous pouvons également citer les modeles topologiques pour la multi-résolution
[ZSS97, KCVS98], fondés sur 'application itérative d’'une opération de simplifica-
tion sur un maillage de départ. Ceci permet d’obtenir une hiérarchie de maillages
plus simples, en supprimant itérativement des ensembles de sommets et de tri-
angles. En ce qui concerne les G-Cartes, Bertrand décrit un modele hiérarchique
dans [Ber97], permettant de “cloner” des parties d’objets, sans dupliquer leur
représentation en mémoire.

Ces différents modeles sont adaptés aux besoins spécifiques de leur domaine
d’application, mais n’offrent pas le type de fonctionalités souhaitées pour nos ap-
plications. Pour la plupart, ces modeles hiérarchiques présentent un couplage trop
fort entre leur différents niveaux. Avant de présenter notre modele hiérarchique,
nous allons tout d’abord présenter les différentes approches que nous avons con-
sidérées, fondées sur la notion de sous-partition cellulaire. Nous verrons ensuite
comment le modele de la délégation de plongement apporte une plus grande flex-
ibilité.

Sous-partition cellulaire

Une premiere idée pour définir un modele hiérarchique fondé sur les G-Cartes
pourrait étre de considérer la notion de sous-partition cellulaire. Etant donnée
une partition cellulaire P = Cy U C; ... U Cy ou les C; dénotent les ensembles des
cellules de dimension ¢ de la partition, une sous-partition cellulaire P’ = Cj U C;
... U C}y est définie comme une partition cellulaire telle que toute cellule de Cj,
est égale a I'union d’un ensemble de cellules de P:

k
VeeClCy, 3e,ca...c€P | c=Jq (1.5)
i=1
Par exemple, sur la Figure 1.22-A, les traits fins représentent une partition

cellulaire P d’une surface, et les traits gras correspondent a une sous-partition
cellulaire P’ de P.

Si la partition P est représentée par une G-Carte G = {D, ag, a1, ...ay}, la
sous-partition P’ revient a partitionner I’ensemble D en k sous-ensembles Dy,
Dy, ...Dy, chacun d’entre eux correspondant a une N-cellule de P’ (autrement
dit & un ensemble de triangles délimité par un trait gras sur la Figure 1.22-A).
Il est alors possible de représenter P’ par une G-Carte G’ = {D’, o, o, ...y},
entierement déterminée a partir de G. L’idée consiste a considérer les G-Cartes
des bords des sous-ensembles Dy, Dy, ... Dy, et a les relier par une fonction oy:

Heonception et fabrication assistées par ordinateur
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Figure 1.22: A: Partition cellulaire et sous-partition d’une surface; B: représentation
des deux niveaux par deur G-Cartes imbriquées, la G-Carte correspondant a la partition
cellulaire étant représentée en blanc, et celle correspondant a la sous-partition étant
représentée en noir; C: la G-Carte de plus haut niveau comporte des brins qui pourraient
étre supprimés (zones grisées); D: simplification de la G-Carte de plus haut niveau.

D/:{dED / HZ%] / dGDietOfN<d)€Dj}

Vi<i<k, VdeD;, oy ,(d) = de<ay,ay>(d)ND; |
an(d) ¢ D; et d #d

VO<iAN—1<N, VdeD, aj(d = aid)
(1.6)

Il convient a présent de vérifier que la structure combinatoire définie par G’

est bien une G-Carte, a savoir qu’elle vérifie bien la relation suivante (voir Section
1.2.2):

VO <i<N, Q; est une involution
(1.7)

VO0<i<i+2<j<N, oocq; estuneinvolution
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Si nous nous intéressons a un des sous-ensembles D;, muni des fonctions

Qp, 1 ...,ON:

- : (1.8)
Vd € D, an(d) = an(d) siay(d) e D;
an(d) = d sinon

alors il est clair que {D;, ay, a,...an} est une G-Carte, et que {D;ND’, ay, o,
...ay_;} est la G-Carte de ses bords (voir la section précédente). La condition
est donc vérifiée pour les o avec 0 < ¢ < N — 1. Il reste alors a vérifier que ay
et a; 0 ay pour 0 <i < N — 2 sont bien des involutions. C’est effectivement le
cas, puisque o pour 0 <i < N — 1 est la restriction de a; a D'.

La Figure 1.22-B montre la G-Carte G correspondant a la discrétisation la
plus fine (en blanc), et G', définie par une sous-partition de la surface (en noir).

Cette premiere approche définit bien un modele hiérarchique, permettant de
désigner des ensembles de cellules par des primitives de plus haut niveau, mais
elle impose que la discrétisation des bords des cellules soit la méme pour deux
niveaux consécutifs (donc pour tous les niveaux). Ceci limite fortement 'intéreét
de l'approche, en imposant la représentation de liens volumiques pour tous les
polygones présent a la jonction de deux couches géologiques dans un modele tel
que celui de la Figure 1.21.

Bien sir, il est possible de simplifier la représentation des bords des ensembles
D;, en appliquant itérativement le méme processus de simplification a différents
ensembles de brins. A chaque étape, ces ensembles de brins comportent tous les
brins ayant des orbites isomorphes du point de vue de la partition (D;). Nous
montrons sur la Figure 1.22 le résultat de cette simplification. Les brins mis
en évidence sur la Figure 1.22-A ont été supprimés de la discrétisation (Figure
1.22-B).

Dans [N1198], Nullans a décrit une méthode pour construire une partition
de l'espace a partir de points munis d'un vecteur normal et d’un numéro de
région a laquelle ils sont censés appartenir (une telle information est souvent
appelée une “couleur”, et les points sont alors dits “coloriés”). Notre méthode
de représentation d’une sous-partition permet d’extraire d’un tel modele une
représentation des interfaces entre les différentes régions. De plus, il serait égale-
ment possible de mettre en place des méthodes de reconnaissance d’images dans
une telle structure, comme cela a été réalisé par Fiorio dans [Fi095, FG96] dans
le cas de grilles régulieres (ou plus précisément, d’images). Ce type d’approches
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A B

Figure 1.23: A: horizons et failles, correspondant aux frontiéres entre couches
géologiques. La surface représentée est mon-variété dans les zones ou plusieurs sur-
faces se rencontrent a la maniére des pages d’un livre. Une représentation directe
de cette surface nécéssite des structures de données spécialisées. B: le volume défini
comme la partition de l’espace engendrée par cette surface est une variété, donc il peut
étre représenté par des structures plus simples, par exemple une 3-G-Carte.

permet bien de traiter les deux premiers points de notre cahier des charges (“fac-
toriser” les liens volumiques, et permettre la désignation de grand ensembles de
primitives). Le dernier point n’a toujours pas été traité, a savoir la possibilité de
représenter tout d’abord des surfaces, pour ensuite les assembler afin de définir
une partition de I’espace 3D. Dans la section suivante, nous allons voir une struc-
ture permettant ce type d’interactions avec 1'utilisateur.

Délégation de plongement

En C.A.O. comme en géologie numérique, les utilisateurs souhaitent pouvoir
définir facilement des partitions de ’espace 3D, correspondant aux couches géo-
logiques. Au cours du processus de modélisation, des surfaces sont tout d’abord
construites (Figure 1.23). Les intersections entre ces surfaces sont ensuite cal-
culées, ce qui génere des configurations non-variété dans les zones ou plusieurs
surfaces se rencontrent, a la maniere des pages d’un livre. Les zones non-variété
correspondent aux points dont les voisinages ne sont pas homéomorphes a des dis-
ques (voir la Figure 1.3 de la Section 1.1). Une représentation directe de cette sur-
face nécessite des structures de données spécialisées, telles que la représentation
aréte radiale de Weiler [Wei86], ou des chaines de G-Cartes [EL92]. Nous pro-
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Figure 1.24: A: Dans une H-G-Carte, chaque objet est muni d’un “cadre”,
représentant le complémentaire de ’espace dans lequel 'objet est plongé. Ainsi, une
surface S représentée par une G-Carte G est munie d’une 3-G-Carte é, représentant
IR3 — S. Cette représentation permet de combiner la surface S avec d’autres surfaces,
afin de subdiviser l’espace; B: détail des relations mises en jeu au niveau d’un coin.
Chagque brin de G (en noir) référence celui de G (en blanc) qui lui correspond (fléches).

posons ici une autre approche, fondée sur la représentation de surfaces non-variété
par des relations variété entre des volumes.

Cependant, ces surfaces correspondent en réalité a des frontieres entre des
volumes, qui représentent des couches géologiques (voir Figure 1.23). Les vol-
umes ainsi délimités sont des variétés, dont la représentation peut étre définie
a l'aide de structures plus simples que les arétes radiales. Cette constatation
va nous permettre de représenter des relations non-variété entre des surfaces en
nous fondant sur le fait que ces surfaces correspondent aux frontieres de volumes
variété. Par exemple, il est ainsi possible de représenter ce type de configura-
tions par une 3-G-Carte. Si les surfaces sont orientables (ce qui est toujours le
cas dans les applications pratiques), chaque surface peut alors étre considérée
comme une “cloison”, pouvant partitionner l’espace. Ainsi, comme le suggere
la Figure 1.24-A, nous allons munir chaque surface S d’une structure, que nous
appellerons un cadre, représentant I’espace IR?® — S entourant la surface. Nous
appellerons treillage la G-Carte qui représente la subdivision de S. Dans la suite,
le terme cloison désignera ’ensemble formé par un cadre et par son treillage.

De meéme, en 2D, une courbe C peut étre munie d’un cadre, correspon-
dant & l'espace IR? — C qui I'entoure. Nous définissons un cadre d’une N-G-
Carte G comme une N + 1-G-Carte § = {D* U D7, (&)o<icn+1}. Les fonc-
tions &; pour 0 < ¢ < N sont définies de sortes que les deux N-G-Cartes
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Gt = {D*, (&;)o<icn-1} et G- = {D~, (&;)o<i<n—1} soient isomorphes & une
méme sous-partition de la G-Cartes des bords de G. Les fonctions ay et an_1
lient les paires de brins qui se correspondent dans les deux G-Cartes isomor-
phes QAJ“ et Q‘. Comme nous le montrons sur la Figure 1.24-B, les brins d’un
cadre référencent ceux de son treillage. En quelque sorte, nous pouvons dire
que la géométrie d’un cadre est “déléguée” a son treillage, c’est pourquoi nous
désignons par délégation de plongement ce type de modeles hiérarchiques.

Certains algorithmes vont nécessiter la définition de parcours pour cette struc-
ture, permettant de naviguer entre les cadres et les treillages associés. Par
exemple, 'algorithme consistant a construire une tétraédrisation d’un espace
délimité par un ensemble de cloisons nécessite ce type d’acces. En pratique,
nous stockerons dans les structures Brin correspondant aux cadres un pointeur
vers les Brins du treillage, en utilisant par exemple leur champ plong. Dans
certains cas, il peut étre également utile de retrouver les brins du cadre corre-
spondant a un brin du treillis donné. Dans ce cas, nous ajoutons un pointeur
supplémentaire dans les brins du treillage concernés, désignant I’'un des brins du
cadre.

Comme nous le montrons sur la Figure 1.25, une fois qu’'une telle structure
est définie, il est facile de définir une opération créant des relations non-variété
entre des surfaces. En utilisant les cadres, représentant des objets de dimension
supérieure, ces relations non-variété entre des surfaces sont remplacées par des
relations variété entre des volumes. Nous définissons une nouvelle opération,
appelée assembler, permettant de joindre des cloisons, et définie par I’algorithme
que nous donnons ci-dessous :

assembler (d;,d}: Brin, dim: entier)

Brin dQ = adim—l(dl)
Brin djy = agim—1(d})

by dans < ay, ... adim_g(aﬁ
b} dans < o, . . . gim—3(
by dans < ag, . .. agim—3(

by dans < o, . . . Qgim—3(dy) >

bi->alpha[dim - 1] = b} ;  bj->alpha[dim - 1] = b;
by->alpha[dim - 1] = b5 ;  bS->alphaldim - 1] = by
fin pour

pour

fin assembler
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assembler(d, ,d, ,2)

assembler(d, ,d, ,3)

L

Figure 1.25: A,B: Création d’une connection non-variété entre trois courbes,
représentée en termes de relations variété entre des surfaces). Cette configuration peut
alors étre représentée par une 2-G-Carte. C,D: cette opération s’applique également
a une connection non-variété entre des surfaces, qui peut étre considérée comme des
relations variété entre des volumes, représentables par une 3-G-Carte.

La Figure 1.25 montre deux exemples pour la fonction assembler, appliquée
a des cadres de dimension 2 (Figure 1.25-A B) et 3 (Figure 1.25-C,D). Lorsque la
dimension dim des cadres est égale a 2, les orbites de type < ag, . .. Qgim—3 > (d)
ne comportent que le brin d, puisque I’ensemble des involutions a parcourir est
vide.

Cette opération assembler nous permet de construire des partitions de I'espace
en assemblant des cloisons de dimension inférieure. Nous appellerons H-G-Carte ,
ou G-Carte hiérarchique, un ensemble de cloisons ainsi combinées par 1'opération
assembler.
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Figure 1.26: Exzemple de H-G-Carte de dimension 2. Les cadres peuvent étre combinés,
de maniére a définir une subdivision de [’espace. Les différentes régions de ’espace ainsi
subdivisé peuvent alors étre retrouvées en parcourant les orbites < aq, a1, . .. Qgim—1 >,
ou dim désigne la dimension de [’espace. Les régions Ry, ... Ry ont été ainsi identifiées.
La région Ry correspond a “I’espace extérieur” du modéle. Dans le cas ot des régions
présentent des bords internes, comme Ry qui contient Ry, des “brins virtuels” sont
ajoutés, afin de définir un bord connexe pour la région concernée (Ry)p.

Sur la Figure 1.26, nous montrons un exemple de H-G-Carte, représentant
une partition de IR?, déterminée par un ensemble de lignes (les liens oy ne sont
pas affichés par souci de lisibilité). Nous pouvons alors retrouver les régions 2D
de cette partition en parcourant les orbites < «g,a; > de la G-Carte formée
par 'assemblage des cadres. Toutefois, les régions présentant des bords internes,
comme la région Ry, ne peuvent pas étre représentées directement. L’information
correspondant a ce qui s’appelle ’arbre d’inclusion des différents objets doit étre
représentée dans la structure. Cet arbre d’inclusion indique pour chaque bord la
liste des bords qu’il contient. Plutot que de représenter directement cet arbre,
nous proposons d’utiliser des brins “virtuels”, qui vont lier le bord interne de
R, a son bord externe, ceci permettant d’utiliser les parcours d’orbites standard
pour retrouver tous les brins du bord d’une région. Ces brins jouent un role
purement combinatoire, et ne sont donc pas munis de plongements géométriques.
Ils seront identifiés comme des brins “virtuels” par une variable booléenne as-
sociée, indiquant qu’ils ne doivent pas étre pris en considération lors d’opérations
géométriques (tels que des calculs d’intersection).
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1.6 Interét pratique de ce type de représentation

Nous allons discuter ici de l'interét pratique de ce modele. Nous verrons dans
un premier temps les performances en espace et en temps des G-Cartes, qui
ne sont pas leur caracteristique la plus interessante, puisque des représentations
comme DCEL [Ket98] affichent un meilleur score en ce qui concerne 'occupation
mémoire. Comme nous le verrons plus loin, I'interét pratique des G-Cartes se
situe plutot d’un point de vue généricité, qui permet facilement de gérer ce que
nous nommerons 1’ “explosion combinatoire” induite par l'ecriture de certaines
operations. Nous pensons que ce dernier point peut grandement faciliter le pro-
cessus de développement des grands projets de modeleur 3D. Nous avons implanté
les différentes structures et algorithmes décrits dans ce chapitre, ce qui nous a
permis décrire un noyau de modeleur. Comme nous le verrons a la fin de la
section, la généricité des G-Cartes a rendu ce noyau particulierement compact et
facile a développer.

Afin d’étudier la complexité en espace de cette représentation, nous nous
placons dans le cas d’une surface triangulée “moyenne”, c¢’est a dire ayant pour
chaque sommet six triangles qui s’y rejoignent. Nous considérons que les elements
des bords, ayant des voisinnages différents, ont un effet négligeable par rapport
aux autres elements (nous pouvons supposer que pour une surface ayant n som-
met, il y a de Pordre de y/n sommets sur le bord).

Soient S, A, T les nombres de sommets, aretes, triangles respectivement.
Si A représente le nombre d’aretes, alors:

e Chaque arete est partagee par deux triangles, et chaque triangle compte
trois aretes, donc 1" = 2/3 x A.

e Chaque sommet est partage par six aretes, et chaque arete compte deux
sommets, donc S =1/3 x A.

Ces nombres (S =1/3x A, A,T =2/3 x A) sont communément admis pour
évaluer les performances des modeles. Ainsi, I'occupation en mémoire d’une
représentation est évaluer en nombres de mots par aréte.

Performances en espace des G-Cartes comparées a DCEL

Nous supposons dans un premier temps que les objets sont munis de plongements
sur les sommets uniquement. Dans un deuxieme temps, nous considererons
également les plongements sur les arétes et sur les polygones.

Dans la plupart des etudes d’occupation mémoire de structures topologiques,
les bits de marquage associes aux élements ne sont pas pris en compte (comme
dans [Ber96, Ber97]) (ces bits de marquage sont nécessaire pour les algorithmes de
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parcours). Dans le cas des G-Cartes, il nous parait judicieux de les comptabiliser,
car les brins des G-Cartes étant des elements “atomiques” plus petis que les Face,
HalfEdge et Vertex des autres structures, ils sont présents en nombre beaucoup
plus important, ce qui fait qu'un mot ajouté a la structure aura une influence
non negligeable sur I'occupation mémoire d’un objet.

Nous considérons donc ici que les brins ont un mot utilisé pour le marquage,
et que les HalfEdge du DCEL en ont un egalement.

Un brin est alors representé par la structure suivante (en langage C):

struct Brin {
Brin* alphal3] ;
Plongement_de_sommet* plongement ;
int marques_booleennes ;

s
Et une structure de donnée DCEL par les structures suivantes :

struct Vertex {
Plongement_de_sommet* plongement ;

HalfEdge* half_edge ;

s

struct HalfEdge {
HalfEdge* next ;
HalfEdge* opposite ;
Vertex* vertex ;
Facex face ;
bool marquage ;

s
struct Face {

HaldEdge* half_edge ;
s

Pour ces différentes structures, le cout mémoire est (en mots):

G-Cartes: | cout(Brin) = 5

DCEL: cout(Vertex) = 2
cout(HalfEdge) = 5

cout(Face) = 1

Donc pour une surface triangulée comportant A arétes, si nous admettons que
le nombre de triangles T est egal a 2A/3 et que le nombre de sommets S est de
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A/3, alors le cout d'une G-Carte ayant A arétes est de 5x4x A = 20A (il y a
quatre brins par aréte).

Pour DCEL, le cout est de (il y a 2 HalfEdges par aréte): 2 x S+ 5 x 2 X
A+1xT=2xA/3+10xA+1x2xA/3=11A

Supposons a présent que nous souhaitons représenter des plongements sur
tous les éléments (sommets, faces, arétes). Un brin est alors representé par la
structure suivante:

struct Brin {
Brin* alphal3] ;
Plongement* plongement[3] ;
int marques_booleennes ;

s

Et une structure de donnée DCEL par les structures suivantes:

struct Vertex {
Plongement_de_sommet* plongement ;

HalfEdge* half_edge ;

s

struct HalfEdge {
HalfEdge* next ;
HalfEdge* opposite ;
Vertex* vertex ;

Facex face ;
Plongement_de_cote* plongement ;
bool marquage ;

s
struct Face {

HaldEdge* half_edge ;
Plongement_de_face* plongement ;

Pour ces différentes structures, le cout mémoire est:

G-Cartes: | cout(Brin) = 7

DCEL: cout(Vertex) = 2
cout(HalfEdge) = 6

cout(Face) = 2
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e Pour une G-Carte, le colit en mots d’une surface triangulée moyenne com-
portant A arétes est de 4 x A x 7 = 28A (chaque arete correspond a quatre
brins).

e Pour DCEL, il est de: 2 x A/34+2x6x A+2x2x A/3=14A.

Ces résultats sont résumés dans les tableaux suivant:

Cotts comparés des G-Cartes et de DCEL (avec bits de marquage)

G-Carte DCEL G-Cartes DCEL

plongements | plongements | plongements | plongements

aux sommets | aux sommets | partout partout
cout | 204 11A 28A 14A

Les chiffres correspondant a d’autres structures de données, telles que celle
de Weiler [Wei84], sont comparables a ceux obtenus pour DCEL. Le lecteur se
rapportera a [Ber96, Ber97] pour plus de details.

Nous donnons également les coiits des différentes structures, calculés sans
tenir compte des bits de marquage (comme dans [Ber96, Ber97]).

Coits comparés des G-Cartes et de DCEL (sans bits de marquage)

G-Carte DCEL G-Cartes DCEL

plongements | plongements | plongements | plongements

aux sommets | aux sommets | partout partout
cout | 164 8.7TA 24 A 12A

En pratique, puisque les G-Cartes n’utilisent qu’un seul type d’élément, de
taille constante, il est facile d’écrire un allocateur memoire spécialisé, qui fournira
des meilleures performances que 'operateur new par défaut du C++. L’allocateur
écrit par T. Valentin permet de gagner 25 % d’occupation mémoire par rapport
a allocateur par défaut, ce qui réduit I’écart entre les deux types de structures.

Performances en temps des G-Cartes comparées a DCEL

Avant de nous interesser aux aspects liés au développement logiciel autour des
G-Cartes, nous abordons rapidement le probleme des performances en temps. Ce
probleme peut étre traité en mettant en évidence un isomorphisme entre les deux
structures, si nous nous limitons a des subdivisions de variétés orientables. Nous
nous intéressons ici plus particulierement a des surfaces (la méme étude peut étre
réalisée pour des volumes).
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Si nous considérons les subdivisions de variétes 2D orientables, domaine de
représentation de DCEL, alors nous pouvons mettre en correspondance toute 2-
G-Carte avec une structure DCEL et récriproquement. Pour une G-Carte d’'une
surface orientable, I’ensemble D de ses brins peut étre partitionné en deux sous
ensemble DT et D~ comportant le méme nombre de brins (voir la Section 1.4.2).
Un HalfEdge DCEL correspond alors a un couple de brins (d+,d—), avec :

d+ e DF
d— e D~
Ozo(d—f-) = d—
O./o(d—) == CH—

Dans cette optique, il est possible de décrire une structure DCEL en rem-
placant les mots du vocabulaire DCEL par des mots de celui des G-Cartes. Ceci
permet d’implanter les operations de DCEL en termes de G-Cartes. Comme le
méme élément peut étre désigné par plusieurs brins différents, le test d’égalité
entre deux elements peut étre exprimé en comparant les plongements.

HalfEdge e = (d+,d-)

next — ai(d+)

opposite —  ay(d—)

vertex — d+

face - d+

plongement — d+ .plong[1]

e == e’ (test d’égalité) «— d==d

Face f ~ d (Brin)

half_edge — d

plongement — d.plong|[2]

f == £’ (test d’egalite) <« d.plong[2] == d'.plong|2]
Vertex v — d (Brin)

half edge — d

plongement — d.plong[0]

v == v’ (test d’egalite) <« d.plong[0] == d'.plong[0]

Comme il est possible de ré-exprimer les opérations de base de DCEL en ter-
mes d’operations de G-Cartes ayant une complexite constante, ceci nous donne la
meme complexite en temps pour les algorithmes agissant sur les deux structures
(Néanmoins, des précautions doivent etre prises: en effet, avec cette structure,
le parcours des sommets d'une face ne se fera pas toujours dans le meme or-
dre suivant le brin utilisé pour référencer la face). En termes d’implantation,
dans CGAL [CGA], nous pensons qu’il est possible d’écrire des classes dites
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“Adaptateur”!? pour décrire une classe pouvant servir d’argument formel de type

DCEL data_structure aux classes generiques de CGAL.

En pratique, des tests de performances ont montré que le temps de parcours
des sommets connectés a un sommet donné (temps mesures sur une machine SGI,

processeur R4000 a 250 MHZ):

e dans le cas des surface, cotite plus cher de 10% que I'implantation actuelle
de gOcad (qui stocke un tableau de pointeurs d’HalfEdge dans chaque
Vertex).

e dans le cas des volumes, cotite plus cher de 120% que I'implantation actuelle
de gOcad (comme nous utilisons un marquage, il faut démarquer apres le
parcours, ce qui explique que cette operation coute deux fois plus cher
qu’avec un stockage direct des HalfEdge dans les Vertex ).

e Interpolation D.S.I. sur une surface comportant 20000 triangles (utilisation
intensive des itérateurs retournant ’ensemble des sommets connectés par
une aréte a un sommet donné):

- implantation actuelle de Gocad: 18 secondes
- G-Cartes: 21 secondes

Nous avons observé des meilleurs temps de réponse pour les opérations de
modification de maillage:

e Subdivision de chaque triangles en 4, pour une surface en comportant 20000:
- implantation actuelle de gOcad: 25 secondes
- G-Cartes: 15 secondes

Toutefois, comme nous "avons indiqué, les performances en temps (tout comme
'occupation mémoire) ne sont pas le point le plus intéressant de cette structure.
Sa puissance se manifeste plutot lorsque nous considérons globalement le proces-
sus de développement d'un modeleur 3D.

Les G-Cartes : Cartes Généralisés ou Cartes Génériques

Lorsque certaines familles d’opérations sont considérées, on obtient rapidement
ce que nous appelons une “explosion combinatoire” du code a écrire. Nous pou-
vons citer par exemple le probleme des itérateurs locaux. Ainsi, dans le cas des
subdivisions de surfaces, nous souhaitons étre capables d’itérer:

12 Adapter class
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e sur les sommets d’un polygone
e sur les segments d’'un polygone

e sur les sommets d’un segment

Dans le cas des subdivisions de volumes, les itérateurs doivent permettre de
parcourir:

e les sommets d'un polyedre

les segments d’un polyedre

les faces d'un polyedre

les sommets d'un polygone

les segments d’un polygone

les sommets d’un segment

Dans le cas général, pour un objet de dimension n,ilyal+4+24..+n =
n(n + 1)/2 iterateurs différents. Si nous utilisons des structures classiques, une
fonction différente devra etre écrite pour chacun de ces iterateurs, car les pointeurs
permettant de naviguer entre des elements de dimensions différentes ont des noms
differents. En utilisant les G-Cartes, il est possible d’exprimer ces iterateurs par
des classes patron!?, dont les arguments formels sont les parcours d’orbites des
differentes cellules mises en jeu. Ceci permet de réduire la taille du code de
maniere importante (voir le tableau a la fin du chapitre), et de diminuer les
risques d’erreurs de programmation. Ceci s’applique également aux operations
d’edition de maillage, comme:

e creation/destruction d’une n-cellule

e insertion/supression d’une n-cellule (par exemple, si un segment est sup-
prime, les deux polygones qui le partagent sont fusionnés).

e identification de tous les sommets d'une cellule (“écroulement” d’une cellule
sur elle-méme).

e opérations coudre/découdre (voir au début du chapitre)

Btemplate
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Pour toutes ces operations, la cellule & manipuler est désignée par un brin
incident a la cellule et par un entier correspondant a la dimension de la cellule.
L’explosion combinatoire de ces operations (chacune d’entre elle compte n + 1
versions différentes pour un object de dimension n) est gérée par des classes
patrons, parametrées par les parcours des cellules mises en jeu.

Ces deux exemples expliquent la reduction du volume de code mise en evidence
dans le tableau de la fin du chapitre. Nous pouvons également citer les opérations
de raffinement de maillages, ’affichage graphique, ou encore les opérations d’acces
aux voisinnages (utilisées intensivement par le lissage discret et par la méthode
de paramétrisation des deux autres chapitres). Ces differentes fonctions ont elles
aussi pu etre parametrées par des parcours de cellules.

Nous pensons que cet aspect générique (qui facilite I'implantation d’opération
générales) ainsi que I'aspect formel (qui facilite la spécification et la mise en place
de tests de non-régression) compensent la consommation mémoire légerement
supérieure de ce type de représentations. En ce qui concerne les performances
en temps, les complexités mises en jeu sont les mémes que celles des modeles
classiques (DCEL), ce qui a été confirmé en pratique (temps d’execution des
algorithmes). Pour conclure sur I'occupation mémoire légerement supérieure, il
nous parait important de rappeler que le choix de coder I’année sur deux chiffres,
effectué au début des années 80 pour un grand nombre de logiciels, a couté
récemment sans doute plus cher que la mémoire nécessaire pour ajouter les deux
chiffres manquants. Ceci est d’autant plus vrai a notre époque, ou le prix de la
mémoire a sensiblement diminué.
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C

Figure 1.27: Pour représenter une aréte radiale (A), la représentation de Weiler
consiste a dédoubler les surfaces (B) et a positionner un ensemble de pointeurs entre
ces surfaces (C). Notre structure de G-Cartes hiérarchique se présente d’une maniére
trés similaire (D), a la distinction prés que des relations entre des volumes sont
représentées. De plus, les relations combinatoires entre les involutions a; mises en jeu
sont mieuz formalisées que les pointeurs intervenant dans la représentation de Weiler.

1.7 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons introduit la notion mathématique de carte généralisée
[Lie94]. En nous basant sur cette notion, nous avons défini une représentation
hiérarchique, appelée H-G-Carte, et nous avons montré comment la modélisation
géométrique pourrait bénéficier de ce type d’approches. Nous avons implanté
un noyau topologique utilisant ces notions et fonctionnant en dimension arbi-
traire. Ce noyau a en méme temps fourni un domaine de représentation plus
vaste que les approches classiques, tout en réduisant fortement la taille du code
(voir le tableau ci-dessous). Cette réduction de la taille du code provient de la
structure hautement générique des G-Cartes, qui permet une utilisation intensive
de constructions C++ telles que les classes patron et la spécialisation partielle
[Str97, SL95|. Les performances en espace et en temps n’ont pas changé, alors
que beaucoup de fonctionnalités ont été ajoutées.
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Représentation | Taille du code | Objets représentables
(lines)
Demi-aréte ~ 10000 Lignes polygonales,
Surfaces triangulées,
Volumes tétraédrisés
H-G-Cartes ~ 3000 Lignes polygonales,
Surfaces ayant

des polygones arbitraires,
Volumes ayant

des polyedres arbitraires,
objets 4D (et nD)

Si nous comparons notre structure avec la représentation par arétes radi-
ales [Wei86] (voir Figure 1.27), nous pouvons voir que les deux structures se
présentent d'une maniere tres similaire. La différence majeure entre les deux est
que notre représentation modélise des relations variété entre des volumes, alors
que la représentation par arétes radiales modélise des relations non-variété entre
des surfaces. Notre structure est ainsi définie d’'une maniere plus formelle, en
termes de relations entre cellules qui se généralisent facilement a des dimensions
arbitraires. La fonction assembler que nous avons présentée pourrait alors étre
utilisée pour construire des volumes non-variété, considérés comme une partition
variété d’un hyper-volume (de dimension 4).

La principale limitation de ce type d’approches est qu’elle ne permet pas
la représentation directe de configurations non-variété. Nous pensons que ceci
ne constitue pas une réelle limitation de notre représentation. En effet, nous
avons montré que dans notre cas, les configurations de surfaces non-variété cor-
respondaient en réalité a des volumes variété, représentables par notre structure.
En définissant 'opération assembler, nous avons également préservé le modele
d’interaction avec 'utilisateur, qui sera toujours persuadé de manipuler des sur-
faces.

Un autre cas de configuration non-variété se rencontre parfois en C.A.O.,
quand par exemple la connection entre une antenne de radio et la carrosserie
d’une automobile doit étre modélisée. Dans la plupart des cas, 'antenne sera
représentée par une courbe, connectée de maniere non variété avec la carrosserie
de la voiture. Un probleme similaire se pose en géologie, lorsque nous devons
modéliser I'intersection entre un puits et une surface représentant la limite en-
tre deux couches géologiques (un horizon). Dans de telles configurations, nous
pensons que l'antenne et le puits devraient étre représentés par des cylindres volu-
miques, car les objets qu’ils représentent sont des volumes. Toutefois, il convient
de prendre en compte les besoins de 1'utilisateur, qui ne souhaite pas effectuer le
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travail supplémentaire lié a la modélisation de ces volumes. Dans cette optique,
notre structure hiérarchique pourrait étre utilisée, en représentant I’antenne ou
le puits par une ligne polygonale. Cette ligne polygonale serait alors entourée
par un cadre volumique, comme nous ’avons défini dans la Section 1.5. Ainsi, du
point de vue combinatoire, des relations entre des volumes seraient représentées,
et du point de vue de la géométrie, I’antenne et le puits pourraient étre modélisés
par des courbes, comme le souhaitait 1'utilisateur.

D’un point de vue algébrique, comme les G-Cartes constituent une représenta-
tion totalement spécifiée, une opération permettant de les manipuler doit plutot
étre considérée comme un opérateur que comme un algorithme. Il est alors possi-
ble de prouver qu'une opération réalise bien ce qu’elle est censée faire [BDFL93].
Ceci permet de limiter une certaine classe d’erreurs de programmation, et résulte
ainsi en un logiciel tres robuste. Pour ces raisons, le noyau a base de G-Cartes a
été utilisé pour remplacer le noyau du logiciel Gocad, dédié aux géosciences. Dans
ce contexte, comme nous le montrons sur la Figure 1.28, les structures du sous-sol
a modéliser peuvent étre vues comme une partition de ’espace 3D en régions 3D.
Chaque région est représentée par sa frontiere, définie comme un ensemble de
surfaces inter-connectées, chacune de ces surfaces étant elle-méme discrétisée en
un ensemble de polygones. Notre modele hiérarchique peut alors étre utilisé pour
représenter cette structure, comportant deux (ou plusieurs) G-Cartes emboitées.
Au niveau supérieur, une 3-G-Carte représente les relations volumiques entre les
régions 3D, et au niveau inférieur, une 2-G-Carte correspond a la discrétisation
des surfaces en polygones.

Des progres récents dans le domaine de l'analyse par éléments finis et la
résolution d’équations aux dérivées partielles (voir par exemple [Ver96]) requierent
la création de maillages 3D complexes, tels ceux que nous montrons sur la Fig-
ure 1.28. La possibilité de représenter des polyedres arbitrairement connectés
permet de discrétiser adaptativement les problemes a modéliser, ce qui réduira
les artefacts dus a l'anisotropie de maillage, que nous rencontrons lorsque des
grilles héxaédrales sont utilisées. Les opérations de création et d’édition de ce
type de maillages sont actuellement étudiées et réalisées par S. Conreaux, dans le
cadre de sa these [Cnr00], qui traite également de certains aspects des G-Cartes
hiérarchiques. La Figure 1.28 montre des maillages obtenus grace aux premiers
résultats de S. Conreaux. Afin de permettre une utilisation de ce nouveau type
de support par des applications industrielles, les points suivants vont également
étre étudiés:

e Chargement /sauvegarde de fichiers.

e Affichage graphique, rendu volumique.
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Figure 1.28: Maillage pour solveur éléments finis, utilisé pour simuler le flux de pétrole
dans une couche géologique (premiers résultats de S. Conreaut).

e Manipulation des propriétés attachées a ces objets.

Dans I’objectif de munir le modeleur avec un jeu d’opérations complet, permet-
tant une grande puissance de modélisation, les opérations booléennes représentent
une extension possible de ce modele. Ces opérations, fondées sur un calcul
d’intersection entre les objets, permettent de considérer les objets comme des en-
sembles de points de I'espace, et de les munir des opérations ensemblistes (union,
intersection, négation). Les calculs d’intersections liés a ce type d’opérations
sont tres sensibles aux problemes de précision numérique, et mettent souvent
en jeu un ensemble de structures de données complexes. C’est pourquoi nous
avons jeté les bases d’une structure simpliciale hiérarchique, qui sera améliorée
et développée par M. Dazy dans le cadre de son travail de these [Daz01]. Bien
que les G-Cartes permettent de représenter des cellules ayant un nombre de faces
arbitraire, plusieurs facteurs suggerent fortement d’utiliser des simplexes pour
effectuer les calculs d’intersection (voir Figure 1.29). Dans son mémoire de these
[Cnr97], J. Conraud a également étudié ces problemes. Nous les mentionnons ici
rapidement, afin de justifier le choix d’utiliser des simplexes dans ce cas précis.

Considérons tout d’abord le choix le plus général, consistant a utiliser des
polygones ayant un nombre quelconque de cotés, et dont les sommets peuvent ne
pas étre coplanaires. Comme nous le montrons Figure 1.29-A B,C,D, ces poly-
gones non plans peuvent parfois causer certaines ambiguités. En effet, la ligne
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F

Figure 1.29: Probléemes liés a la modélisation avec des polygones arbitraires; un poly-
gone non-plan défini comme la couture d’une balle de tennis (A,B) est ambigi (C,D);
des polygones concaves peuvent générer un grand nombre d’intersections (E), pouvant
avoir des relations topologiques complezes (F)

polygonale correspondant a la couture d’une balle de tennis (Figure 1.29-AB)
peut correspondre aux deux moitiés de la balle de tennis (Figure 1.29-C,D). Pour
cette raison, nous limiterons donc les éléments a des polygones plans.

Comme nous le montrons Figure 1.29-E F, cette restriction n’est pas suf-
fisante. En effet, des polygones concaves peuvent générer un grand nombre
d’intersections, qui peut atteindre l'ordre du carré du nombre de cotés des poly-
gones mis en jeu (Figure 1.29-E). De plus, les relations topologiques entre les
segments résultant de l'intersection et les polygones concernés peuvent étre re-
lativement complexes (Figure 1.29-F). Ce probleme a été étudié par Cazier dans
[Caz97], mais l'algorithme qu’il a décrit et mis en oeuvre reste difficile & spécifier
totalement. Afin de simplifier les algorithmes et structures de données, nous
¢éliminerons donc également les polygones concaves.

A cette étape du raisonnement, les éléments que nous considérons sont des
polygones plans et convexes. Il s’avere que pour des raisons de précision numérique,
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nous devons également éliminer les polygones de plus de trois cotés. En effet, a
cause de la représentation des nombres en mémoire, un ensemble de points sup-
posés coplanaires ne le restera pas obligatoirement lorsqu’il sera représenté en
machine. Lorsque des jeux de données complexes doivent étre traités, comme
ceux rencontrés en géologie numérique, ces problemes de précision numérique
sont suffisants pour rendre les algorithmes instables. Ces différents aspects justi-
fient notre choix des simplexes comme éléments de base pour la structure. Dans le
cas ol des intersections entre des objets non-simpliciaux doivent étre calculées, il
est toujours possible de décomposer “virtuellement” les objets considérés en sim-
plexes. La these de M. Dazy [Daz01] traitera donc d’une structure de données
appelée un ensemble simplicial hiérarchiquement plongé, décrivant les relations
d’inclusions entre plusieurs ensembles simpliciaux [LL95, Lan96], générés par les
intersections entre objets de dimensions diverses.
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Annexe: Fonctions auxiliaires

Dans cette annexe, nous détaillons les différentes fonctions auxiliaires référencées
dans le texte. Ces fonction sont utilisées comme “briques de base” pour définir
les opérations plus évoluées que nous avons vues dans les sections précédentes.

partager_ou_copier_plong (d;,ds: Dart, dim: int)
k1 = trouver_clef_de_cell(d;, dim) ;
ko = trouver_clef_de_cell(dz, dim) ;
si /{1 75 k‘g
si k;y = NIL
nouv_plong : pointeur de Plongement =
copier_plongement(ds, dim);
dy->clef_de_cell[dim]| = vrai ;
repartir_plongement(d;, dim, nouv_plong) ;
sinon
nouv_plong : pointeur de Plongement =
copier_plongement(d;, dim);
da->clef_de_cell[dim]| = vrai ;
repartir_plongement(dy, dim, nouv_plong) ;
fin si
fin si
fin partager_ou_copier_plong

trouver_clef_de_cell (debut: Brin, dim: entier)
pour d dans <¢/g;, >(debut)
si d->clef_de_cell[dim| alors retourner d
fin pour
retourner NIL
fin trouver_clef_de_cell

repartir_plongement (debut: Brin, dim: entier,
plong: pointeur de Plongement )
pour d dans <¢/y;,,, >(debut)
d->plong[dim| = plong
fin pour
fin repartir_plongement
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2.1 Introduction

Le chapitre précédent a introduit un modele combinatoire, permettant de représen-
ter un ensemble de discrétisations emboitées, correspondant aux différents niveaux
de représentations souhaitées pour un modele géologique. Cette représentation
ne prend en compte que les relations combinatoires entre les éléments com-
posant le modele. Autrement dit, au niveau d’une G-Carte, la maniere dont les
éléments sont connectés entre eux est représentée. Afin de modéliser des objets
géologiques, il est nécessaire de munir ce modele combinatoire d’'une géométrie
(nous utiliserons également le terme de plongement), a savoir mettre en corre-
spondance les éléments du modele combinatoire avec des ensembles de points de
IR3. Dans ce chapitre, nous étudierons une représentation discréte des objets,
ott seuls les sommets sont munis de coordonnées dans IR (par opposition aux
approches de type “courbes et surfaces”, que nous évoquerons dans la suite du
chapitre).

Dans ce contexte, nous présentons une nouvelle méthode d’interpolation, de
lissage et d’édition de maillages arbitraires. Notre approche est fondée sur la
méthode D.S.I1.1 [Mal89, Mal92, Mal99], considérée ici dans un contexte de modéli-
sation variationnelle. Ceci va nous permettre de mieux situer ce type de méthodes
par rapport aux autres approches existantes, de caractériser la surface limite
obtenue apres une suite de subdivision d’une surface donnée, et enfin d’éliminer
certains effets d’oscillations qui apparaissent pres des bords des surfaces.

Etant donné un maillage dont certains nceuds sont fixés, la méthode que nous
allons présenter dans cette partie permet de choisir pour les autres noeuds une po-
sition qui minimise une fonction objective. Le critere que nous allons minimiser,
le carré du Laplacien discret, est une fonction objective similaire a 1’énergie de
flexion d’une plaque mince, bien connue dans le domaine de la C.A.O. [Gre94].
Comme nous le verrons, notre approche fournit le méme domaine de modélisation
qu’'une approche récente, appelée surfaces de subdivision [ZS98, Zor98]. En util-
isant ce type de méthodes, des objets de topologie arbitraire peuvent étre traités;
il est possible de modéliser des arrondis et des angles plus ou moins marqués;
et des subdivisions récursives de la surface initiale convergent vers une surface
lisse. Par ailleurs, notre méthode offre plus de flexibilité que les surfaces de sub-
division, puisqu’elle ne se limite pas aux maillages présentant une connectivité
de subdivision, et que des contraintes linéaires peuvent étre prises en compte
au sens des moindres carrés. Par exemple, nous verrons comment ajuster une
surface a un ensemble de points arbitraires, ayant éventuellement des normales
spécifiées. Notre méthode pourrait également avoir d’importantes répercussions
dans les domaines de ’édition multi-résolution et de la compression de maillages.

IDiscrete Smooth Interpolation
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Ces quelques dernieres années, plusieurs classes de méthodes de modélisation,
agissant directement sur des maillages polygonaux, ont soulevé beaucoup d’intérét
de la part de la communauté scientifique. Comme nous le verrons plus loin, la
famille de méthodes connue sous le nom de subdivision permet de considérer une
surface comme le résultat de raffinements successifs, appliqués a une surface ini-
tiale appelée maillage de controle [DS78, Cat74]. Des approches plus convention-
nelles, désignées par le terme de modélisation variationnelle [Gre94, MS92, Seio8],
consistent a représenter les surfaces sous forme paramétrique, par des fonctions
(en général des polynomes) et a satisfaire certains criteres. Récemment, une
classe de méthodes hybrides appelée lissage discret [Kob97] a fait son apparition,
permettant d’appliquer une approche de type variationnel a des maillages dis-
crets. Tandis que 'approche de type subdivision consiste a raffiner itérativement
un maillage donné en utilisant une regle systématique pour insérer de nouveaux
sommets, le lissage discret permet de manipuler directement des maillages arbi-
traires. Un maillage pour lissage discret possede un ensemble de sommets fixés
par l'utilisateur, appelés noeuds de controle, et la position des autres sommets est
calculée de maniere a interpoler les noeuds de controle. Toutefois, cette derniere
famille de méthodes n’offrait pas jusqu’a maintenant I’ensemble des fonction-
nalités spécifiques aux autres domaines que nous avons mentionnés. Par exem-
ple, les méthodes de lissage variationnel permettent la modélisation d’arrondis
et d’angles plus ou moins marqués, ou encore l'ajustement d'une surface a un
ensemble de points de données.

La méthode de lissage discrete D.S.1. [Mal89, Mal92, Mal99], combinée avec les
développements présentés dans cette partie, permet de satisfaire ces contraintes.
Du point de vue du lissage variationnel, nous minimisons une fonctionnelle corre-
spondant au carré du Laplacien discret de la surface. Nous étudions ici ce critere
en utilisant une paramétrisation arbitraire de la surface, locale ou globale, alors
que les travaux précédents [Kob97, KCVS98, WW94] s’appliquent a quelques
cas particuliers. De plus, I'algorithme itératif proposé ici permet d’obtenir une
réponse du modeleur en temps réel dans un environnement interactif. Nous mon-
trerons également que, comme toute autre technique de lissage discret, notre
méthode peut étre utilisée de la méme maniere qu'un schéma de subdivision,
permettant de raffiner itérativement les maillages.

Dans la section 2.2 de ce chapitre, nous introduisons les différents champs
théoriques connus en modélisation, tels que les méthodes de subdivision, la
modélisation variationnelle et le lissage discret. Dans la section 2.3, nous présen-
tons notre méthode d’interpolation discrete comme une fagon de minimiser le
carré du Laplacien discret d'un maillage arbitraire. Nous aborderons également
les problemes posés par la modélisation d’arrondis et d’angles plus ou moins
marqués, ainsi que ceux liés en C.A.O. au raccordement entre plusieurs surfaces.
La méthode est généralisée en section 2.4, permettant de prendre en compte
un ensemble de contraintes linéaires au sens des moindres carrés. Par exemple,
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Figure 2.1: A: Courbe de Bézier de degré 3; B: Carreau de Bézier obtenu par produit
tensoriel de deux courbes de degré 3.

nous montrons comment ajuster une surface a un ensemble de points de données
répartis de maniere arbitraire, ayant éventuellement des normales définies. La
derniere section conclut sur des améliorations éventuelles.

2.2 Fondements théoriques

Dans le domaine de la modélisation 3D, I'objectif principal est de définir des
modeles de courbes et de surfaces permettant un maximum de flexibilité pour
I'utilisateur, ainsi que certaines propriétés géométriques, différentes suivant les
domaines d’application. Afin d’atteindre ces objectifs, plusieurs outils mathé-
matiques différents ont été définis dans la littérature, comme nous allons le
voir dans cette partie. La méthode que nous proposons partage certaines ca-
ractéristiques avec les quatre domaines les plus connus, comme les méthodes
“courbes et surfaces”, les surfaces de subdivision, la modélisation variationnelle
ainsi que le lissage discret. Pour cette raison, il nous semble intéressant de rap-
peler ici brievement quelques aspects de ces différents domaines, qui vont nous
permettre ensuite de définir et de caractériser notre méthode.

2.2.1 Courbes et surfaces

Cette sous-section ne prétend pas donner une description exhaustive des méthodes
de type courbes et surfaces polynomiales, car notre problématique concerne la
manipulation directe de surfaces triangulées. Toutefois, comme les méthodes que
nous allons introduire plus loin partagent certains points communs avec ces en-
sembles de techniques, il nous a paru utile d’en rappeler en quelques pages 1'idée
générale. Les approches classiques consistent a définir une surface par une fonc-
tion polynomiale, ou encore par une fraction rationnelle. Une vue d’ensemble de
ce type d’approches est donnée dans I'ouvrage de Farin [Far92] (voir également
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[Sei98, Fuc97]). Nous allons ici évoquer brievement ces approches classiques, de
type continu, avant de nous pencher sur les différentes familles de méthodes
discretes. Nous montrerons en conclusion du chapitre le lien qui lie notre ap-
proche avec les méthodes classiques d’ajustement aux données.

Courbes et carreaux de Bézier

Les courbes et carreaux de Bézier représentent 'un des modeles les plus connus
et les plus anciens en matiere de modélisation de courbes et de surfaces. Ils
ont été mis au point a la fin des années cinquante par Bézier [Bez70, Bez86] et
De Casteljau [dC59]. Une courbe de Bézier de degré n est déterminée par un
ensemble de n + 1 points p;, appelé maillage de contréle (voir Figure 2.1-A).
L’équation d'une courbe de Bézier est définie sous forme paramétrique, par une
fonction ¢ d'un parametre u variant sur Uintervalle [0, 1]:

avec: (21)

Dans cette équation, les fonctions B! (appelées les polynomes de Bernstein)
vérifient certaines propriétés utiles. En effet, comme les coefficients mis en jeu
sont ceux du bindéme de Newton (a + b)", il est facile de vérifier les équations
suivantes (en posant a = u et b=1— u):

VO <u <1, Y Bi(u) = (u+l—-u)"=1
=0 (2.2)
Vo<u<l, Bi(u) =0

Autrement dit, pour toute valeur 0 < u < 1, go(u) est une combinaison convexe
des points de controle p;. Ceci signifie qu'une courbe de Bézier est entierement
contenue dans I'enveloppe convexe de ses points de controle. De plus, il est facile
de vérifier que la courbe passe par le premier et le dernier point du maillage de
controle (¢(0) = pg et (1) = p,). La courbe aura donc une forme relativement
similaire a celle du maillage de controle. Ce dernier offre alors un moyen intuitif
(bien qu’indirect) pour modifier cette courbe.

Les équations définissant les courbes de Bézier peuvent étre également utilisées
pour définir une surface. Une telle surface est alors représentée par une fonction
de deux parametres, appelée un carreau (le terme Anglais patch est également
utilisé dans la littérature). Par exemple, le produit tensoriel entre deux courbes
est une maniere simple d’obtenir ce résultat:
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o(u,v) = Z B?(u).B}"(v).pi,j (2.3)
=0 j=0
Le maillage de controle est alors une grille n x m de points de controle (voir
Figure 2.1-B) et la propriété de 'enveloppe convexe est toujours vérifiée.
Pour définir des surfaces de Bézier, une autre possibilité est donnée par les
carreaux triangulaires [Far86, Far87, Far92] (qui peuvent également se généraliser
a des simplexes de dimension supérieure, voir par exemple [Fuc97]):

J

SO(U7 v, w) = > Bz‘rfj,k (Ua U, w)'pid}k

i+j+k=n
avec:
(2.4)
w = 1l—-u—vw
n _ n! P BN
B p(u,v,w) = iU vl w

Plusieurs autres familles de surfaces, appelées des Splines [dB78, dB87, Sch81,
BBB87], ont ensuite été définies pour contourner certaines limitations lies aux
carreaux de Bézier. Par exemple, pour les surfaces de Bézier, le controle est
global, ce qui signifie que la modification d’un point de controle va se répercuter
sur la totalité de la surface. Au contraire, les surfaces dites 3-Splines [Bar81,
Bar88|] fournissent un controle local, mieux adapté a un environnement interactif.

Continuité géométrique G*

Si des modeles complexes doivent étre construits, deux manieres différentes per-
mettent a priori de prendre en compte cette complexité :

o Utiliser des carreauzr de haut degré : Malheureusement, ceci conduit a la
fois a des phénomenes d’oscillations et a des instabilités numériques, ce qui
rend ce type d’approches inutilisable dans la pratique.

o Utiliser plusieurs carreaux, assemblés entre eur : (voir Figure 2.2). Le
probleme du raccord entre carreaux est loin d’étre trivial, si certains ordres
de continuité doivent étre respectés. Nous y reviendrons par la suite.

Lorsque plusieurs surfaces sont raccordées entre elles, I'aspect visuel du résultat
dépendra beaucoup de l'ordre de continuité au niveau du raccord. Ceci va
également avoir une grande importance si la surface en question doit étre utilisée
comme support pour des calculs numériques. La définition classique de la conti-
nuité d’une fonction ¢ en un point xy est donnée par I’Equation ci-dessous :
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Figure 2.2: A: Carreau triangulaire de Gregory; B: Surface G' obtenue par assem-
blage de triangles de Gregory; C: Surface géologique triangulée; D: La méme surface,
convertie en surface G'.

Ve >0,3a/ Vr,|r—x0] <a=|p(x)—@(xg)] <€

En d’autres termes, une fonction ¢ est continue (nous dirons aussi C°) en un
point zg si sa valeur “ne varie pas trop” par rapport a (o) lorsque son argument
reste dans le voisinage de xy. Une fonction est dite de continuité C* si elle est k
fois dérivable et si sa dérivée d’ordre k est continue. Cette définition est parfois
trop restrictive dans le cadre de la modélisation 3D, car elle caractérise une fonc-
tion, qui n’est pas toujours explicitement définie pour les objets représentés. Par
exemple, une surface correspondant a ’assemblage de plusieurs carreaux n’est pas
définie explicitement par une seule fonction. Il n’est alors pas possible d’utiliser
cette définition de la continuité pour caractériser ce type de surfaces (notamment
au niveau des raccords entre les carreaux). Pour cette raison, une autre définition
de la continuité a été donnée, appelée continuité géométrique, et caractérisant des
ensembles de points plutot que des fonctions. La continuité G* ainsi définie
donne une caractérisation des surfaces plus utile pour la modélisation 3D.
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Nous en donnons une idée intuitive, le lecteur se réferrera a [Her87| pour plus
de détails :

o (Y caractérise des surfaces sans trous.

e G' correspond a des surfaces pour lesquelles la direction du vecteur normal
est continue.

e (? dénote la continuité du paraboloide osculateur (qui caractérise les cour-
bures).

La continuité G' est également appelée continuité visuelle, car les modeles
d’éclairement utilisés en image de synthese sont calculés a partir du vecteur nor-
mal (comme les modeles de Lambert, de Phong, de Whitted ... voir [FvFH90]).
Ainsi, une surface G! génerera une image ot la couleur et 'ombrage sont con-
tinus sur la surface. Une idée faussement répandue consiste a croire que “les
surfaces G sont moins lisses que les surfaces C*”7. Au contraire, un résultat
important est que toute surface de type G¥ admet une paramétrisation d’ordre
C* [Her87]. Autrement dit, pour toute surface G¥, il est possible de trouver une
fonction C* qui représente la surface. Ces deux notions caractérisent des objets
mathématiques différents: C* caractérise des fonctions alors que G* caractérise
des ensembles de points, le terme “surface C*” est en réalité un abus de lan-

gage.

L’abondante littérature traitant du sujet a proposé différentes manieres pour
assembler des carreaux tout en préservant une continuité géométrique (G* ou G*
le plus souvent) [Alf87, BBGT74, Far87, Jen87, Prz95, Sch93|. Pour atteindre la
continuité G, utiliser des carreaux de Bézier nécessite des polynomes de degré
au moins égal & 7, ce qui a été démontré dans [Pip87]. Nous en revenons donc
aux problemes de stabilité numérique et d’oscillations déja mentionnés. Afin de
limiter le degré des polynomes mis en jeu, plusieurs approches ont été proposées.
Clough et Tocher [Alf84, Pip87] ont proposé de subdiviser les carreaux en trois
sous-carreaux, ce qui a permis de réduire le degré a 4 pour une surface G*,
et méme a 3 dans le cas d'une surface représentable par une fonction de type
z = f(x,y). D’autres approches ont consisté a ajouter des termes en fraction
rationnelle, permettant d’obtenir les degrés de liberté nécessaires a la continuité
G', sans augmenter le degré des termes. Par exemples, les carreaux triangulaires
de Gregory [Gre80, GLH93, SBD86, Du88] et les NURBS (Non Uniform Rational
B-Spline) [Far91] ont été beaucoup étudiés dans la littérature et utilisés dans
I'industrie. Les carreaux de Gregory ont été généralisés en dimension arbitraire
pour des cellules ayant un nombre arbitraire de cotés par Bechmann et. al.

[BBT97].
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A B

Figure 2.3: A: Ajustement d’un polynome de degré 3 a des points de données (x;,y;);
B: Solution “moindres carrés”.

La Figure 2.2-A montre un carreau de Gregory ainsi que son maillage de
controle (qui compte plus de noeuds qu'un maillage de controle de Bézier de
degré trois). La surface de la Figure 2.2-B a été générée en assemblant plusieurs
carreaux de Gregory. Cette approche a été étudiée et implantée dans le cadre
du projet Gocad dans [Lev95a, SMLI8, Seg98|. En géologie, de telles surfaces
peuvent etre utiles pour certains calculs numériques. Par exemple, le tracé de
rayons sismiques nécessite une continuité au moins G (voir G* dans certains cas)
pour les surfaces qui représentent les interfaces entre les couches géologiques. La
surface de la Figure 2.2-D a été ainsi générée a partir de la triangulation montrée
Figure 2.2-C.

Ajustement aux données

Un autre probleme classique de modélisation 3D, appelé ajustement auz données,
consiste & faire respecter un nuage de points par une surface (voir par exem-
ple [LS86, QS90, SBD86, FLN'90, PS95]). Dans [Toc79], des applications a la
géologie (notamment a la cartographie) sont proposées, tirant parti des ordres de
continuité fournis par la fonction ajustée aux données. Hoppe et. al. ont proposé
dans [HDD"92] une méthode de reconstruction de surfaces a partir de nuages de
points non structurés. Les surfaces B-Splines ont été utilisées dans [EH96], pour
créer des surfaces de topologies arbitraires a partir de nuages de points. Forsey
et. al. proposent de tirer parti d'une représentation hiérarchique pour avoir une
représentation mieux adaptée a la spécificité des données [FB95].
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Nous allons donner ici une idée de la théorie mathématique sous-jacente, puis
apres avoir présenté notre méthode, nous montrerons a la fin du chapitre comment
celle-ci fournit une solution discrete de ce probleme.

Pour simplifier, nous allons étudier ici le probleme pour un polynome de degré
n, dans le cas y = (). Ceci peut facilement étre adapté au cas paramétrique z =
©*(u);y = ¢¥(u), qui se résoud en appliquant la méthode a chaque composante.
Il est également possible d’adapter la méthode a des fonctions exprimées dans
d’autres bases polynomiales (courbes de Bézier, courbes Splines, ...). Cette
méthode reste également valable dans le cas des surfaces. Néanmoins, le simple
cas d’une fonction polynomiale nous permet d’introduire les notions dont nous
aurons besoin par la suite. Etant donné un ensemble de m points de données
(x;,y;), nous souhaitons déterminer les coefficients a; du polynome permettant
de passer au plus pres de ces points :

Cette condition s’écrit simplement :

VO<i<m, ¢(z;)=uy

En remplagant ¢(x) par son expression, nous obtenons le systeme linéaire
suivant :

2l xb o al Yo
U ao Y1
o= | (2.5)
; o '
b x| | Ym |

Comme le nombre de points de données peut étre totalement arbitraire, ce
systeme n’est pas inversible en général. La méthode d’ajustement aux données
consiste alors a le résoudre au sens des moindres carrés. Si nous notons A la
matrice des xf, X le vecteur des a; et B le vecteur des y;, alors ce systeme se
note AX = B. La solution X au sens des moindres carrés est ’ensemble des
valeurs a; qui permettent de minimiser la somme > (y; — f(z;))? (autrement
dit, la somme des carrés des longueurs des segments en pointillé de la Figure
2.3). Le vecteur X qui correspond aux moindres carrés est solution du systeme
A'AX = A'B, ou A' dénote la transposée de la matrice A. Nous vérifierons
facilement que la matrice A*A est une matrice carrée n x n. Ceci n’assure pas
pour autant que le systeme soit inversible. En effet, ce systeme peut étre sous-
déterminé et comporter une infinité de solutions. Par exemple, dans le cas ou le
nombre de points de données est inférieur au degré du polynome, le systeme est
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sous-contraint et la matrice A'A n’est pas inversible. Dans le cas ol le systéme
est inversible, I'inverse généralisée de Moore-Penrose A' correspond a sa solution
(voir Equation 2.6), et dans le cas contraire, elle permet de sélectionner I'une des
solutions parmi l'infinité.

Al = lir%(AtA +el) A (2.6)

En pratique, le calcul numérique de cette limite est peu utilisé, et les numériciens
préferent plutot résoudre le systeme suivant :

(A'A+ eR)X = A'B (2.7)

Dans cette équation, la matrice R est une matrice bien conditionnée, permet-
tant de régulariser le systeme. Comme le suggere I’équation de Moore-Penrose, il
est possible d'utiliser pour R la matrice identité, mais les fonctionnelles de lissage
que nous évoquerons dans la section sur le lissage variationnel sont également bien
adaptées et couramment utilisées. Le scalaire € €]0, 400 est défini comme un
pourcentage de la trace de la matrice A (ce pourcentage est souvent déterminé de
maniere empirique). Ce type d’approches peut également s’appliquer a des sur-
faces définies par I’assemblage de plusieurs carreaux. Nous ’avons expérimenté
pour une subdivision de Clough et Tocher dans le cas z = f(z,y) dans [Lev95b].
Dans ce cas, comme la continuité G* doit étre préservée au niveau des rac-
cords entre carreaux, un systeme global est résolu, permettant de trouver simul-
tanément tous les coefficients définissant chaque carreau. Pour des applications
géologiques, comme le nombre de carreaux nécessaires peut étre relativement
grand, les sytemes a résoudre croissent rapidement en taille, ce qui cause a la
fois de longs temps de calcul et une occupation mémoire importante. Nous ver-
rons plus loin comment notre approche de lissage variationnel discret permet de
résoudre le méme type d’équations de maniere itérative, sur un support discret,
et sans nécessiter 'inversion directe d'un grand systeme.

2.2.2 Surfaces de subdivision

Pour créer des formes compliquées, les carreaux polynomiaux et les NURBs (Non-
Uniform Rational B-Splines) précédemment mentionnés sont souvent utilisés.
Plusieurs problémes bien connus apparaissent rapidement lorsque des modeles
complexes sont créés en utilisant ce type de représentation.

e Des objets présentant une topologie complexe ne peuvent pas étre repré-
sentés par un seul carreau;

e il est relativement difficile de connecter plusieurs carreaux pour former des
objets de topologie arbitraire tout en maintenant une continuité géométrique
acceptable (au moins G') au niveau des raccords. Ceci se vérifie en parti-
culier lorsque 'on souhaite animer des surfaces, puisque la cohérence des
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raccords doit étre préservée au cours du temps. Par exemple, dans [DKT98],
les problemes liés a 'animation du personnage principal du film Toy Story
sont évoqués;

e la modélisation d’objets ayant des bords de forme arbitraire requiert un
découpage? des carreaux, ce qui cause bien souvent des problémes de sta-
bilité numérique;

e des que nous utilisons de telles méthodes pour modéliser des formes na-
turelles, comme celles rencontrées en géologie, le manque de souplesse de
ces méthodes réduit sensiblement le réalisme géologique des objets constru-
its.

Une famille de surfaces, dites surfaces de subdivision, a suscité beaucoup
d’intérét ces dernieres années. Elles ont fait récemment leur preuve dans le do-
maine de I'animation, en permettant a De Rose et. al. la réalisation du court-
métrage Geri’s game [DKT98]. Comme nous le montrons sur les Figures 2.4 et
2.5, en partant d’un maillage M® donné, que nous appellerons le maillage de
controle, des regles systématiques sont définies pour le raffiner. Ainsi, le maillage
M1 est obtenu & partir du maillage M? en insérant de nouveaux sommets. La
position de chaque sommet de M est calculée & partir d'une combinaison sim-
ple (linéaire), liant localement un ensemble de sommets de M. Ces raffinements
définissent une suite de maillages M®, M, ... M>. Les régles a appliquer pour
calculer la position des sommets de M™! en fonction de ceux de M? sont définies
de telle sorte que la suite des maillages M? converge vers une surface lisse (en
général G'), que nous notons M (voir Figure 2.5-D). Une revue compléete de
cette famille de surfaces est donnée par Zorin dans [Zor98|.

Du point de vue de l'utilisateur de ces méthodes, les surfaces de subdivision
présentent plusieurs propriétés utiles, a savoir:

e le maillage de controle M? peut avoir une topologie arbitraire;

e les régles de raffinement permettant de passer de M & M+ sont simples,
faciles a implanter et tres peu cotteuses en temps de calcul;

e ces méthodes traitent directement des maillages polygonaux, une représen-
tation “naturelle” pour le domaine du graphisme par ordinateur. En effet, la
plupart des matériels et logiciels graphiques sont optimisés pour ce type de
représentation (voir par exemple [FvFH90]). De plus, la suite de maillages
générés M fournit un moyen facile d’implanter la notion de niveaux de
détails dans un environnement interactif.

Ztrimming
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Figure 2.4: Les schémas de subdivision dits “approximants” produisent des maillages

1154

qui ne contiennent pas les sommets initiaur (A-D), a linverse des schémas dits “in-
terpolants” (E-H)

Historiquement, les deux schémas de subdivision mis au point simultanément
par Doo et Sabin [DS78], et Catmull et Clark [CC78] en 1978, convergent re-
spectivement vers des B-Splines bi-quadratiques et bi-cubiques. Par la suite,
les efforts ont porté sur la caractérisation des surfaces limites et l'analyse de
continuité, réalisées pour les schémas classiques dans [Sch96, PR97a]. De nou-
veaux schémas ont été proposés dans [ZSS96, Kob96b, PRI7b] et une théorie
générale pour I'analyse de la continuité C' - puis O™ - a été peu a peu mise
au point [Rei95, Zor97]. Un inconvénient majeur des surfaces de subdivision a
longtemps été I'impossibilité d’en avoir une évaluation exacte pour un couple de
parametres (u,v) donné. Ce probleme a été résolu dans le cas des surfaces de
type Catmull-Clark [Sta98] et la méthode proposée par les auteurs peut facile-
ment étre généralisée a d’autres types de surfaces.

Ensuite, la communauté scientifique a orienté ses efforts vers des schémas de
subdivision permettant de converger vers différentes familles de surfaces. Ainsi,
la subdivision milieu des cotés [PRITb] et le schéma de Loop [Loo87] convergent
vers des surfaces lisses appelées des Box Splines. Ces différentes méthodes corre-
spondent toutes a des schémas approximants plutot qu’interpolants, a savoir que
les sommets de la surface initiale ne sont pas respectés par la surface lisse (voir
Figure 2.4). Du point de vue de l'utilisateur, la maniere d’interagir avec ces sur-
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C D

Figure 2.5: Notre méthode utilisée ici comme un schéma de subdivision interpolante
pour les maillages quadrangulaires. A: maillage de contréle M° ; B: aprés une étape
de raffinement ; C: aprés deux étapes ; D: surface limite M.

faces sera alors similaire a celle obtenue avec des carreaux de Bézier, a savoir que
la surface est manipulée indirectement par 'intermédiaire du maillage de controle.
Les schémas de subdivision interpolants permettent au contraire de manipuler la
surface directement, puisque les sommets du maillage de controle sont des som-
mets de la surface finale. Ceci permet une modélisation plus intuitive, mais les
théories mathématiques sous-jacentes sont plus complexes. C’est pourquoi ces
schémas interpolants sont apparus un peu plus tardivement. Le schéma dit Pa-
pillon® [DLG90], qui permet de lisser des surfaces triangulées, fournit un schéma
de subdivision interpolant. Un autre schéma de subdivision interpolant pour des
surfaces composées de quadrilateres a été étudié dans [Kob96b]. Dans [CG91],
les relations entre les surfaces de subdivision et la modélisation formes-libres* ont
été traitées.

3appelé ainsi & cause de la forme des voisinages mis en jeu, qui évoque un papillon
4Free-form design
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Les schémas simples de subdivision mis en jeu dans ce type d’approches
génerent des maillages qui ont une topologie réguliere. Toutefois, comme le mail-
lage MO peut étre arbitraire, le nombre de voisins d’un sommet original peut étre
différent de celui d’'un sommet généré. Pour cette raison, les sommets originaux
qui ont une connectivité différente sont appelés des points extraordinaires. Les
connectivités particulieres de ces points font que le schéma Papillon [DLG90] ne
converge pas vers une surface G! en ces points. Ce probléme a été résolu par
Zorin dans [ZSS96], en modifiant le schéma de subdivision au voisinage de ces
points extraordinaires. En ce qui concerne les schémas approximants (i.e. qui ne
préservent pas les sommets du maillage de controle M), Rief et. al. [Rei95] ont
proposé une théorie générale pour analyser la continuité au voisinage des points
extraordinaires.

Plusieurs améliorations ont été réalisées afin de fournir a I'utilisateur de ces
surfaces de subdivision de plus en plus de fonctionnalités. Par exemple, il est
facile de définir certains cotés du maillage de controle M° comme des angles et
des sommets comme étant des coins. Autrement dit, la condition de continuité G*
est “relachée” au niveau de ces cotés et sommets. Ceci a été étudié dans le cas de
surfaces de Catmull-Clark, afin de modéliser des surfaces de raccordement et des
arrondis comme des angles plus ou moins marqués (voir par exemple [DKT98]).
La possibilité de regler le niveau de discontinuité du vecteur normal au niveau
d’un angle a également été traitée par Sederberg et. al. dans [SZSS98], ou la
notion de NURSS® est introduite, comme une généralisation non uniforme des
surfaces de Doo-Sabin et Catmull-Clark.

2.2.3 Modélisation variationnelle

La motivation de générer des surfaces ayant des formes visuellement agréables a
engendré une autre famille de méthodes, regoupées sous le nom de modélisation
variationnelle [Gre94, MS92]. Ce type d’approche consiste a générer une surface
lisse qui vérifie un certain nombre de condition de bords et de contraintes, telles
que :

e interpoler des points de données, munis éventuellement de plans tangents
a respecter;

e générer une surface de raccord® qui interpole les bords d’'un ensemble de
surfaces;

e lisser une zone particuliere d’une surface existante.

Seidel présente dans [Sei98] une vue d’ensemble des méthodes existantes de ce
domaine. Dans ce cadre, ces problemes sont traités en choisissant une classe de

5Non Uniform Recursive Subdivision Surface
Sblending surface
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fonctions paramétriques (u,v) — @(u,v) = {¢*(u,v), p¥(u,v), p*(u,v)}, ayant
un nombre de degrés de liberté qui ne correspond pas obligatoirement au nombre
@ priori nécessaire pour honorer I’ensemble des contraintes. Un critére de lissage
permet de sélectionner une fonction unique dans la classe choisie. Un tel critere de
lissage F () est défini comme un scalaire qui caractérise la qualité® de la surface
engendrée par une fonction ¢. Une des fonctionnelles les plus souvent utilisées
correspond & une approximation de 1'énergie de flexion d'une plaque mince (voir
Equation 2.8 et par exemple [KHD93, Kal93]):

020\ 2o \° (0%
Ehinplatel(sp) = Z /{(a—uf> +2 <8ug'u> + (a—vf> dudv (28)

ve{z,y,z}

Cette équation est parfois simplifiée, en négligeant le terme croisé (Equation
2.9). Suivant le type de surfaces polynomiales utilisées, cette simplification peut
rendre les calculs beaucoup plus simples.

Fininplates () = Y /{(gif) + <(;if> }dudv (2.9)

ve{z,y,z}

Cette équation plaque-mince a été utilisée sous différentes formes dérivées.
Par exemple, il est possible d’ajouter un terme permettant de minimiser 1’aire de

2 2
la surface: [ (%‘5) + (%‘5) dudv, ou encore un terme correspondant a la déviation

par rapport a une fonction ¢, décrivant une surface dont 'utilisateur ne souhaite
pas trop s’éloigner: [ (p(u,v) — ¢°(u, v))* dudv.

Différentes fonctionnelles de lissage du méme type ont été étudiées dans
[(WW92, CGI1]. En ce qui concerne le réalisme physique des phénomenes modéli-
sés, les équations citées ici ne sont que des approximations de I’énergie de flexion.
Il est possible d’en définir de plus précises, correspondant a une modélisation
réaliste d'un phénomene physique [Gre96]. Ces dernieres approches fournissent
en général les meilleurs résultats, mais nécessitent des calculs cotiteux, en raison
de la nature non-linéaire des phénomenes a modéliser. Par exemple, le calcul de
I'énergie de flexion exacte met en jeu la courbure de la surface [Gre96]. Louns-
bery et. al. ont étudié¢ dans [LMD92] différents exemples de ces fonctionnelles a
base physique, ainsi que leurs cotits respectifs.

“fairness criterion
8fairness
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Nous proposons ici d’utiliser une forme encore plus simplifiée de 1’énergie
d’une plaque mince Faz2, mentionnée dans [Sei98|, donnée Equation 2.10, ot
Ap”(u,v) dénote le Laplacien de I'une des composantes de la fonction p(u,v) =
{¢"(u,v), p¥(u,v), p*(u,v)}. Le Laplacien est bien connu dans le domaine de
la génération de maillages pour éléments finis, car minimiser ce critere permet
d’obtenir des triangles approximativement équilatéraux, donc bien adaptés aux
calculs numériques (voir [Han95]).

Faz(p) = {Z }fﬂ(u, v). {Ap”(u, v)}2 .dudv

VELT,Y,2
avec: (2.10)
Ag*(u,v) = G5 (u,0) + 55 (u,v)

La fonction positive p(u,v) permet de simuler une rigidité qui varie sur la
surface. Cette rigidité variable permet a I'utilisateur de donner plus d’importance
au critere de lissage dans certaines zones. Nous montrerons plus loin dans ce
chapitre comment cette derniere fonctionnelle peut étre discrétisée et utilisée
pour lisser des surfaces polygonales.

Le domaine de représentation des méthodes de type modélisation variation-
nelle est souvent défini comme une classe de surfaces polynomiales par morceaux,
ce qui peut poser des problemes de raccordements dans le cas de topologies com-
plexes. Des résultats récents ont été obtenus, concernant ’application directe des
méthodes de modélisation variationnelle a des maillages polygonaux de topolo-
gie arbitraire. Ainsi, des schémas de subdivision ont été définis, permettant de
converger vers une surface lisse qui minimise une fonctionnelle de lissage. Par
exemple, les Splines plaque-mince ont été ainsi traitées dans [WW98]. D’une
maniere plus générale, Kobbelt [Kob96a] a montré comment des fonctionnelles
de lissage peuvent étre discrétisées en utilisant des différences finies, et com-
ment de nouveaux schémas de subdivision peuvent étre dérivés de fonctionnelles
discrétisées de cette maniere.

2.2.4 Lissage discret

Malgré les progres réalisés dans le domaine des surfaces de subdivision, les schémas
stationnaires utilisés pour construire de telles surfaces ne permettent pas beau-
coup d’interaction avec l'utilisateur. Par exemple, la surface limite M peut
présenter des oscillations parasites dans les zones ou le maillage de controle est
irrégulier. Méme en utilisant les améliorations permettant de modéliser des an-
gles plus ou moins marqués [HDD94, DKT98, SZSS98], bien souvent, le seul
moyen de supprimer les oscillations consiste a modifier le maillage de controle.
Ceci rend les maillages de controle relativement complexes, et nécessite d’autres
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méthodes pour les créer, ce qui repousse le probleme de la modélisation. Par ex-
emple, nous pouvons a nouveau citer le personnage Ger: du court métrage Geri’s
Game, qui a du étre modélisé en argile pour étre ensuite saisi en 3D, ceci résultant
en un maillage M°, que nous pouvons voir sur les illustrations de [DKT98], et
qui semble plus complexe que nécessaire.

Une autre famille de méthodes, appellée lissage discret® [Tau95, Kob97, Kob9s,
Mal89, Mal92, KCVS98, WW94], offre bien plus de flexibilité. Alors que I'approche
utilisant des surfaces de subdivision consiste a raffiner itérativement un maillage
de controle M? en utilisant une régle systématique, le lissage discret permet
de lisser un maillage arbitraire sans insérer de nouveaux noeuds. Un maillage
pour lissage discret a un ensemble de sommets fixés par I'utilisateur, appelés des
noeuds de controle, et les autres sommets sont déplacés de maniere a interpoler les
noeuds de controle. Cette approche peut étre considérée comme un sur-ensemble
des schémas de subdivision interpolants, puisquun maillage de subdivision M®
peut étre vu comme un maillage de lissage discret ou les sommets du maillage
de controle M° sont marqués comme noeuds de controle. Il est alors facile de
supprimer les oscillations parasites en déverrouillant les noeuds de controle dans
les zones concernées.

Dans cette partie, nous introduisons une nouvelle méthode de lissage vari-
ationnel discret, fondé sur 'approche D.S.I.'° [Mal89, Mal92, Mal99]. Notre
méthode permet de définir un lissage discret ayant des fonctionnalités habituelle-
ment réservées a la modélisation variationnelle et aux surfaces de subdivision.
Ainsi, la suite de cette partie détaille les points suivants :

e une méthode de minimisation itérative, qui permet 1’édition interactive de
surfaces présentant une topologie arbitraire;

e spécifier une rigidité p variant sur la surface, ce qui permet de choisir les
zones de la surface a lisser en priorité;

e modéliser des arrondis ou des angles plus ou moins marqués;

e prendre en compte un ensemble de contraintes linéaires au sens des moindres
carrés, ce qui permet par exemple d’ajuster une surface a un ensemble de
points de données, munis éventuellement de normales a respecter également.

9discrete fairing
0Discrete Smooth Interpolation
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Figure 2.6: Lissage de maillages arbitraires. A: Les petits cubes correspondent aux
noeuds de controle, tous les autres sommets ayant été interpolés. On peut remarquer
que la topologie de ce maillage ainsi que la répartition des noeuds de contréle sont
tous deux complétement arbitraires; B: Lissage d’un maillage volumique. Les sommets
du, bord ont été marqués comme noeuds de contréle et les sommets internes ont été
interpolés.

2.3 Lissage Laplacien discret

Un maillage triangulé M est défini comme un triplet {Q, €, 7}, ouQ = {ay,...an}
dénote I'ensemble des sommets de la triangulation, £& dénote l’ensemble des
sommets et 7 correspond a ’ensemble des triangles. L’ensemble des positions
géométriques des sommets de la triangulation peut étre considéré comme 1I’échantil-
lonnage d’une fonction paramétrique continue ¢, inconnue, mettant en corres-
pondance I'ensemble des sommets 2 avec un ensemble de points de R? {p(a) =
O(Ua, Vo), € Q). Etant donné un ensemble de sommets noté L C €, ot la
valeur de ¢ est supposée connue, et l’ensemble de sommets I = 2 — L, ou la
fonction ¢ est inconnue, le probleme du lissage discret, dans sa forme la plus
simple, consiste a choisir aux sommets de [ les valeurs de ¢ qui minimisent une
fonctionnelle F(¢). Une telle fonctionnelle fait correspondre a toute fonction
¢ un scalaire F(¢) qui donne une mesure de la qualité '' de ¢, en fonction de
criteres de lissage. Comme ¢ est représentée uniquement aux sommets {2 de la
triangulation M, la fonctionnelle F(y) est estimée en utilisant uniquement les
valeurs de ¢ aux sommets de M. Dans ce qui suit, nous montrerons comment
I'intégrale du carré du Laplacien peut étre ainsi approximée et minimisée sur
I’ensemble d’une surface triangulée. En utilisant cette approximation du Lapla-
cien, nous définirons un algorithme de lissage itératif permettant de la minimiser.
La section suivante montrera alors comment prendre en compte un ensemble de
contraintes linéaires au sens des moindre carrés.

Hfairness
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Figure 2.7: Approzimation du Laplacien sur une surface triangulée.

2.3.1 Laplacien discret d’une surface triangulée

Etant donnée une fonction ¢(u, v) = (©%(u,v), ¢¥(u,v), p*(u,v)), définissant la
géométrie d’une surface, nous nous intéressons maintenant au Laplacien de I'une
des composantes ¢ (u,v) de ¢(u,v), ou v € {x,y, z}.

L’expression du Laplacien Ay”(u,v) d'une fonction ¢” aux parametres (u, v)
est rappelée Equation 2.11 ci-dessous.

ApY(u,v) = {82@1/ + 32901/} (u,v) (2.11)

ou? ov?

Notre objectif est maintenant d’approximer cette expression du Laplacien
dans le cas d'une surface triangulée. Comme nous pouvons le voir, le Laplacien
caractérise des fonctions paramétriques, et pour cette raison, nous devons choisir
une paramétrisation de la surface triangulée. Il est possible de construire une
paramétrisation globale d’une surface triangulée, comme nous allons le montrer
dans le troisieme chapitre (voir également [LM98]), mais utiliser cette méthode
limiterait le domaine d’application de notre étude a des surfaces homéomorphes
a un sous-ensemble d’un disque. Par exemple, il ne serait pas possible de traiter
des surfaces fermées.

Une pratique communément utilisée consiste a définir une paramétrisation
locale (voir par exemple [Tau95, KCVS98, WW92| Flo97]). Etant donné un
sommet k, son voisinage N (k) est défini comme ’ensemble des sommets directe-

ment connectés a k par une aréte, y compris k (le “parapluie” défini par k, comme
le nomment Kobbelt et. al. dans [KCVS98]).
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Figure 2.8: Paramétrisations locales; A: voisinage d’un sommet k; B: paramétrisation
uniforme; C: carte exponentielle.

Une paramétrisation locale consiste a choisir des coordonnées (u,,v,) pour
tous les voisins € N(k) du sommet k. Nous notons D(k) le polygone défini
dans l’espace paramétrique par N (k) (voir Figure 2.7-A). Ce polygone D(k)
est appelé le domaine local du sommet k.

Une mauvaise idée pour définir une paramétrisation locale consisterait a vouloir
projeter les voisins de k sur une estimation du plan tangent au sommet k. Cette
approche pourrait causer des recouvrements des triangles dans ’espace (u,v),
au niveau des zones irrégulieres. La paramétrisation symétrique, utilisée dans
[KCVS98], consiste a positionner régulierement les voisins du sommet k considéré
sur un cercle de rayon 1, k étant associé au centre du cercle (voir Figure 2.8-B).
Les coordonnées (u,v) locales du sommet «; sont alors données par ’équation
suivante, ou n désigne le nombre de voisins du sommet k considéré:

)

Uy, = cos(i.;”)
(2.12)

)

Voy = sin(zﬂ%)
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Une autre possibilité est donnée par la carte exponentielle'?, aussi appelée
carte géodésique polaire’> [WW92, Flo97] (voir Figure 2.8-C). L’idée de la carte
exponentielle consiste a préserver les longueurs des cotés, et a pondérer les angles
de la surface initiale de sorte que leur somme soit égale a 2.

-

ta; = |[P(k)p(cv)]. cos(5;) a;

0

J

avec: [} = 2m. —

Voy = ||P<k)P(ai)||'Sin(ﬁAz‘) A j

(2.13)

.
I

Une derniere possibilité consiste a utiliser la pondération préservatrice de
formes', définie dans [F1097].

Dans ce qui suit, nous donnons une estimation du Laplacien pour une paramé-
trisation arbitraire. Entre autres, nous pourrons donc utiliser 'une des paramétri-
sations évoquées ci-dessus. Nous pouvons remarquer que la paramétrisation
symétrique peut étre calculée tres efficacement, puisqu’en un sommet k& donné,
elle ne dépend que du nombre de voisins de k, ce qui permet de la tabuler. Au
contraire, la carte exponentielle et la pondération préservatrice de formes re-
quierent des calculs plus cotteux, mais rendent le résultat final moins dépendant
de la forme originale des triangles. Etant donné I'une de ces paramétrisations
possibles (globale, uniforme, carte exponentielle ou pondération préservatrice de
formes, ...), nous montrons plus loin comment estimer le Laplacien sur une sur-
face triangulée et comment le minimiser.

Afin d’estimer le Laplacien en un sommet k£ donné, la surface triangulée est
considérée comme un échantillonnage d'une fonction C? inconnue p(u,v) = {
©*(u,v), p¥(u,v), p*(u,v)}, définie sur le domaine local D(k) du sommet k (voir
Figure 2.7). Si nous considérons maintenant I'une des composantes v € {z,y, 2},
le Laplacien discret Dy (k) de ¢” au sommet k est défini comme étant une es-
timation du Laplacien de ¢”, en utilisant uniquement les valeurs connues de p”
aux sommets a € N (k).

L’approximation que nous effectuons consiste a considérer que dans I’hypothese
ol les triangles sont suffisamment petits, le Laplacien est approximativement égal
a sa valeur moyenne sur le domaine D(k), ou |D(k)| dénote I'aire de D(k):

1
Ag ~ / A (u, v)dud 2.14
2 (u/mvk) |D(ukavk>|p(k) ¥ (U,’U) uav ( )

Une expression du Laplacien équivalente a celle donnée Equation 2.11 est

1Zexponential map
Bgeodesic polar map
Yshape preserving weighting
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donnée par Ap” = div(grady”), qui permet de simplifier 'expression précédente
en appliquant le théoreme de Green Gauss (voir Equation 2.15 ci-dessous). Le
vecteur N dénote la normale au bord 0D(k) de D(k), pointant a l'extérieur de
D(k). En appliquant ce théoreme, nous avons ainsi remplacé I'intégrale sur le
domaine D(k) par une intégrale plus simple le long de la courbe 0D(k).

AY (ug, vy) =~ Il [ div(grade”)(u,v)dudv
(2.15)

~ L~ [ grady’(s).N(s).ds
aD(k)

Comme la valeur de ¢” n’est connue qu’aux sommets de N (k), il parait naturel
d’utiliser sur chaque triangle I'interpolation linéaire par morceaux, notée ®”, pour
approximer " sur le domaine D(k).

Le gradient grad®”(u,v) est alors constant sur chaque triangle T'(k, o, ap) de
D(k), et nous le notons grad®”(T'). Le vecteur normal N est lui aussi constant
pour chaque triangle T', et nous le notons Np. L’intégrale curviligne exprimée le
long du bord de D(k) peut alors étre remplacée par la somme suivante sur les
triangles D(k). Nous notons |E(aq, asz)| la longueur du segment E(«q, as) dans
I'espace paramétrique (u,v) (voir Figure 2.7-A).

Ap¥(k) =~
1 (2.16)
D) 2 |E(aq, az)|.grad®” (T).Np

T(k,a1,02)CD(k)

Nous pouvons montrer que U'expression |E(aq, az)|.grad®”(T).Nr peut étre
réécrite comme une combinaison linéaire des valeurs de ¢” aux trois sommets du
triangle T'(k, a1, az), dont les coefficients sont donnés Equation 2.17:

|E(ay, as)|.grad®” (T). N =
¢ ()7 (ca|T) + plan)m(@|T) + (2.17)

@” (k) {—=7(aa|T) — 7(au|T)}

Les coefficients 7(&|T') correspondent a la valeur absolue de la co-tangente de
I’angle au sommet a du triangle T, mesuré dans ’espace paramétrique:

(| T (k, o, B)) = |cotg(d)| (2.18)

Etant donnés ces coefficients, il est facile de les trier suivant le sommet qu’ils
ponderent. L’Equation 2.19 plus loin donne l'expression des coefficients v*(k),
qui permettent de calculer le Laplacien discret Dy” (k).
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Figure 2.9: Calcul des coefficients de correction de bord B*(k) a ajouter quand le
sommet k est sur le bord de la surface.

Dw”(k‘)Z\/‘;(—k)'-aZ v?(k).¢" (@)

EN(k)
avec:
Va € N(k) — {k}, (2.19)
k) = b el Ta) + (| Ty) + BO(K))
k) = — X vk
aEN(K)—{k}

Nous avons défini les coefficients v®(k) de telle sorte que le Laplacien discret
Dy (k) soit égal a la somme > v*(k).¢”(a) pondérée par un coefficient (pour
I'instant arbitraire) 3/1/|D(k)|. Nous verrons plus loin comment ce coefficient

va se simplifier dans les calculs. Dans I'Equation 2.19, N (k) dénote 'ensemble
des sommets directement connectés a k, y compris k. Comme nous le montrons
Figure 2.7-B, les triangles T}, et Txr sont définis comme les deux triangles qui
partagent le coté E(k,«). Les sommets «ay et ag sont les sommets opposés a
E(k,a) dans Ty, et Tg respectivement. Les coefficients B*(k) restant sont des
coefficients de correction du bord, dont I'expression est donnée plus loin.

Comme nous le montrons Figure 2.9, le calcul du Laplacien discret Dy (k)
en un sommet k sur le bord de la surface requiert la prise en compte de coeffi-
cients supplémentaires B*(k), puisque le bord 9D(k) du domaine d’intégration
comprend deux cotés supplémentaires (k,a™) et (k,a~). Ces deux cotés doivent
étre pris en compte dans le processus de sommation mis en jeu lorsque nous
integrons le long du bord de D(k) (voir Equation 2.15). Ceci permet de calculer
les coefficients de correction de bord B*(k):
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B (k) = 7(6-|T7) ; B (k) =r(5*|T")
B (k) = —{r(a”|T")+(a|T")}
(2.20)
B (k) = —{r(a*|T")+(a|T")}
B*(k) = 0 partout ailleurs

Remarque 1: Si nous utilisons une paramétrisation locale symétrique sur un
maillage régulier ou tous les sommets ont un degré six (c’est a dire six voisins),
tous les triangles sont équilatéraux dans le domaine paramétrique. On obtient
alors le résultat connu [KCVS98] & un facteur multiplicatif pres, a savoir v®(k) = 1

pour k € N(k) — {k}, et v*(k) = degre(k).

Remarque 2: Le Laplacien discret ressemble beaucoup a un critere de non-
distortion, que Hormann et Greiner ont introduit dans [HG98] afin de définir
une paramétrisation isométrique. Nous reviendrons plus en détail sur ces notions
dans le Chapitre 3, qui traite de la paramétrisation des surfaces triangulées (voir
en particulier la Section 3.5.5).

2.3.2 Algorithme itératif de minimisation du Laplacien

Etant donnée une surface triangulée {2, €, 7} et un sous ensemble de ses sommets
L C Q marqués comme noeuds de controle, I'objectif a atteindre est de faire en
sorte que les autres sommets de I = €2 — L interpolent les noeuds de controle.
Ceci peut étre réalisé en minimisant la fonctionnelle discrete Fp2 qui approxime
la fonctionnelle Faz. Le coefficient 1/3 vient du fait que chaque triangle est pris
en compte trois fois lors de I'intégration (une fois pour chacun de ses sommets).
Les coefficients positifs donnés p(k) correspondent a la rigidité de la surface, et
permettent a l'utilisateur de moduler le lissage partout sur la surface. La fonction
" dénote une des trois composantes de ¢ = {p®, ©¥, p*}.

Farle) = 8 [ulu0) (A v)}* dudv
~ . (2.21)
Fralp) = X % p(k). ADg" (k)Y 4D (k)]

En utilisant les coefficients v*(k) (voir les Equations 2.19 et 2.20), qui permet-
tent d’approximer le Laplacien, nous pouvons donner I’expression suivante pour
la fonctionnelle discrete Fpz. Le coefficient 3//|D(k)| que nous avons introduit
arbitrairement dans I’Equation 2.19, qui définit les coefficients v®(k), se simplifie
quand nous développons 'expression de la fonctionnelle discrete Fpe (Equation
2.21).
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Figure 2.10: Le probléme classique de la “selle de singe” (monkey saddle) consiste en la
génération d’une surface de raccord connectant siz plans qui partent dans différentes di-
rections. A: Maillage de contréle M°. Les cubes correspondent auz noeuds de contréle,

alors que les autres sommets peuvent bouger. B: Résultat aprés application de D.S.1. ;
C: Résultat apres une étape de subdivision ; D: Surface limite M.

Fp(p) = > Zﬂk-{ > v“(k)-w”(k)} (2.22)

ve{zy,z}  keQ €N (k)

Le minimum de cette fonctionnelle Fp2(p) en fonction de ¢¥(a) est atteint
si la dérivée 0Fp2/0¢” () est nulle pour toutes les composantes v € {x,y, z}.

Ceci engendre ’équation suivante (Equation 2.23), appelée équation D.S.1. locale
[Mal92].
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(2.23)
@) = ¥ {mk).va(k). > vﬁ<k>.w<ﬁ>}
kEN(a) BEN (k)—{a}
Fe) = % k) o)

a€EN (o)

En utilisant I’Equation 2.23, algorithme suivant permet de calculer itérative-
ment les coordonnées (¢*, Y, p*), tout en minimisant la fonctionnelle discrete
Fp2(p) donnée Equation 2.22. Mallet [Mal89, Mal92] a démontré que cet algo-
rithme converge vers une solution unique, a condition que les relations suivantes
soient vérifiées (ce qui est le cas pour les expressions des coefficients v (k) décrites
auparavant).

1. L’ensemble I des noeuds de controle est non vide.
2. Vk e QYo e N(k) v*(k)>0

3. Vk e Q, of(k)= > v¥(k)
aEN(k)—{k}

soit I I'ensemble des sommets ou ¢ est inconnue.
soit g une solution initiale approximée.
tant que (la convergence n’a pas été atteinte) {
pour( a el ){
pour( v € {x,y, z}) ¢¥(a) := — o)
}
}

2.3.3 Lissage discret et surfaces de subdivision

L’algorithme présenté dans la section précédente est itératif, ce qui signifie qu'une
bonne estimation de la solution initiale ¢y lui sera tres bénéfique en termes de
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence. Dans le cadre d'un
modeleur interactif, nous pouvons considérer comme solution initiale la surface
obtenue apres un ensemble d’interventions de 'utilisateur, telles que modifier
le maillage, bouger des noeuds de controle, ou encore vérrouiller/déverrouiller
des sommets. En pratique, 'algorithme D.S.I. converge quasiment en temps
réel apres intervention de l'utilisateur (une surface de l'ordre de la dizaine de
milliers de triangles est réinterpolée en quelques secondes sur une machine de
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A B C

Figure 2.11: Lissage d’un personnage style “dessin animé”; A: Maillage de contrile
MO; B: Maillage intermédiaire; C: Surface limite M.

type SGI R10000, des temps de calculs plus précis sont indiqués plus loin). En se
fondant sur cette remarque, nous pouvons considérer D.S.I. comme un schéma de
raffinement définissant une classe de surfaces de subdivision (voir Figure 2.11).
Le maillage M®*! est obtenu en subdivisant les polygones du maillage M?, et en
le lissant par D.S.I. A chaque étape, seuls les sommets partagés avec M sont
marqués comme noeuds de controle. Ceci permet de définir ’algorithme suivant:

soit M le maillage de contréle inital.
marquer tous les sommets de MY comme noeuds de controle.
tant que (la surface n’est pas assez lisse) {

Mi-H - Mz

subdiviser les polygones de Mi*!

appliquer D.S.I. & Mit!

1—1+1

Les temps de calcul pour le chien sont indiqués dans le tableau suivant:

étape 1 | étape 2 | étape 3
triangles | 698 5408 10838
itérations | 4 6 6
temps (s) | 1 1 8

Comme nous le montrons Figure 2.12, nous pouvons subdiviser les trian-
gles de maniere adaptative, afin d’en générer de nouveaux uniquement dans les
zones riches en détails, contrairement aux surfaces de subdivision classiques, qui
nécessitent de densifier uniformément la totalité du maillage. La Figure 2.12-A
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==

Figure 2.12: Subdivision adaptative. A: Maillage de contréle ./\/l?; B: Carte des cour-
bures; C: Maillage M?3; D: Rendu Phong de M3; E: Maillage M3, raffiné suivant la
courbure; F: Rendu Phong de M3
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montre un maillage initial M contenant tres peu de triangles (513 triangles).
Nous montrons Figure 2.12-C le maillage M? obtenu apres la troisiéme étape, en
subdivisant uniformément chaque triangle de la surface initiale en quatre nou-
veaux triangles. Cette surface compte 37952 triangles. La méme surface est
affichée en rendu de Phong [FvFH90] sur la Figure 2.12-D. Afin d’alléger les
maillages générés, nous proposons de ne subdiviser que les triangles des zones o
la courbure dépasse un certain seuil. La courbure sur une surface triangulée peut
étre estimée en appliquant par exemple les méthodes proposées dans [Ham| ou
dans [Sam96]. Nous en montrons un exemple sur la Figure 2.12-B, ou les niveaux
de gris représentent les variations de cette courbure estimée (les zones sombres
correspondent aux fortes courbures). La Figure 2.12-E montre le maillage M3,
obtenu apres trois subdivisions adaptatives successives. En comparant les rendus
de Phong des maillages M3 et M3, nous pouvons voir que le méme effet visuel
est obtenu, pour un nombre de triangles bien moins important (24237 au lieu de
37952). L’algorithme permet d’obtenir ces surfaces au bout de 12 secondes dans
le cas de la subdivision systématique, et de 10 secondes dans le cas de la sub-
division adaptative. La différence de temps de calcul n’est pas tres importante,
ceci semble dit au temps de calcul pris par 1’évaluation de la courbure mise en jeu
dans la deuxieme méthode. Ce temps de calcul pourrait étre diminué en utilisant
une estimation plus grossiere de la courbure. Dans I’état actuel, cette méthode
reste tout de méme intéressante, car elle génere des triangulations plus légeres en
mémoire que celles obtenues avec une subdivision systématique.

Il convient de préciser que notre méthode ne définit pas a proprement parler
une classe de surfaces de subdivision. En effet les schémas de raffinement im-
pliqués dans de telles méthodes, permettant de calculer le maillage M1 & partir
du maillage M?, sont déduits de méthodes d’insertions de sommets dans des mail-
lages de controles de Splines. Dans de tels schémas, seuls les nouveaux points
ont leur coordonnées modifiées, alors que dans notre méthode, tous les sommets
peuvent bouger a chaque étape. Dans [ZS98], les différents points définissant une
classe de surfaces de subdivision sont rappelés. Méme si les surfaces que nous
avons définies ne sont pas des surfaces de subdivision, les criteres rappelés dans
[ZS98] peuvent étre utiles pour caractériser leur domaine de modélisation.

1. Le maillage de controle M° peut avoir une topologie arbitraire.

Il est clair que notre méthode remplit cette condition.

2. La suite des maillages M" récursivement raffinés doit converger
vers une surface M™ qui soit lisse (a savoir au moins G').

L’existence et I'unicité du maillage M* & chaque étape i a été démontrée
dans [Mal89, Mal92]. Notre méthode de minimisation du Laplacien est une
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méthode de lissage discret, ce qui signifie qu’a chaque étape 7, tous les som-
mets peuvent se déplacer (mis & part les noeuds de controle), alors que dans
les schémas stationnaires de subdivision, tous les sommets du maillage M?
sont “vérrouillés” lors du calcul de M**!. Ainsi, la convergence et I'unicité
pour chaque étape M signifie qu’il est toujours possible d’obtenir une sur-
face lisse & un niveau arbitraire 7. La convergence de la suite M? a toujours
été observée en pratique, mais la preuve formelle de cette convergence reste
un probleme ouvert. Toutefois, il est facile de montrer que dans le cas ou
la suite des M" converge, alors la fonctionnelle discréte Fp2(p;) tend vers
la fonctionnelle Faz(g;). Ceci signifie que si la suite des M" converge vers
une surface M, alors cette surface M> minimise le Laplacien de chacune
de ses composantes.

3. L’utilisateur doit avoir la possibilité de marquer certains cotés
comme correspondant a des arrondis, des congés, ou a des angles
plus ou moins marqués.

Comme nous le montrons plus loin, ces détails géométriques peuvent étre
introduit grace a une modification locale des poids v®(k).

4. Le controle doit étre local, a savoir, la modification d’un sommet
devrait n’avoir une influence que dans une zone limitée autour de
ce sommet.

Dans notre cas, a proprement parler, le controle n’est pas local. En effet,
la modification de la position d'un des sommets se répercute sur toute
la surface. Toutefois, a partir de la régle de mise a jour locale (voir
Equation 2.23), nous pouvons voir que deux rangées consécutives de noeuds
de controle agissent comme une barriere étanche, tout en définissant des
conditions limites de type Hermite (définition du plan tangent a la sur-
face). Ceci suggere une interface utilisateur similaire a celle proposée dans
[KCVS98], ou l'utilisateur choisit une zone d’influence sur la surface avant
de la modifier.

5. Les regles de subdivision doivent étre simples et faciles a calculer.
On doit pouvoir effectuer efficacement le calcul du maillage M**!
en fonction de M-,

En choisissant la forme la plus simple pour les coefficients v*(k), a savoir
ceux que nous obtenons pour une paramétrisation locale symétrique: v*(k) =
1 pour a # k et v*(k) = —degre(k), le schéma de mise & jour d’un noeud
devient relativement simple. De plus, ces coefficients peuvent étre utilisés
sur des maillages de topologie arbitraire. Les maillages que nous montrons
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Figure 2.6, au début de la section, ont été obtenus en utilisant ces coeffi-
cients. Toutefois, dans le cas de surfaces triangulées, les meilleurs résultats
sont obtenus si nous utilisons des paramétrisations plus complexes, telles
les cartes exponentielles [WW94], ou encore une paramétrisation globale
[LMO98]. L’algorithme de subdivision itérative peut étre vu comme un
solveur multi-grille particulier pour I'équation D.S.I. (voir [Hac85] pour
plus de détails sur les méthodes multi-grille). Il serait possible d’améliorer
les performances en utilisant des approches multi-grille plus sophistiquées.
Toutefois, I'algorithme simple que nous avons présenté fournit des perfor-
mances acceptables permettant une édition interactive sur des surfaces com-
portant quelques dizaines de milliers de triangles.

La section suivante traite de la modélisation d’arrondis, de congés et d’angles
plus ou moins marqués. Nous verrons ensuite comment fournir encore plus de
flexibilité a l'utilisateur, en lui permettant d’ajuster la surface a un ensemble de
points de données. D’une maniere plus générale, nous prendrons en compte, au
sens des moindres carrés, un ensemble de contraintes linéaires.

2.3.4 Modélisation d’angles, de congés et d’arrondis

Il est facile de modéliser des angles plus ou moins marqués en modulant localement
les coefficients v (k) qui définissent le critére minimisé par D.S.I. (voir Equation
2.19). Un angle est alors défini comme un ensemble de sommets C connectés par
un ensemble de cotés de la triangulation, formant une courbe polygonale. Nous
munissons chaque angle d’'un coefficient sc, spécifiant la forme de ’angle. Pour
des grandes valeurs de s¢, I'angle obtenu pourra devenir arbitrairement pointu.
Des valeurs plus faibles de s¢ vont engendrer des angles plus émoussés, permet-
tant de modéliser des congés et arrondis. La nouvelle expression des coefficients
va(k) a appliquer a un sommet k lorsqu’on introduit un angle C est donnée
ci-dessous Equation 2.24.

va(k) = 1+1SC.va(k) sikeCetag¢C

velk) = > wg(k) sikeC (2.24)
aEN(R)—{k}

va(k) = v*(k) partout ailleurs
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D E F
Figure 2.13: Modélisation d’angles plus ou moins marqués. A: Maillage initial MP°
représentant un cube. Ses huit sommets ont été€ marqués comme noeuds de contrile.
B: Surface limite M ; C: Un ensemble de cotés a été marqué comme un angles ne

devant pas étre lissés ; D,E,F: Augmentation progressive de la continuité des angles,
permettant de modéliser des arrondis.

Un coin est alors défini comme un angle C qui ne comporte qu'un seul sommet.
Quand des angles sont utilisés en méme temps que l'algorithme de subdivision
présenté dans la section précédente, les sommets insérés sur un coté appartenant
a un angle C sont ajoutés a C. La Figure 2.14 montre comment cette technique
permet de modéliser des objets complexes, tels que la main d’un personnage. Les
temps de calcul correspondant sont indiqués dans le tableau suivant:

étape 1 | étape 2 | étape 3
triangles | 2776 11104 | 44416
itérations | 4 8 4
temps (s) | 3 8 10
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D E

Figure 2.14: Modélisation d’une main, la condition de lissage est relachée au niveau
des bords des ongles; A: Maillage de contréle M°; B: Maillage M'; C: Maillage M?;
D: Surface limite M™>; E: Zoom sur le pouce.

2.4 Ajustement aux données et autres contraintes

La possibilité de modéliser des angles, arrondis et congés permet a 1'utilisateur de
simplifier son maillage de controle M d’une maniere notable, en rendant possible
la modélisation de zones de forte courbure sans nécessiter de densifier le maillage
de controle dans ces zones. Toutefois, la seule maniere de modifier la géométrie
d’une surface modélisée par cette méthode reste d’agir directement sur le maillage
de controle M°. Dans le domaine de la modélisation variationnelle, I’ajustement
aux données est un probleme qui a été largement étudié (voir 'introduction au
début du chapitre). Ce probleme consiste a modifier une surface pour qu’elle passe
le plus pres possible d'un ensemble arbitraire de points de données. Nous allons
montrer a présent comment étendre notre méthode pour qu’elle puisse fournir ce
type de fonctionnalités, tout en offrant la possiblité de prendre en compte des
vecteurs normaux éventuellement associés aux points de données.
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Figure 2.15: Contraintes de position et de normale. Etant donné un point P;, attirant
la surface en un point p; donné, on souhaite que la surface soit interpolée, tout en
bougeant p; vers P;. En méme temps, nous pouvons éventuellement rendre la surface
orthogonale en p; a un vecteur donné N;.

2.4.1 Ajustement a un ensemble de points de données

Comme nous le montrons Figure 2.15, étant donné un ensemble de points P;,
attirant la surface aux points p;, l'objectif de I’ajustement aux données consiste
a minimiser la somme des carrés des distances entre les points P; et les points
p;. De plus, chaque point de donnée P; peut étre muni d’un vecteur normal N; a
prendre en compte (le triangle T; contenant le point p; doit devenir orthogonal
a N;). Nous avons déja évoqué le probleme d’ajustement aux données dans
la section 2.2.1, ou les surfaces a ajuster étaient représentées par des fonctions
polynomiales. Dans notre cas, puisque les surfaces sont représentées sous forme
discrete, il est possible d’exprimer les contraintes liées a I’ajustement aux données
par des relations linéaires. Ceci nous permet ainsi de définir les contraintes de
position cpz, cpv et cp: et les contraintes de normale cN,, Ok, and ¢y . Les
coefficients (A1, Ag, A\3) dénotent les coordonnées barycentriques de p; dans T;.
Les points (o, ag, arg) sont les trois sommets de T);.
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Figure 2.16: Ajustement aux données. A: Maillage M° approximant grossiérement
un visage. Les courbes ont été dessinées par lutilisateur pour raffiner le modéle. B:
Surface limite M. La surface a été attirée par l’ensemble des lignes. C: Un maillage
intermédiare M®, ajusté au courbes.

A" (@) + Ao 9®(a2) + A3.p"(az) = PP (cpe)
¥ (o) + Aa.p¥(ag) + As.9¥(as) = PY (cpy)

A (ar) + Ao (az) + Az.90%(az) = P7 (cps)

X (2.25)
L 00— e N = 0 ()
L )~ ) N = 0 ()
T )~ )N = 0 (k)

Nous pouvons remarquer que ces contraintes combinent linéairement les
coefficients de ¢ en un ensemble de sommets de la surface. La forme générale de
ce type de contrainte est donnée Equation 2.26 ci-dessous, ou v dénote 1'une des
trois composantes de ¢.

Afin d’équilibrer les équations, il convient de préciser que ces contraintes
doivent étre mormalisées, c’est a dire qu’elles doivent satisfaire la relation suiv-

ante: >, 3, {A%(a)}? = 1.

> Y Ala)etla) = b (2.26)

aefl  ve{zy,z}
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A B

Figure 2.17: Ajustement aux données effectué sur le nez du personnage; A: Les points
de données attirent la surface dans la direction des segments noirs; B: Résultat obtenu
apres ré-interpolation.

En utilisant ce formalisme, les trois contraintes de position cp , cp. et cp. a

honorer pour prendre en compte un point de données P, = {P# PY P?} sont

K3
données par:

Yo € {0617042,063}, Ac; (O!Z) = )\Z/a

i

Va & {ar,az,a3f, Ay, =0

Vv e {x,y,z}, (2.27)
bC; = Pl”/a

a = \/AT+ A3+ A3

Chaque vecteur normal N; contraignant un triangle T; = {1, a2, a3} en-
. . 1 2 3 o .
gendre trois contraintes de normale cy., ¢y, et cy,. Nous supposons ici que la
normale spécifiée est unitaire:
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Vv ={z,y,z}
v . v _ N7 v _ N¢
Acll\li<a1):0, AC}\IZ(OQ)—_\& ) C§i<a3>— NG
14 N'LV . 14 — . 14 N NIZJ
ACQN.<a1) = ol AC2N(a2> =0 ] ACI2\IL (Oég) == _\/i

(2.28)

Va & {on, 0,03}, AL (o) = AZ2N (a) = AZ2N,(04) =0

CN'

bcll\I .= bczN .= b 5, = 0
Nous allons a présent montrer comment notre méthode peut étre modifiée
pour prendre en compte les contraintes linéaires ainsi définies.

2.4.2 Lissage variationnel contraint

La fonctionnelle discrete F*(¢) définie Equation 2.29 ci-dessous caractérise a la
fois le lissage de la surface et le degré de violation des contraintes. Le terme Fp2
correspond a l'intégrale du carré du Laplacien (voir Equation 2.22). Nous avons
ajouté le second terme p(p) pour prendre en compte I’ensemble des contraintes C,
ou chaque point de données P; engendre les contraintes de position cpz, cpy et cp:
et/ou les contraintes de normales cy, ¢, et ¢ . Comme cela est souvent fait en
ajustement aux données, le degré de violation des contraintes p(¢) est pondéré par
un coefficient ¢ appelé facteur d’ajustement'®, qui permet a I'utilisateur de régler
I'importance relative accordée au respect des contraintes par rapport au terme
de lissage. De plus, chaque contrainte individuelle est modulée par un coefficient
e, qui permet de regler son importance par rapport aux autres contraintes:

Fp) = Fpp) + é.p(e)

2 (2.29)
o) = sel( T 5 aeee) -
ceC ve{z,y,z} a€Q)
Il est possible de minimiser la nouvelle fonctionnelle F*(y) ainsi définie, en
utilisant un algorithme similaire a celui que nous avons présenté dans la sec-
tion précédente, dont la convergence vers une solution unique a été également

15fitting factor
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démontrée par Mallet [Mal89, Mal92, Mal99]. Le schéma de mise a jour d'un som-
met doit etre complété avec des termes supplémentaires, correspondant a la prise
en compte des contraintes (voir les Equations 2.30 et 2.31). Les termes G¥(a) et
g” (), correspondant au Laplacien, ne sont pas modifiés par I'introduction des
contraintes (leur expression a été donnée Equation 2.23).

v . _ Gv()+¢.I'"(a)
@ (a) = 7" (@) + o7 ()
r (a) = C%%:wc.l“c(a) (2‘30)
V() = X wed(a)
ceC

Chaque contrainte individuelle ¢ induit les termes explicités Equation 2.31
ci-dessous. Nous pouvons remarquer que le terme z%(a) de couplage des com-
posantes est toujours nul pour des contraintes qui ne combinent pas les com-
posantes z,y, z de ¢, comme dans le cas des contraintes de position cpv.

[i(e) = AZ(O‘>~{B§QAZ(B)-90”(5)—bc+x5(a)}
wa) = ¥ X ANB).L(B) (2.31)

n#v BEQ

Yle) = {Al(a)}?

Comme nous le montrons sur les Figures 2.16 et 2.17, cette méthode d’interpo-
lation contrainte peut étre elle aussi utilisée avec 'algorithme de subdivision
précédemment présenté. Dans le cas de la Figure 2.16 (le visage), la surface
comporte 6304 triangles, et a été ajustée aux courbes de contraintes au bout
de 26 itérations en 12 secondes. Dans ce cas, au moment ol le maillage M**!
est initialisé & partir du maillage M, nous devons affecter les contraintes aux
bons sommets. Les sommets en question ainsi que les coordonnées barycentriques
associées peuvent étre facilement déterminés a partir des coordonnées barycen-
triques A1, A2, A3 des contraintes de position au niveau de M°.

Remarque:

Dans la section 2.2.1, nous avons évoqué le probleme de I’ajustement aux données
dans un contexte continu, ou les surfaces sont représentées par des fonctions poly-
nomiales. Ce probleme consiste a trouver une fonction ¢ respectant “au mieux”
un ensemble de contraintes (& savoir, au sens des moindres carrés). En général,
comme nous l'avons indiqué en section 2.2.1, la surface solution du probleme de
I’ajustement aux données est souvent représentée par une fonction ¢, exprimée
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dans une base (B;) de fonctions. La méthode d’ajustement aux données consis-
tera alors a résoudre le systeme suivant:

¥ = X XiB;
' (2.32)

(A'A+eR)X = A'B
dont la solution X correspond a la fonction ¢ cherchée, exprimée dans la base
des B;, et ou les contraintes a respecter s’expriment par les relations linéaires
AX = B. La matrice R est un terme de régularisation, permettant d’assurer que
le systeme a toujours une solution, ou encore que la surface possede certaines
propriétés géométriques (comme dans le cas du lissage variationnel). Le scalaire
€ est souvent choisi de maniere empirique, comme une fraction de la trace de
la matrice. Ce parametre est également parfois laissé accessible a l'utilisateur,
celui-ci pouvant ainsi faire un compromis entre les criteres géométriques corre-
spondant a la matrice R et le critere d’ajustement aux données.

La méthode D.S.I. [Mal92, Mal99] sur laquelle se fonde notre approche peut
alors etre considérée comme 1’équivalent discret de cette approche. Dans ce con-
texte, la fonction ¢ est exprimée dans une base de fonctions discretes (B;)1<i<n,
ol N dénote le nombre de sommets de la triangulation:

V1< j i< N, Bia) =0 (2:33)
Une contrainte D.S.I. correspond a la relation AX = B, et le critere de ru-
gosité joue le méme role que la matrice R. Le facteur ¢ de respect des contraintes

correspond au coefficient € (ou plus exactement, a U'inverse d’ €). Pour cette rai-
son, notre méthode peut étre qualifiée de lissage variationnel discret et contraint.

2.5 Bilan et perspectives

Dans cette partie, nous avons présenté une nouvelle méthode de lissage varia-
tionnel, exprimée dans un contexte discret. Notre approche se fondant sur la
méthode D.S.I., elle permet de traiter directement des surfaces triangulées. Cette
étude a permis de mieux comprendre les relations entre D.S.I. et d’autres types
d’approches. Par rapport a des méthodes similaires, notre approche permet de
prendre en compte des contraintes linéaires, honorées au sens des moindres carrés.
Par exemple, on peut ajuster une surface triangulée a un ensemble de points de
données, ayant, ou n’ayant pas de normales spécifiées. Ceci permet d’utiliser, sur
des surfaces triangulées de topologie arbitraire, les outils d’édition habituellement
disponibles dans le cadre de la modélisation variationnelle [Gre94, MS92, Sei98|.
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Figure 2.18: A: Modélisation de surfaces de raccords entre un ensemble de cylindres,
surface limite M®; B: Maillage intermédiaire; C: Un cube, dont les cotés ont été
marqués comme angles et les sommets comme coins; D: Résultat obtenu en appliquant

notre méthode.

De plus, notre méthode met en jeu des calculs plus simples que dans [WW94], et
permet 'utilisation de n’importe quelle paramétrisation pour estimer le Lapla-

clen.

Quand nous 'utilisons comme une méthode de subdivision, comme tout autre
approche de lissage discret, notre méthode offre plus de flexibilité que les schémas
stationnaires. A n’importe quelle étape du processus, il est ainsi possible de
vérrouiller, déverrouiller ou déplacer n’importe quel sommet de la surface afin
d’avoir un controle plus fin. De plus, comme la regle de mise a jour des sommets
est la méme quel que soit le sommet considéré, les points extraordinaires ne
requierent plus un traitement particulier. Cette indépendance par rapport a la
connectivité des sommets permet également d’envisager un raffinement adaptatif
du maillage, a savoir la subdivision des polygones seulement dans les zones de

forte courbure.



122 CHAPITRE 2. LISSAGE VARIATIONNEL DISCRET ET CONTRAINT

A
Yll

LA
N
\\ﬁvz

N

Figure 2.19: Lissage d’une surface géologique, représentant un dome de sel. A: mail-
lage de contréle M°; B: maillage M?'; C: surface limite M*>; D: surface de Gregory
obtenue & partir du méme maillage MO.

Notre méthode fournit un outil interactif de création et d’édition de surfaces
triangulées. Les formes relativement complexes que nous montrons Figure 2.18
ont été aisément obtenues en utilisant le modeleur. Pour générer une surface de
raccord entre des tuyaux (Figure 2.18-A,B), les méthodes décrites dans [Cnr97]
et dans [N1198] peuvent étre utilisées. Cette surface de raccord peut ensuite étre
lissée par notre méthode.

Nous montrons également des applications possibles a la géologie numérique.
Ainsi, la Figure 2.19 montre un dome de sel représenté par une surface triangulée
(Figure 2.19-A) et lissé par notre méthode (Figure 2.19-B,C). Le résultat obtenu
est sensiblement identique a une surface modélisée a I’aide de triangles de Gregory
(voir Section 2.2), qui peut étre construite par exemple a l'aide des méthodes
introduites dans [Lev95a, SMLI8, Seg98]. La courbe du bord des deux surfaces
est identique, et correspond a une Spline cubique.

Sur la Figure 2.20, nous présentons un exemple d’application a la modélisation
d’horizons faillés. Dans ce cas précis, les données fournies par Gaz de France
sont de deux natures différentes: des marqueurs de puits, symbolisés sur la
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Figure 2.20-A par des carrés noirs, par lesquels la surface doit passer, et des
données sismiques, représentées par des lignes en pointillés, que la surface doit
honorer. Dans notre cas, comme nous pouvons le voir sur les points de données,
la surface présente des discontinuités, qui correspondent a des failles géologiques.
Pour représenter ces failles, les approches classiques consistent a appliquer des
méthodes d’intersections de surfaces, afin de découper la surface représentant
I’horizon par un ensemble de surfaces qui correspondent aux failles, a la maniere
d’un emporte-pieces. Cette derniere opération est relativement couteuse, et
présente 'inconvénient de générer des triangles de formes aplaties, qui peuvent
poser des problemes de stabilité numérique. Ici, nous proposons une approche
différente, fondée sur la possibilité de relacher la condition de continuité G*' dans
certaines zones. Ainsi, a partir d’'une solution automatiquement déterminée a
partir d'une carte de courbures (Figure 2.20) et de connaissances géologiques
de la zone étudiée, 'utilisateur peut choisir les courbes qui correspondrons aux
traces de failles (représentées par des points blancs sur la Figure 2.20-E). En ap-
pliquant une dizaine d’itérations supplémentaires, le résultat de la Figure 2.20-F
est obtenu. Sur cette figure, nous pouvons voir que les failles correspondent bien
a des zones de rupture de la continuité G'. Ceci donne plus de degrés de liberté
pour honorer les données dans ces zones.

Nos recherches futures vont s’orienter vers les aspects concernant la multi-
résolution. Dans ce dernier type d’approches, telle celle présentée dans [KCVS98|,
il serait intéressant d’étudier I'influence des contraintes linéaires a un niveau de
résolution arbitraire. Par exemple, il serait alors possible de lisser une surface
riche en détails de texture, et de ’ajuster a des points de données sans gommer
ces détails. Ce type de représentation est également lié a la compression de mail-
lages [Dee95]. 11 semble possible d’utiliser notre méthode comme un prédicteur,
ce qui signifierait que seule la différence de position entre la surface interpolée
et les données devrait étre stockée. Si nous utilisons cette approche comme une
description progressive dans un environnement en réseau, l'algorithme itératif
permettra une transition continue entre les différents niveaux de détail au fur et
a mesure de leur chargement.

L’approximation d’autres familles de fonctionnelles constitue également un
aspect important, que nous étudierons dans des recherches futures. Dans ce
chapitre, nous nous sommes concentrés sur le cas particulier du Laplacien, qui
permet d’obtenir des surfaces relativement lisses. Si nous souhaitons des formes
encore plus lisses, nous pouvons envisager d’approximer des fonctionnelles d’ordre
supérieur, comme le Hessien (voir [Car76]). Plusieurs fonctionnelles ont ainsi été
étudiées et approximée sur des maillages discrets par Brakke [Bra92b, Bra92a]
(voir aussi [PP93]), ce qui lui a permis la réalisation du logiciel Evolver[Evol.
D’autres approches ont consisté a minimiser la courbure, comme celle proposée
par Leger dans [LMTR94]. De telles approches permettent d’obtenir des surfaces
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plus lisses, mais le temps de convergence est beaucoup plus important (20 min-
utes pour une surface comptant 500 triangles, dans le cas de la méthode proposée
par Leger). Il serait intéressant de voir dans quelle mesure ce type de fonction-
nelles pourrait étre approximé par notre méthode, en utilisant éventuellement
des voisinages plus grands autour de chaque sommet. Ceci fournirait, en plus
des fonctionnalités offertes par le logiciel Evolver et par la méthode de Leger, la
possibilité de prendre en compte des contraintes linéaires.

Notre méthode permet d’approximer le Laplacien, en utilisant n’importe quelle
paramétrisation locale pour un sommet et ses voisins. Le choix de cette paramétri-
sation locale en lui-méme peut étre un probleme complexe, et I’expérience nous a
montré que les meilleurs résultats étaient obtenus avec les cartes exponentielles.
Toutefois, dans la littérature, il manque toujours une justification rigoureuse
pour le choix de ces paramétrisations locales. Dans le troisieme chapitre, nous
montrerons une méthode de paramétrisation globale pouvant étre utilisée, si la
surface est homéomorphe a un sous-ensemble d’un disque. Dans le cas général,
ou il n’est pas possible de définir une paramétrisation globale, nous souhaite-
rions définir une maniere mieux justifiée pour choisir les paramétrisations lo-
cales. Si les maillages utilisés sont des triangulations de Delaunay, la méthode
d’interpolation des woisins naturels [Sib80, Sib81] fournit des fonctions de con-
tinuité C!, présentant certaines propriétés utiles pour les méthodes d’éléments
finis [BS95, Suk98, SMB98, SM99, Tra94, Wat94]. Nous pouvons alors penser a
définir les coefficients v*(k) intervenant dans notre méthode de maniere a faire
approximer par une surface triangulée I'interpolant voisins naturels, ce qui pour-
rait fournir une maniere “raisonnable” de choisir les paramétrisations locales.
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Figure 2.20: Modélisation d’un horizon géologique faillé (données fournies par Gaz de
France). A: Surface adaptée aux données. Les carrés noirs correspondent auz données
de puits, et les lignes en pointillés représentent les données sismiques. B: La surface et
son maillage, adaptée aux données. C: La surface limite est G partout, y compris auz
alentours des failles, ce qui limite son réalisme géologique. D: une cartographie de la
courbure maximale de la surface aide a localiser les failels. E: lutilisateur a identifi¢
les traces des failles, en éditant un résultat obtenu & partir de la carte des courbures. F:
surface obtenue en tenant compte des traces de failles, ot la continuité G' est relachée.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons un ensemble de nouvelles méthodes permet-
tant de construire sous contraintes une paramétrisation d’une surface triangulée
complexe. Ces méthodes vont nous permettre de construire des grilles 3D a partir
de surfaces triangulées, afin de définir une représentation précise des propriétés
physiques associées aux modeles du sous-sol. Ce type de représentation permet
de mettre en ceuvre un ensemble de simulations et de calculs numériques, dans
I’objectif d’optimiser le stockage de gaz au sein des réservoirs naturels. La Section
3.5.4 donne plus de détails en ce qui concerne ce cas particulier, et présente un
cas d’étude réel. Dans ce contexte, un modele est défini par un ensemble de prim-
itives, décrivant de maniere précise la géométrie des couches géologiques. Afin de
permettre certaines simulations numériques, ce modele est ensuite peint par des
valeurs, qui représentent des propriétés physiques (par exemple la porosité de la
roche). Les primitives géométriques sont elles-mémes constituées par un ensemble
d’éléments discrets, comme les triangles d’'une surface triangulée, ou encore les
cellules hexaédrales d'une grille 3D structurée. Lorsque des valeurs de propriétés
doivent étre associées au modele, elles sont le plus souvent stockées au niveau des
noeuds de la discrétisation, ce qui impose que la finesse de cette discrétisation
corresponde a la fois a la taille des détails géométriques et a la variabilité des
propriétés a représenter. En utilisant ce type de représentations, le maillage doit
donc étre raffiné en fonction de la propriété présentant les détails les plus fins, ce
qui cause a la fois une augmentation considérable de la consommation mémoire
et un ralentissement notable des algorithmes agissant sur la structure. Pour cette
raison, nous proposons une autre maniere de représenter les propriétés physiques,
en découplant leur support de celui utilisé pour la géométrie du modele. Ce
découplage est réalisé a ’aide d’une fonction appelée une paramétrisation, met-
tant I'objet en correspondance avec un domaine paramétrique, ou les propriétés
peuvent facilement étre représentées avec une précision arbitraire. Cette notion
est connue dans le monde du graphisme par ordinateur sous le nom de placage
de textures, les propriétés physiques en question correspondant a la couleur de
I'objet.

Cette partie reprend les résultats que nous avons déja présentés dans [LM9IS],
en approfondissant certains aspects. Par exemple, nous verrons comment les
deux principales méthodes de paramétrisation connues peuvent étre exprimées
dans le formalisme que nous avons défini. Nous avons également étudié des ap-
plications de notre méthode dans d’autres domaines que celui de la représentation
des propriétés et du placage de textures, ainsi qu’'une caractérisation quantita-
tive du résultat obtenu en ce qui concerne la répartition des distortions. Les
coordonnées (u,v) de texture définies en chaque sommet de la triangulation
sont déterminées par un algorithme itératif d’optimisation, qui permet d’honorer
un ensemble de contraintes exprimant la minimisation des distortions. Nous
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étudierons également une maniere de caractériser les déformations introduites
par une paramétrisation. Par rapport aux méthodes classiques d’optimisation
globale, notre méthode offre plus de flexibilité, en permettant, par exemple, a
I'utilisateur de spécifier les zones de la surface ou les distortions doivent étre min-
imisées en priorité. L’approche modulaire décrite dans cette partie permet de
définir une paramétrisation adaptée a chaque besoin spécifique des utilisateurs.
Par exemple, sur la surface, il est possible d’aligner la texture avec un ensemble
de courbes iso-paramétriques quelconques. De plus, la paramétrisation peut étre
rendue continue a travers les éventuelles “déchirures” de la surface. Il est alors
possible de construire en une seule fois une paramétrisation pour des surfaces
complexes qui auraient du étre découpées en plusieurs parties si I'on avait utilisé
une approche classique. D’autres contraintes peuvent étre prises en compte par
notre méthode, des lors qu’elles peuvent étre exprimées par des relations linéaires
(ou linéralisables). Cette méthode a été intégrée dans le noyau du logiciel Go-
cad, dédié a la modélisation d’objets géologiques. Dans ce contexte, comme nous
le montrerons plus loin, différentes applications de la méthode sont exploitées,
comme la possibilité d’effectuer des calculs dans 'espace (u,v) ainsi défini, la
génération de grilles présentant les propriétés requises par l'analyse en éléments
finis, la conversion de surfaces triangulées en surfaces polynomiales, ou encore
le dépliage de couches géologiques. Notre méthode pourrait également avoir un

impact important dans le domaine du graphisme et des systemes de dessins en
3D

La technique du placage de textures? est beaucoup utilisée pour améliorer la
richesse visuelle des images générées par ordinateur. Les sceénes modélisées sont
constituées d’un ensemble de surfaces trop pauvres en détails pour représenter
des objets d’'une maniere réaliste, et ce en raison a la fois du cout mémoire et du
temps nécessaire a la réalisation de modeles détaillés. Par exemple, il ne serait
pas raisonnable de vouloir modéliser toutes les écailles de la peau d’un dinosaure.
Le placage de texture consiste en la mise en correspondance de chaque surface 3D
avec une image 2D a ’aide d’une fonction appelée une paramétrisation. Une telle
paramétrisation associe a chaque point d’une surface une paire de coordonnées
(u,v) désignant un pixel de la texture. Par exemple, pour une sphere, la latitude
et la longitude définissent une paramétrisation triviale. Cette technique a été
introduite pour la premiere fois par Catmull [Cat74], et appliquée a des surfaces
bicubiques en utilisant un algorithme récursif de subdivision. Malheureusement,
ces méthodes sont connues pour engendrer de fortes distortions. Par exemple,
dans le cas de la sphere mentionné précédemment, I'image sera fortement altérée
aux alentours des poles.

13D paint systems
2texture mapping
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Des approches pour minimiser ces distortions ont premierement été tentées
dans [PD85] et [BS86], en séparant le procédé en deux étapes: la texture est déja
plaquée sur une surface intermédiaire simple, telle une boite ou un cylindre, pour
laquelle le placage de texture est trivial. Cette surface intermédiaire est alors
projetée sur 'objet a texturer. Le choix de la surface intermédiaire ainsi que
son orientation ont tous deux une grande influence sur le résultat final, ce qui
signifie qu'une grande part d’interaction avec l'utilisateur s’avere nécessaire. De
plus, pour des surfaces présentant des formes complexes, il peut étre tres difficile
d’obtenir un résultat satisfaisant.

Une autre idée consiste a considérer qu’affecter des coordonnées de texture a
une surface ou bien la déplier sont deux opérations équivalentes. Une telle tech-
nique est décrite dans [SMSW86]. L’idée consiste a déplier une surface constituée
de polygones, en partant d'une graine choisie par I'utilisateur. Une idée similaire
a été développée dans [BVI91]. Cette derniere méthode permet le dépliage d’une
surface paramétrique en autorisant ’apparition de discontinuités quand la cour-
bure géodésique dépasse un certain seuil. Nous montrerons dans la Section 3.5.5
que I’équivalence entre paramétrisation et dépliage peut étre utilisée en géologie
pour tester la validité de modeles du sous-sol.

Il est également possible de minimiser les distortions dues au placage de tex-
tures en utilisant des techniques d’optimisation. Par exemple, dans la méthode
décrite dans [ML88|, les auteurs proposent de construire une paramétrisation
d’une surface en partant d’une grille de points régulierement échantillonés sur
la surface. La grille est alors optimisée itérativement en minimisant un critere
de distortion global. Krishnamurthy et. al. [KL96] proposent une approche
similaire, pour convertir une surface triangulée en un ensemble de surfaces B-
Splines. Dans le cas de surfaces triangulées, un placage de texture peut étre
considéré comme la donnée des coordonnées (u,v) aux sommets d’une triangu-
lation. Cette approche suggere d’utiliser des résultats de la théorie des graphes
[Tut60], par exemple les cartes harmoniques®, comme cela a été proposé dans
[EDD*95]. Cette derniere méthode consiste a minimiser un critere appelé dis-
persion métrique, qui permet de préserver les aires. Malheureusement, cette
méthode ne permet pas de préserver les angles, et 'approximation introduite dans
[EDD"95] entraine parfois la construction d’une fonction non inversible. Les lim-
itations inhérentes a l’'utilisation des cartes harmoniques ont été contournées dans
[LSST98] et [DKTI8], en utilisant une approche de type subdivision pour lisser
la paramétrisation (les méthodes de subdivision ont été évoquées dans la partie
2). Malheureusement, cette derniere méthode permet difficilement de prendre en
compte des informations fournies par I'utilisateur. Méme s’il est possible de mar-
quer certains cotés de la surface comme frontiere entre sous-domaines, assurer

3Harmonic Maps
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une correspondance fine entre des détails de la surface et des détails de la texture
reste tres difficile en utilisant ce type d’approches.

Floater a également proposé dans [Flo97] une solution meilleure que les cartes
harmoniques, qui se traduit par une autre maniere de choisir les coordonnées (u, v)
aux sommets d’'une triangulation. Cette derniere méthode est une généralisation
des cartes barycentriques', méthode également introduite dans [Tut60]. Les co-
ordonnées (u,v) de texture sont alors définies comme la solution d'un systéme
linéaire, ou chaque point (u,v) est une combinaison convexe de ses voisins. Pour
les courbes, une paramétrisation sans distortions correspond a la notion d’abscisse
curviligne. Floater [F1o97] propose une maniere de choisir les coefficients de ces
combinaisons convexes qui permet de définir pour les surfaces 1’équivalent de
I’abscisse curviligne. Cette famille de méthodes de placage de textures par opti-
misation globale fournit de bons résultats pour un ensemble de surfaces simples,
mais des limitations apparaissent rapidement des lors que 1’on veut les appliquer
a des surfaces complexes (comme celles rencontrées en géologie numérique ou
en graphisme par ordinateur). Par exemple, comme la plupart des surfaces ne
sont pas développables, des distortions vont toujours apparaitre. Dans ce cas,
I'utilisateur aimerait pouvoir spécifier la distribution de ces distortions.

Une toute autre famille de méthodes consiste a définir une paramétrisation
comme le résultat d'un ensemble d’opérations combinatoires effectuées sur un
pavage de l'espace. Ce point de vue a été exploré par Edelsbrunner et. al.
dans [EW97], pour construire des cartogrammes. Un cartogramme est une carte
géographique déformée, ou les déformations véhiculent de I'information (par ex-
emple, I'aire des pays peut étre déformée en fonction du nombre de leurs habi-
tants). Pour atteindre cet objectif, les auteurs construisent un homéomorphisme
de IR? dans lui méme, défini par une suite d’opérations faisant apparaitre ou
disparaitre des triangles afin de déformer la carte.

Dans cette partie, nous proposons une nouvelle méthode d’optimisation glo-
bale. Par rapport a d’autres méthodes similaires, elle se fonde sur une approche
modulaire, ce qui permet d’adapter la paramétrisation sous-jacente aux besoins
de l'utilisateur. Par exemple, il est possible de définir 'importance relative ac-
cordée a la préservation des distances par rapport a celle des angles. Ces différents
poids associés aux criteres a minimiser peuvent varier sur la surface, ce qui per-
met a l'utilisateur de choisir les zones d’intérét ou il est souhaitable et priori-
taire de minimiser les distortions. Ainsi, dans le cas d’un visage, 'utilisateur
souhaitera minimiser les distortions au niveau des yeux, du nez et de la bouche,
zones “clef” plus riches en détails. De plus, notre méthode permet de rendre la
paramétrisation continue a travers les “déchirures” éventuelles de la surface, ce

4barycentric mapping
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qui permet de texturer en une seule fois une surface complexe, sans nécessiter de
découpage comme dans d’autres méthodes [Blo85]. D’autre part, notre méthode
est plus automatique que d’autres méthodes interactives [Ped95, PM94, MYV93],
qui nécessitent beaucoup d’interventions de la part de 'utilisateur. Lorsque ces
méthodes sont utilisées, la paramétrisation doit étre partiellement, voire totale-
ment définie par 'utilisateur.

Dans la section 3.2 de ce chapitre, nous introduisons les différentes notions
mises en jeu dans le cadre du placage de textures, et nous montrons comment une
paramétrisation peut étre générée en utilisant un algorithme itératif d’optimisa-
tion. Dans la section 3.3, nous traitons le probleme d’un placage de texture sans
distortion, et les criteres correspondants y sont explicités. Ces criteres sont ex-
primés sous forme de contraintes linéaires, et nous montrons comment modifier
I’algorithme itératif précédemment introduit afin de les honorer. Ceci permet de
définir un algorithme général pouvant étre facilement étendu afin de prendre en
compte des informations fournies par 1'utilisateur, comme nous le montrons dans
la section 3.4. Par exemple, le respect de courbes iso-paramétriques et la conti-
nuité de la paramétrisation a travers des déchirures éventuelles de la surface y sont
abordés. La section 3.5 montre ensuite comment la notion de paramétrisation
d’une surface triangulée peut servir de base a de nombreux algorithmes, comme
par exemple des méthodes d’optimisation de maillages, ou encore de dépliage de
surfaces.

3.2 Paramétrisation d’une surface triangulée

Dans cette section, nous définissons la notion de paramétrisation d’une surface
triangulée. Nous présentons une nouvelle méthode pour construire une telle
paramétrisation, ainsi qu'un algorithme itératif d’optimisation. La section sui-
vante montre alors comment les distortions peuvent étre minimisées.

3.2.1 Paramétrisation x(u,v) et paramétrisation inverse
®(z,y,2)

Comme nous le montrons Figure 3.1, étant donnée une surface S de IR3, une
paramétrisation x(u, v) de S est une fonction bijective mettant un sous-ensemble
D de IR? en correspondance avec la surface S.

x"(u,v)

(u,v) €D —  x(u,v) = | xY(u,v)

x*(u,v)
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Figure 3.1: Paramétrisation x(u,v) et paramétrisation inverse ®(x,y, z) mettant en
correspondance une surface S de IR® avec le domaine D C IR?.

Nous allons nous intéresser plus particulierement a une classe de paramétrisa-
tions x(u, v) associées a des surfaces présentant des “déchirures” (par exemple une
surface géologique faillée). Comme nous le verrons dans la section 3.5, il peut étre
utile de mettre en correspondance les deux bords de chacune des déchirures avec
la méme courbe dans le domaine (u,v). Par exemple, sur la Figure 3.1, les points
p1 et p2 sont mis en correspondance avec le point p. La méme chose s’applique
a q; et qz qui sont mis en correspondance avec le point q. Il convient de préciser
qu'une telle paramétrisation n’est définie que sur l'intérieur de la surface, sans
quoi ce ne serait plus une fonction inversible.

Etant donnée une paramétrisation x(u,v), les notions suivantes peuvent étre
définies:

e L’ensemble D C IR? est appelé le domaine (u,v), ou encore domaine
paramétrique .

e Par définition, x(u,v) est bijective. Elle a donc une fonction inverse ¢ =
x~ !, que 'on appelle une paramétrisation inverse® de la surface S:

oY (x,y, 2) u(zx,y, z)
(,9,2) €S —  P(z,9,2) = =

dV(x,y, 2) v(z,y, 2)

Dans la plupart des cas, les applications utilisant cette notion de paramé-
trisation correspondent a différents traitements effectués sur une surface déja
existante (voir par exemple la section 3.5). Pour cette raison, il est plus facile
de définir les différentes notions dont nous avons besoin en partant de la surface,

5Dans la littérature anglaise, le terme mapping est également utilisé
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Figure 3.2: Paramétrisation inverse ® interpolée sur une surface triangulée.

plutot que de prendre le domaine (u,v) comme point de départ. Par la suite,
nous nous intéresserons donc a la paramétrisation inverse ®(z, y, z) plutot qu’a la
paramétrisation x(u,v). Méme si les deux approches sont équivalentes, raisonner
en terme de paramétrisation inverse permet des explications plus claires. Par
exemple, dans le cadre du placage de textures, le domaine paramétrique D est
peint par une image appelée une texture. C’est alors la paramétrisation inverse qui
nous intéresse, car étant donné un point de la surface S, elle va nous permettre
de retrouver le point de la texture qui lui correspond dans D. Si une surface
a une paramétrisation x définie (comme dans le cas des surfaces polynomiales
évoquées dans la deuxieme partie), I'inverse ® = x~! de cette paramétrisation
fournit “naturellement” une fonction pouvant étre utilisée pour le placage de
textures. Catmull a appliqué cette technique & des splines cubiques dans [Cat74],
ou il utilise un schéma de subdivision récursive afin d’éviter I'inversion directe de
la paramétrisation.

Dans ce qui suit, nous considérons que la surface S est munie d’'une triangu-
lation G = {Q, 7}, ou Q dénote I'ensemble des sommets de la triangulation, et
T correspond aux triangles de G, définis comme des triplets de sommets. Afin
de simplifier les notations, ) sera identifié avec 'intervalle d’entiers [1... M], ou
M = card(fY) dénote le nombre de sommets de la triangulation. La position
géométrique d'un sommet a € € est notée p(«).

Pour ce type de surfaces, il semble naturel de définir une paramétrisation
inverse ® a partir de ses valeurs aux sommets () de la triangulation G. Cette
information peut alors étre stockée comme un ensemble de couples (u;,v;), ou
1 < i < M. La maniere de choisir ces valeurs (u;,v;) sera explicitée par la
suite (voir Section 4). Ceci définit une fonction discréte o : Q — R? telle que
Va; € Q, 0(i) = {p"(), ¢* ()} = (u;, v;). Comme on peut le voir sur la Figure
3.2, une paramétrisation inverse ® peut alors étre définie par morceaux comme
I'interpolation linéaire de ¢ sur chacun des triangles T = (o, o, ;) de 7.
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Figure 3.3: Informations fournies par [utilisateur pour déterminer une
paramétrisation.

Pour chaque point p de T, ® est alors donnée par:

() (31)

e )\ et p désignent les coordonnées barycentriques locales du point p par
rapport au triangle T.

o p(a;) = (usv;) 90(04;') = (Ujavj) ;o plow) = (up, o)

Pour une surface S € IR® donnée, il existe une infinité de paramétrisa-
tions possibles pour cette surface. Suivant les objectifs de 1'utilisateur, il sera
souhaitable que la paramétrisation construite satisfasse certaines propriétés. Par
exemple, comme nous le verrons dans la suite, il peut étre utile de construire
une paramétrisation respectant les distances et les angles. D’autre part, suivant
le domaine d’applications, I'utilisateur peut souhaiter fixer les coordonnées (u, v)
pour certains ensembles de noeuds, organisés suivant les configurations suivantes:
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1. mettre en correspondance quatre bords de la surface avec le carré unité
[0,1] x [0, 1] (voir Figure 3.3-A), si par exemple une grille réguliere doit étre
construite a partir de la surface;

2. mettre en correspondance le bord de la surface avec un polygone de IR%.
Par exemple, la projection du bord sur son plan de composantes principales
peut étre utilisée pour définir ce polygone. Les coordonnées locales dans ce
plan définissent une base de coordonnées (u,v), utilisée pour les points du
bord (voir Figure 3.3-B).

3. définir une base curviligne (Figure 3.3-C), ce qui peut étre particulierement
intéressant dans le cadre de problemes géologiques de dépliage de surfaces
(voir Section 3.5).

Pour chacune de ces configurations fournies par I'utilisateur, le probleme de la
paramétrisation consistera a assigner aux autres sommets de la triangulation des
coordonnées (u, v) de maniere & interpoler (ou extrapoler dans la configuration 3)
celles qui ont été fournies par I'utilisateur. Ce probleme est tres similaire a celui
de 'ajustement aux données, que nous avons évoqué dans le chapitre précédent
(Section 2.2.1). Ici, la condition de préservation des distances et des angles joue
le role de la matrice de régularisation R.

La plupart des techniques de paramétrisation existantes [EDD'95, F1o97],
sur lesquelles nous reviendrons plus loin, ne permettent de prendre en compte
que les deux premieres configurations. De plus, ces dernieres métodes requierent
que les coordonnées (u,v) des sommets du bord définissent un polygone convexe
dans l'espace paramétrique. De plus, en ce qui concerne la configuration 2, il
n’est possible de définir une paramétrisation que si la courbe du bord ne s’auto-
intersecte pas quand elle est projetée sur son plan de composantes principales.
La méthode que nous proposons, ainsi que celle proposée par Hormann et. al.
dans [HG98], permettent toutes deux de prendre en compte les trois types de
configurations, sans aucune restriction concernant la forme du bord de la surface.
De plus, lorsque l'utilisateur utilise la troisieme configuration en tant que con-
traintes, comme la paramétrisation est laissée libre sur le bord, le systeme a plus
de degrés de liberté pour minimiser les distortions. Nous traiterons également de
la prise en compte de différents types de contraintes. Ce dernier point permet
plus de souplesse et d’interactivité que la méthode proposée dans [HGIS].

Les cartes harmoniques, décrites dans ce paragraphe, et la paramétrisation
de Floater, introduites dans la section suivante, sont deux méthodes couramment
utilisées pour construire une paramétrisation d’'une surface triangulée. Nous in-
troduirons par la suite un formalisme général, englobant ces deux méthodes, et
permettant également de définir de nouveaux criteres. Les cartes harmoniques
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Figure 3.4: La notion de carte harmonique d’une surface de IR (A) est définie par
la minimisation d’une énergie de triangles élastiques (B), souvent approximée par des
ressorts (C).

représentent 1'une des méthodes les plus connues pour construire une paramétrisa-
tion d’'une surface triangulée, c’est pourquoi nous présentons ici leur définition,
ainsi que les problemes posés par ce type de méthodes.

Comme nous le montrons Figure 3.4, une carte harmonique d’une surface de
IR? (Figure 3.4-A) est définie en considérant que les triangles de la surface sont
faits d’un matériau élastique. Les sommets du bord de la surface sont arbitraire-
ment positionnés dans le domaine (u,v) sur un polygone convexe, et les autres
sommets atteignent une position d’équilibre qui minimise 1’énergie élastique des
triangles (voir Figure 3.4-B). La carte harmonique est alors définie comme étant
la configuration d’énergie minimum du systeme. Le systeme d’équations corre-
spondant est relativement complexe et difficile a résoudre. Pour cette raison,
Eck et. al. ont proposé dans [EDDT95] de remplacer chaque paire de triangles
élastiques, partageant un coté, par un ressort qui rassemble I’énergie élastique
des deux triangles considérés.

Soit d(a, ) la longueur du coté (o, ), et A(w, oy, o) aire du triangle
ui connecte «o;, a; et . L’énergie élastique & minimiser est définie ainsi:
> 4

Eram(p) = 3 K*(as, a5)]|(as) — ()|

(ai 7aj)€g
avec:

K*(ai o) = A& (i, on,) + P(ay, an,) — d(as, 05) Al g, )+

3@ (s any) + APy, ) — AP, o) A0, au, )

(3.2)
ol ag, et ay, dénotent les deux sommets opposés des deux triangles qui parta-
gent le coté (o, aj), et p(a) dénote les coordonnées (u,v) associées au noeud a.
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Figure 3.5: Une surface élastique peinte avec un motif en damier est fizée sur un
ensemble de barres rigides (A). Ces barres sont ensuite déplacées suivant la direction
des fleches (B). Comparaison entre le résultat obtenu avec les cartes harmoniques (C)
et notre critére (D). Ce dernier produit une meilleure continuité autour des contraintes
(indiquées par des fléches).

D’autres choix possibles pour les “raideurs des ressorts” K?(a;, a;) sont évoqués
dans [HG98].

Cette fonction objective est parfois également nommée dispersion métrique,
car elle permet de caractériser la maniere dont la paramétrisation altere les aires.
Nous verrons plus loin comment caractériser plus finement une paramétrisation,
en quantifiant la maniere dont les distances et les angles sont modifiés.

3.2.2 Paramétrisation par optimisation globale

Etant donnée une triangulation G = {2, 7}, nous voulons donner a chaque
sommet a € € un couple de coordonnées (u,v). Les cartes harmoniques que
nous avons vues précédemment permettent d’atteindre cet objectif. Cependant,
d’autres méthodes globales, que nous allons voir dans cette section, fournissent
un meilleur résultat en ce qui concerne la prise en compte de contraintes. La
Figure 3.5 montre comment ces méthodes permettent d’interpoler des sommets
dont les coordonnées (u,v) ont été positionnées. D’une manieére intuitive, une
surface élastique est peinte avec un damier et fixée sur un ensemble de bar-
res rigides (Figure 3.5-A). Nous nous intéressons a présent a la maniére dont
le damier se déforme si les barres transverses sont déplacées (Figure 3.5-B). Les
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cartes harmoniques fournissent comme résultat une interpolation bi-linéaire entre
les contraintes (3.5-C), qui fait clairement apparaitre celles-ci comme des discon-
tinuités dans la taille des carrés. Nous allons voir a présent comment obtenir le
résultat que nous montrons sur la Figure 3.5-D. Sur cette figure, une répartition
plus réguliere de la taille des carrés sur la surface a été obtenue.

Afin d’obtenir un meilleur résultat que celui fournit par les cartes harmoniques,
Floater a étudié d’'une maniere plus générale le probleme de la paramétrisation
des surfaces triangulées. Il a montré dans [Flo97] qu'il suffit de vérifier les deux
conditions suivantes pour définir une paramétrisation:

1. L’image ¢(9S) du bord 9S de la surface S par ¢ dans le domaine
(u,v) est un polygone convexe.

2. Chaque noeud interne est une combinaison convexe de ses voisins.

Nous devons garder a 'esprit que ces deux conditions sont suffisantes, mais
non nécessaires, pour définir une paramétrisation. Nous montrerons dans la sec-
tion 3.4.1 comment la premiere de ces conditions peut étre remplacée par une
condition moins restrictive.

D’une maniere plus formelle, la seconde condition est donnée par I’Equation
3.3:

VEeQ, > v*(k).pla)=0 (3.3)
aeN(k)

ou:

e L’ensemble N(k) dénote I'ensemble des sommets directement connectés a
k, y compris k.

e Les scalaires v*(k) sont des coefficients donnés tels que:

Va e N(k) —{k} v*k) > 0
(3.4)
Vk € Q2 vH(k) = — X v(k)#£0
aEN (k)
a#k
Une fois que les sommets du bord de la surface ont été mis en correspon-
dance avec un polygone convexe dans 'espace paramétrique, des couples de co-
ordonnées (u,v) doivent étre affectés aux sommets internes. Plutot que de con-
struire ¢ en résolvant I’Equation 3.3, comme cela est fait dans les approches clas-
siques [F1097], la méthode décrite ici consiste a minimiser au sens des moindres

carrés un critere global, en honorant simultanément un ensemble de contraintes



140 CHAPITRE 3. PARAMETRISATION CONTRAINTE

linéraires, comme nous le montrerons dans la section suivante. L’algorithme est
fondé sur linterpolation lisse discrete D.S.I1.5) décrite par Mallet dans [Mal89,
Mal92, Mal99]. Le criteére minimisé par la méthode D.S.I. est appelé la rugosité
R, définie par 1’Equation 3.5:

Rlp)=>Y. > { > v“(k‘)-w”(k)} (3.5)

ke ve{fuw} \aeN(k)

Le minimum de cette fonctionnelle est atteint si OR(p)/0¢” () = 0 pour
chaque a € Q2 et pour chacune des deux composantes v € {u,v} de . Une fois
tous les calculs correspondants effectués, cette condition peut se ré-écrire comme
ci-dessous:

(o) =~
avec:
(3.6)
Glale) = ¥ Jer(k). T (k)60
EEN(a) BEN (k)
BFa
) = 3 {ew)

L’algorithme suivant calcule itérativement ’ensemble des coefficients (u, v) qui
minimise la rugosité de ¢ donnée dans I’Equation 3.5. Mallet a démontré dans
[Mal89] que la rugosité de ¢ possede un minimum unique, vers lequel converge
cet algorithme, a condition qu’au moins un sommet « de la surface ait sa valeur
() fixée et que le choix des coefficients v*(k) correspondent a des combinaisons
convexes des voisins de k (voir Equation 3.4). Nous montrerons plus loin dans ce
document comment cette méthode de paramétrisation peut étre améliorée par la
définition de contraintes linéaires.

soit I 'ensemble des sommets ou ¢ est inconnue
soit (g une solution initiale approximée
tant que la convergence n’a pas été atteinte {

pour o € I {
pour v € {u,v} {
v — G¥(a)
Pr(a) == )

}

5Discrete Smooth Interpolation
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}
}

Nous avons déja rencontré dans la deuxieme partie les coefficients de pondéra-
tion v (k), qui définissent une paramétrisation locale autour du sommet k. Comme
nous l'avons déja mentionné, pour ces paramétrisations locales, plusieurs choix
sont possibles. L'un de ces choix décrit dans [Flo97], appelé la pondération
préservatrice des formes’, assure que dans l’espace paramétrique, la position d’un
sommet relativement a ses voisins “ressemble” a la géométrie locale autour du
sommet considéré. Notre approche se démarque de ce type de méthodes, car nous
avons choisi de séparer les criteres de minimisation des distortions de celui qui
assure qu'une paramétrisation valide est construite. Comme nous le verrons plus
loin, ceci permet d’obtenir un controle plus fin de la fagon dont la surface est
paramétrisée. Pour cette raison, nous utiliserons la forme la plus simple de com-
binaison barycentrique pour le choix des coefficients v*(k), appelée pondération
harmonique et définie comme suit:

N 1 si a€ N(k)—{k}
vi(k) = { —degre(k) si a=k

ou degre(k) dénote le nombre de voisins de k. Il est certes possible d’utiliser
I'une des pondérations plus sophistiquées mentionnées auparavant (par exemple
la pondération gaussienne, ou encore la pondération préservatrice de formes)
puisque toutes vérifient I’Equation 3.4. Cependant, nous montrerons dans la
prochaine section que le méme effet de minimisation des distortions peut étre
obtenu a l'aide de contraintes linéaires, tout en offrant une plus grande flexibilité.

3.3 Paramétrisation sans distortion

Dans cette section, nous allons décrire ’ensemble de criteres a minimiser afin de
définir un placage de textures sans distortions. En quelques mots, ces criteres as-
surent que les distances et les angles sont préservés au travers de la paramétrisation
(voir Figure 3.6). Sur une surface courbe, la notion de distance entre deux points
est définie comme la longueur d’une géodésique passant par ces deux points, a
savoir la longueur de la courbe la plus courte tracée sur la surface et passant
par les deux points concernés (voir par exemple [Pet85a]). Dans notre cas, nous
laissons ces géodésiques traverser les déchirures de la surface. Ces conditions de
non-distortion peuvent étre définies de maniere équivalente par la perpendicu-
larité et par un espacement homogene des courbes iso-paramétriques tracées sur
la surface.

"shape preserving weighting
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Figure 3.6: Une paramétrisation sans distortion doit préserver les distances et les
angles.

Autrement dit, les gradients des composantes en u et en v de la paramétrisation
inverse @ doivent étre perpendiculaires et constants sur toute la surface (voir

[Car76]).

La paramétrisation de Floater, introduite dans la section précédente, four-
nit une solution correcte au probleme de paramétrisation des surfaces trian-
gulées, tout en présentant des propriétés de non-distortion utiles. Toutefois,
dans certaines circonstances, il serait souhaitable d’avoir un controle plus fin sur
la paramétrisation. Par exemple, suivant les applications, 1'utilisateur souhai-
tera accorder plus d’importance a la préservation des distances, ou encore a la
préservation des angles a travers la paramétrisation. De plus, la nécessité de
mettre le bord de la surface en correspondance avec un polygone convexe peut
apparaitre comme une limitation des méthodes classiques, car les surfaces pour

lesquelles nous souhaitons définir une paramétrisation peuvent avoir des bords de
forme arbitraire.

La caractérisation mathématique d’une transformation x(u,v) qui altere les
distances et les angles implique la définition de son tenseur métrique fondamental
G. Le tenseur métrique fondamental d’une fonction x(u, v) est une matrice 2 x 2,

définie en chaque point (ug, vg) du domaine paramétrique D (voir [Gre96, Car76,
Boe88, MP77, Sto69]):
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Figure 3.7: Un cylindre et un céne peuvent étre mis a plat sans déformations (voir
A et B respectivement). Ce sont des surfaces développables. Ce n’est pas le cas de la
plupart des surfaces, telles qu’une sphére (C) ou une selle de cheval (D) pour lesquelles
toute tentative de mise a plat causera des déchirures (C) ou des recouvrements (D).

2
(a%) (uo, vo) %%(uo,vo)

V(ug,v0) € D, Gl(ug,vg) = (3.7)

2
- 5 (10, v0) (3—1‘) (uo, o)

Si cette matrice G, qui caractérise la paramétrisation x(u, v), est égale a la ma-
trice unité sur tout le domaine paramétrique, alors x(u, v) est une paramétrisation
sans distortion (voir Equation 3.8).

V(uo,00) €D, Gluo, v9) = l - ] (3.8)

Seules les surfaces d'une classe particuliere - dites développables - peuvent étre
munies d’une telle paramétrisation sans distortion. Les surfaces développables
représentent un ensemble tres limité, et peuvent étre définies intuitivement comme
I’ensemble des surfaces que 'on peut obtenir en déformant un matériau non-
élastique (comme une feuille de papier par exemple). Ainsi, un cylindre, un cone,



144 CHAPITRE 3. PARAMETRISATION CONTRAINTE

ou une plaque de tole ondulée sont des surfaces développables, alors que ce n’est
pas le cas d’une sphere (voir Figure 3.7 et [Pet85¢c|). Plus précisément, une sur-
face est dite développable si sa courbure totale est nulle en tout point. Comme
la plupart des surfaces que nous allons rencontrer ne seront pas développables,
nous allons minimiser le critere de non-distortion au sens des moindres carrés.
De plus, I'Equation 3.8 peut étre considérée comme deux conditions différentes,
obtenues en séparant les zéros et les uns de la matrice unité 2 x 2, ce qui engendre
les Equations 3.9 et 3.10 respectivement.

ox 0x

D, —.—
V(to, v0) €D, ou 8v(

g, vp) = 0 (3.9)

2

( ) (Uo, Uo) =1
V(Uo, Uo) < D, , (310)

(%) (u‘J?UO) =1
Ces deux conditions permettent de définir ce que nous appellerons les con-
traintes isométriques, permettant de préserver la métrique a travers la paramétri-
sation, a savoir les distances et les angles. Plus précisément, I’Equation 3.9 cor-
respond a la préservation des angles, et assure que les familles de courbes iso-u
et iso-v seront perpendiculaires les unes aux autres (voir Figure 3.9 plus loin).
L’Equation 3.10 caractérise la préservation des distances, et impose un espace-
ment constant des courbes iso-paramétriques sur la surface (voir Figure 3.10 plus
loin). Comme nous pouvons le voir, ces contraintes de non-distortions mettent
en jeu les dérivées de la paramétrisation, et d’une maniere plus génerale, elles
concernent le gradient d'une fonction interpolée sur une surface triangulée. Nous
montrerons alors comment définir cette notion de gradient dans le cas d’une sur-
face triangulée, et comment ’algorithme présenté dans la section précédente peut

étre modifié pour prendre en compte ces criteres.

®|QJ
=Bk

3.3.1 Gradient d’une fonction discrete ¢ interpolée sur
une triangulation ¢

Les conditions de respect des angles et de respect des distances mettent en jeu le
tenseur géométrique fondamental, déterminé a partir des dérivées de la paramétri-
sation x par rapport a u et v. Comme nous I’avons mentionné précédemment, il
est plus facile de caractériser la paramétrisation inverse ¢ que la paramétrisation
», méme si les deux approches sont équivalentes. Ceci permet de déduire les
relations que la discrétisation ¢ de ® sur la surface triangulée doit vérifier.
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Figure 3.8: Base orthonormée locale (X, Y ) d’un triangle T = (ap, a1, 2).

les conditions de non-distortion peuvent alors se traduire localement en terme de
gradient des composantes en u et v de la paramétrisation inverse ®.

Comme nous pouvons le voir sur la Figure 3.8, chaque triangle T = (ag, aq, az)
de 7 peut étre muni d’une base orthonormée locale (p(ap),X,Y). La fonc-
tion ¢%.(X,Y") dénote I'interpolation linéaire de ¢” sur le triangle T, ou 'indice
v € {u,v} représente I'une des deux composantes de ¢, et ou (X, Y) sont les
coordonnées locales exprimées dans la base orthonormée (p(ay),X,Y) de T.

Dans cette base, il est facile de vérifier que le gradient de ¢?. est constant
sur chaque triangle T, et peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des
valeurs de ¢4 aux trois sommets du triangle T. Les six coefficients Dx (o) et
Dy (o) correspondants, donnés dans I’Equation 3.11 ci-dessous, ne dépendent
que de la géométrie du triangle T.

v 2
o= 3 Dxlag) e (o)
(3.11)
v 2
%L = 3 Dylay)¥(ay)
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Vv

Figure 3.9: Effet de la contrainte de respect des angles. Les deux familles de courbes
1s0-u et 1s0-v sont rendues perpendiculaires ['une par rapport a autre.

DX(OéO) = (yl - y2)/d
Dx(a1) = (y2—w)/d
DX(Oéz) = (yo - yl)/d
Dy(ag) = (22 —m:1)/d
Dy(on) = (20— 12)/d
avec: Dy (o) = (v1—m0)/d

d= (xl — xo).(yz - yo) - (332 - xO)'(yl - yo)

mj i (p(aj) — p(ap)) . X vj € {0,1,2}

Il est alors possible, en utilisant cette définition du gradient de ¢, de ré-écrire
les équations correspondant au respect des angles et au respect des distances.
Ainsi, la condition de respect des angles, ou encore d’orthogonalité des courbes
iso-u et iso-v dans un triangle donné (Equation 3.9) s'écrit :

0pl,

ooy Oy ox
— = = 0 3.12
l 0xX oY o2, ( )

Y

Supposons que la composante p* soit fixée et que 1'on souhaite déterminer
@Y, en rendant les courbes iso-v perpendiculaires aux iso-u. Si l'on remplace
dans I’équation de perpendicularité (Equation 3.12) le gradient de ¢" par son



3.3. PARAMETRISATION SANS DISTORTION 147

B

2
0y, G(Uy%) ~ FDéﬂ —— 0OUY), (g—):) (By) =1

Figure 3.10: Effet de la contrainte de respect des distances. La taille des carrés est
rendue homogeéne sur l’ensemble de la surface.

expression (Equation 3.11), alors on obtient la relation suivante (Equation 3.13),
qui combine linéairement les valeurs de ¢* aux trois sommets (g, a1, ap) de T.
Et réciproquement, la condition a vérifier quand la composante " est calculée
peut étre obtenue en échangeant u et v dans I’Equation 3.13 ci-dessous.

> {ea) (Groxtan+ Bhora))} = 0 Gy

j€{0,1,2}

L’autre condition caractérisant une paramétrisation sans distortion concerne
le respect des distances, qui peut s’écrire ainsi :

Uu U 2
[% aﬂ] = 1 (3.14)
0xX oY

Comme nous allons le voir par la suite, les conditions liant les valeurs de ¢
par des relations linéaires sont plus faciles a respecter, ce qui n’est pas le cas de
cette derniere condition de respect des distances. Pour cette raison, nous allons
considérer une condition légerement plus forte, qui impose que le gradient de
chacune des composantes de ¢ ne doit pas trop varier d’un triangle a lautre (leur
module va donc étre également constant). Afin d’exprimer cette condition, nous
définissons pour chaque couple (T, ’i‘) de triangles adjacents une base commune
(voir Figure 3.8). Le vecteur X est partagé par les deux bases, et Y est tel que Y
et Y deviendraient colinéaires si la paire de triangles (T, T) était dépliée le long
de leur coté commun [ap, ;]. Une autre maniere de considérer cette condition
est de dire qu’elle impose un espacement constant des courbes iso-paramétriques
tracées sur la surface.
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Figure 3.11: Gradient constant & travers le cité commun de deuzx triangles T et T.

L’espacement constant des iso-paramétriques est vérifié, si et seulement si,
pour chaque coté de 7, la relation suivante est vérifée :

oy  Opr  Opr 0y}
0xX 09X ’ ) )%
(3.15)
Oplp _ Opp  Opy _ Oyi
oxX —  0X ’ oY 9y

En remplacant dans cette équation les gradients de ¢* et ¢V par leurs expressions
dans T et T, on obtient les quatre relations linéaires suivantes (voir Equation
3.16), caractérisant les deux composantes en X et en Y des gradients de ¢ et
Y. Le terme oy, prend en compte le fait que Y et Y pointent dans des directions
opposées.

QOV(Oéo). {Dw(ao) + (5w.D~W(a0)} +

Vv € {u,v}, ¢ (an). {DW(al) + 5W-D~W(O‘1>} +

YW e {X, Y}, ©¥(ag). {Dw(a2)} + (3.16)
(,DV(OZQ). {5WD~W(O-72)} = O

. -1 si W=X

0u6W:{+1$IV—Y

3.3.2 Prise en compte de contraintes linéaires

Nous avons montré Section 2 comment D.S.I. peut étre utilisé afin de constru-
ire une paramétrisation d’une surface triangulée. Maintenant, nous souhaitons



3.3. PARAMETRISATION SANS DISTORTION 149

Respect des angles

Respect des distances

- |

Figure 3.12: Pour une surface non-développable telle un dome de sel, l'utilisateur
doit faire un choix entre le respect des distances (A) et le respect des angles (C). Un
compromis a été atteint (B) en donnant la méme importance aux deux contraintes. Il
est possible de passer continument de (A) a (C), en faisant varier importance relative
des deux contraintes.

prendre en compte les deux criteres de non-distortion introduits dans la section
précédente, a savoir le critere de préservation des angles et des distances. Comme
nous ’avons montré, ces deux criteres peuvent s’écrire sous forme d’un ensemble
de relations linéaires. Dans le cas général, la surface que nous considerons n’est
pas développable, il n’est alors pas possible d’honorer strictement ces contraintes.
Pour cette raison, nous allons les respecter au sens des moindres carrés, ce qui
permettra de minimiser les distortions. Nous donnons la forme générale d’une
telle contrainte dans I’Equation 3.17 ci-dessous :

Y {Ae(@)g (@) = b (3.17)

ae

ou les valeurs A (a) et le scalaire b sont des coefficients fixés qui définissent
la contrainte c.

Si nous considérons I’Equation 3.13, correspondant a la perpendicularité des
courbes iso-paramétriques dans le triangle T = («y, a1, a2), nous obtenons deux
contraintes ci. et ¢ a honorer quand nous interpolons ¢" et ¢V respectivement.
L’Equation 3.18 ci-dessous donne l'expression de la contrainte cf.. La contrainte
jumelle ci peut étre obtenue en permutant les indices u et v dans cette équation.
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V) e {O, 1,2},
OpY oY
Aw (o) = FF.Dx(oy) + 555 Dy (o)
Va ¢ {ag, a1, s}, (3.18)
ACUT(Oé) =0
bch - 0

Le critere d’homogénéité exprimé dans I’Equation 3.16 peut étre écrit sous
la forme de quatre contraintes ¥, ¢, ¢i¥ et ¢4, définies par I'Equation 3.19
plus loin. Ces contraintes doivent étre prises en compte au niveau de chaque
coté E = (ag, ;) de la triangulation G (sauf sur le bord). Les sommets ay et

ay correspondent aux sommets des deux triangles T et T qui ne sont pas une
extrémité de leur coté commun E.

Agw () = {DW(%) + 5W-D~W(Oéo)}
Agw(0n) = {DW<041) + 5W.D~W(041)}
Asw(as) = Dylas)

Apw(dy) = Ow.Dw(dy)

o)
(3.19)

ACEW (Oé) = 0 Va ¢ {@0,0[1,042, &2}
b =0

E
avec:

-1 if W=X

ve{uvy ; We{X,Y} ; 5W—{ i W=y

Comme décrit dans [Mal89, Mal92, Mal99], le critere de rugosité minimisé par
D.S.I. peut étre généralisé pour prendre en compte un ensemble C de contraintes
linéaires au sens des moindres carrés. Dans notre cas, cet ensemble de contraintes
C comprend les contraintes de respect des angles, définies pour chaque triangle
ainsi que les contraintes de respect des distances définies pour chaque coté de la
triangulation G(Q, T) (voir Equation 3.20, olt £ dénote ensemble des cotés de
la triangulation).
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c— ( U {c%,ch}> y ( U el ey e ) (3.20)
TeT Ecé&

La rugosité généralisée R*(p), prenant en compte le degré de violation des
contraintes C, est donnée par I’Equation 3.21 ci-dessous. Cette expression com-
prend les termes déja définis lors de I'introduction de la rugosité (voir I’Equation
3.5 dans la Section 3), ainsi que des termes additionnels, explicités plus loin,

correspondant a la prise en compte des contraintes linéaires.
R*(p) = R(p) + ,
3.21
. > w,. {( > o> AZ(a).gp”(a}) — bc} (3.21)

ceC ve{u,w} aeQ

Dans I'Equation 3.21, le terme R(¢) correspond A la rugosité (voir I'Equation
3.5), et le second terme représente le degré de violation des contraintes linéaires.
Chacune de ces contraintes ¢ est pondérée par un coefficient donné w, > 0, per-
mettant d’ajuster 'importance relative d’'une contrainte par rapport aux autres.
Par exemple, il est possible de faire en sorte qu'une paramétrisation respecte de
préférence les angles plutot que les distances. La figure 3.12 montre 'influence
de ces coefficients w, affectés aux contraintes. Ainsi, l'utilisateur peut régler de
maniere tres fine 'aspect global de la paramétrisation.

De plus, comme chaque triangle T et chaque c6té E a une contrainte individu-
elle, ainsi qu’'un coefficient w,. associé, I'utilisateur peut sélectionner les zones de
la surface ou les distortions doivent étre minimisées par ordre de préférence. Le
coefficient ¢ €]0, +00[ est un parametre donné, appelé le facteur de respect des
contraintes®, qui permet de régler 'importance accordée au respect de ’ensemble
des contraintes par rapport a la minimisation de la rugosité.

La fonctionelle R*(y) est une forme quadratique, dont le minimum est atteint
si OR*(p) /8¢ (o) = 0 pour v € {u,v} et pour tout o € Q. L’Equation suivante,
obtenue apres avoir réordonné les termes, a donc sa solution qui minimise le
critere R*(¢):

_GY(alg) + (¢w) I (alp)

PO =) T (6@ @) 522
r(aly) = Tl
(3.23)
@) = Tmae)

8fitting factor



152 CHAPITRE 3. PARAMETRISATION CONTRAINTE

avec:

[(aly) = A@(a»{wzw»wm—m} o

I
o
<

v (@) o(a)?

La contrainte de respect des angles telle qu’elle est définie ici nécessite une
modification de l’algorithme D.S.I. itératif. Les deux boucles internes ont été
interverties. A chaque itération, la composante " est interpolée tandis que "
est considérée comme étant constante, puis les roles de " et ¢V sont interver-
tis. L’algorithme défini ci-dessous calcule itérativement les coordonnées (u,v)
des sommets de la triangulation tout en respectant I’ensemble de contraintes
spécifiées.

soit I 'ensemble des sommets ot ¢ est inconnue

soit jo) une solution initiale approximée

tant que la convergence n’a pas été atteinte {
pour v € {u,v} {

pour o € I {
V(ig) = — G+ (a]d)
w7Q) = = T

}
}
}

3.3.3 Relations avec les méthodes existantes

De maniere évidente, notre méthode permet de construire une paramétrisation
de Floater, si nous choisissons comme coefficients v*(k) ceux qui définissent la
paramétrisation préservatrice des formes (voir [Flo97]). La méthode de Floater
devient alors un cas particulier de notre formalisme. En ce qui concerne les cartes
harmoniques, que nous avons évoquées dans la premiere section, elles peuvent
également étre facilement intégrées dans le formalisme de notre méthode. Si
nous considérons les équations qui définissent le critere a minimiser, rappelées
ci-dessous, nous pouvons constater que la relation mise en jeu est une somme de
carrés de combinaisons linéaires des valeurs de ¢ aux sommets de la triangulation.
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Enarm(®) = Y Ko, q5)|le(a;) — o(a))]?

(ovi,05)€E
avec:

K2 (g, 05) = 5{d*(0y,0m,) + (o, ap,) — d* (0, 05) YA, o, o) +

3 AP (s o) + Py, any) — (i, )} A, o, )

(3.25)
ou ky et ky dénotent les deux sommets opposés des deux triangles qui partagent
le coté (ay, a;).

Autrement dit, le critere de dispersion métrique qui définit les cartes har-

moniques peut étre considéré comme un ensemble de contraintes linéaires ¢ =
c(a, ;) définies a chaque coté € = (a;, ) de la triangulation G par:

Z Ac(a).p(a) = b

aEQ)
avec:
Ac(ai) = Koy, ay)
Aclay) = —K(ay, )
Aoy = 0 Vad¢ {a;,a;}
be = 0

Ceci permet de définir les termes 7. et I'¢ a prendre en compte dans la forme
locale de I’équation D.S.I. (voir la section précédente).

Yela) = K*(ai,a;) Va € {a;, a;}
Yel@) = 0 Vo & {ai, a;}
Te(ai) = —K*(as, a5).0(a)
Le(aj) = —K*as; a5).p(v)
Te(a;) = 0 Va ¢ {ai, a;}

En utilisant D.S.I. avec un grand facteur de respect des contraintes, cet en-
semble de contraintes va avoir un plus grand impact que la rugosité, et la so-
lution obtenue sera une carte harmonique. Il est également possible de mod-
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uler les coefficients de pondération des contraintes, ce qui permet par exem-
ple d’obtenir une solution a mi-chemin entre la paramétrisation de Floater et
les cartes harmoniques. Notre formalisme permet donc d’exprimer les criteres
d’autres méthodes, et d’en définir de nouveaux, comme nous l’avons montré en
Section 3, ou nous avons introduit les criteres de préservation des distances et
des angles.

3.4 Paramétrisation interactive

Les contraintes que nous avons définies jusqu’a maintenant permettent a 1'utilisa-
teur d’avoir un controle global sur la paramétrisation. Meéme si les contraintes
de respect des angles et des distances peuvent étre localement pondérées afin de
spécifier les zones de la surface ou les distortions doivent étre minimisées en pri-
orité, ceci peut ne pas étre suffisant pour certaines applications, qui requierent
un controle plus fin de la paramétrisation. Par exemple, il peut étre nécessaire
d’aligner les détails de la texture avec des détails du modele. Ceci peut étre
réalisé en spécifiant un ensemble de points de la surface pour lesquels les points
correspondants de la texture ont été fixés. Par exemple, nous montrerons com-
ment une courbe tracée sur la surface en 3D peut étre mise en correspondance
avec une courbe dessinée sur la texture, ce qui permet par exemple de mettre
en correspondance les traits des visages d’acteurs virtuels avec des traits selec-
tionnés sur des photographies de visages, utilisées comme textures. De plus, la
surface a texturer peut présenter des déchirures, ou bien méme étre composée de
plusieurs composantes connexes. Dans ce cas, l'utilisateur préferera utiliser une
seule paramétrisation plutot que d’avoir a découper la surface en plusieurs car-
reaux, comme dans [Blo85]. Dans le cadre de la géologie numérique, si la surface
munie d’une paramétrisation doit étre utilisée pour construire des grilles (voir
Section 3.5.4), il peut étre utile d’aligner les déchirures de la surface, qui corre-
spondent aux failles, avec des courbes iso-paramétriques. Ceci permet d’éviter la
formation de “marches d’escalier” sur la grille, au niveau de ces failles.

3.4.1 Spécifier une courbe iso-paramétrique

Comme nous le montrons Figure 3.13, nous considérons qu’une courbe poly-
gonale L = {po,...,pm} est donnée, ainsi qu'une valeur uy du parametre w.
Nous décrivons ici les contraintes a honorer pour faire en sorte que la courbe iso-
paramétrique définie par (u = ug) corresponde a la projection de la ligne polyg-
onale L sur la surface S. Nous allons ainsi associer a chaque point p; de L une
contrainte assurant que la courbe iso-paramétrique u = uq de la paramétrisation
¢ passe pres de la projection p} de p; sur S.
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Figure 3.13: Spécification d’une courbe iso-paramétrique.

Le triangle T = (ag,aq,as) est 'unique triangle de S qui contient p;, et

(Mo, A1, A2) dénotent les coordo

nnées barycentriques de p; dans T. La relation

linéaire a honorer est alors donnée par I’Equation 3.26 ci-dessous:

2.

j€{0,1,2}

avec:

At (o))

:uo

SO

j€{0,1,2}

p(a)) = p; (3.26)

> =1

je{0,1,2}

L’ expression de cette contrainte sous la forme générale des contraintes D.S.I.
(voir Equation 3.17, section précédente) est donnée plus loin (Equatlon 3.27).

Une telle contrainte est définie
a honorer.

Acpi (O‘j)
A, (@)

b

Cpi

pour chaque point p; de la courbe polygonale L

= )\ Vje€{0,1,2}
= 0 VOé ¢ {060,041,(){2} (327)
= uo
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Figure 3.14: Extrapolation d’une paramétrisation a partir de quatre courbes iso-
parameétriques.

Remarque 1:

Comme nous l'avons remarqué en Section 2, les deux conditions suffisantes
rappelées ci-dessous assurent que la fonction discrete ¢ définit bien une paramétri-
sation (a savoir une fonction bijective):

1. L’image du bord de la surface a travers ¢ dans le domaine (u, v)
est un polygone convexe.

2. Chaque sommet interne est une combinaison convexe de ses voisins
dans le domaine (u,v).

L’introduction des contraintes qui assurent le respect des angles et des distances
(ou encore que les courbes iso-paramétriques sont orthogonales et espacées de
maniere homogene) autorise a remplacer la premiere condition par une condition
moins restrictive. Comme nous pouvons le voir sur la Figure 3.14, il suffit alors
de définir quatre arcs de courbes iso-paramétriques {uy, us, v1, v}, en utilisant
la contrainte mentionnée auparavant. Ainsi, en rendant 'algorithme capable
de se comporter non seulement comme un interpolateur, mais aussi comme un
extrapolateur, permettant de construire des paramétrisations de surfaces a bords
arbitraires, en laissant la paramétrisation non spécifiée le long des bords. De
plus, comme la paramétrisation du bord est laissée libre, la méthode aura plus
de degrés de liberté pour minimiser les distortions.

Remarque 2:

Cette contrainte peut étre également utilisée pour spécifier les coordonnées (u, v)
d’un point isolé de la surface (une contrainte iso-paramétrique limitée & un point).
Nous verrons par la suite comment cette possibilité peut étre utilisée dans le
cadre de problemes de placage de textures, pour faire correspondre des détails
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Figure 3.15: A: Eléments entrant en jeu lors de la connection des deuz bords d’'une
déchirure; B: Paramétrisation d’une surface géologique, construite a partir de données
fournies par Gaz de France.

de la texture avec des détails du modele. Ceci peut étre utilisé pour déplier des
surfaces (voir Section 3.5.5).

3.4.2 Paramétrisation d’une surface discontinue

Nous considérons a présent des surfaces qui présentent des discontinuités, des
déchirures, et pouvant méme avoir plusieurs composantes connexes. Nous souhai-
tons définir une fonction de paramétrisation inverse ® qui soit continue a travers
ces déchirures. Plutot que d’utiliser plusieurs éléments de surfaces distincts rec-
ollés ensuite, comme dans [Blo85], nous considérons ici la surface comme étant
un élément unique, (telle qu'elle était avant d’étre découpée), comme suggéré
dans [CEMO97]. L’ensemble de contraintes décrit plus loin permet de choisir des
coordonnées (u,v) aux sommets d’une triangulation de telle sorte que les deux
bords d’une discontinuité soient mis en correspondance avec la méme courbe dans
I'espace (u,v), a travers la fonction de paramétrisation inverse interpolée ®. En
d’autres termes, les déchirures sont recousues dans 'espace (u,v).

Comme nous le montrons sur la Figure 3.15-A, deux ensembles de points
{qi;i=0...n} et {q;,i =0...n} sont échantillonés le long des deux bords de la
discontinuité. Nous montrons maintenant comment assurer la correspondance de
la paramétrisation au niveau de chaque paire de points (q;, q;). Plus précisément,
nous souhaitons respecter les conditions suivantes :
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(1) wr(a) = ‘P;f(éli)
Vv € {u,v} (3.28)
(2) gradyy = gradyr

ott T et T dénotent les deux triangles qui contiennent q; et §; respectivement.
Le gradient grady. est calculé comme décrit précédemment en Section 3 (voir
Equation 3.11), en utilisant la base orthonormée locale que nous pouvons voir
Figure 3.8.

En utilisant les méthodes introduites dans les deux sections précédentes, nous
pouvons facilement traduire ces deux conditions en contraintes linéaires cg, 4 et
c(”lf_fqi, dont les coefficients sont donnés Equations 3.29 et 3.30 respectivement.

Ap (o) = N Vje{0,1}
Aw (d;) = —X; Vje{0,1}

(3.29)
Av (az) = 0 Vo & {a, a1, dp, aq}

bcv ~(ozj) =0

oll Aj jefoq} et S\j,je{o,l} dénotent les coordonnées barycentriques de q; dans [p(ay),
p(a)] et q; dans [p(ap), p(ay)] respectivement.

Les quatre contraintes ¢y, Cq g, Cargir €0 Coq, €ngendrées par I’Equation
3.30 assurent un gradient constant de la paramétrisation a travers la discontinuité.
Autrement dit, la courbe iso-paramétrique qui passe par les points q; et q; a ses
tangentes en ces deux points approximativement paralleles.

ACVW~ (Oéj) = Dj VJ S {O, 1,2}

q;,d;

Apw (d;) = dw.D; Vj€{0,1,2}

ACVW_‘ (CY) =0 Va §é {04070517a25d07d17d2}
(3.30)
bow (a) = 0
avec:
-1 if W=X
ve{uv}p ; Wel{X,)Y} ; 5w—{ i Wy
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Figure 3.16: A: Une autre surface géologique plus complexe du point de vue des rela-
tions entre failles (données fournies par ELF-GRC); B: Zoom sur la surface, mettant
en évidence la continuité du damier a travers les failles.

Nous montrons quelques exemples de résultats obtenus sur des surfaces géo-
logiques, en utilisant cette méthode. La Figure 3.15-B montre une surface con-
struite a partir de données fournies par Gaz de France. Sur cette surface, les
courbes iso-paramétriques ont été tracées, montrant la continuité de la paramétrisa-
tion a travers les failles. Une fois munie de cette paramétrisation, cette sur-
face pourra servir de support a des propriétés physiques, ainsi qu’a des cal-
culs numériques. Nous présenterons ces résultats en Section 3.5.4, ainsi qu’une
méthode permettant de construire une grille 3D a partir d’'une surface ainsi mu-
nie d’'une paramétrisation. La Figure 3.16 présente un autre exemple de surface
géologique faillée munie d’une paramétrisation continue a travers les failles.

3.5 Applications et résultats

Dans cette section, nous présentons différentes applications ainsi que les résultats
associés. Plusieurs disciplines peuvent bénéficier d’'une méthode de paramétri-
sation souple et efficace, comme le placage de textures, la création de maillages
pour éléments finis, la génération de maillages optimaux suivant certains criteres
a partir d’'un maillage donné, ou encore le dépliage de surfaces. Ces différentes
applications ont été étudiées dans le cadre du projet Gocad, afin de permettre la
modélisation précise et de certaines structures géologiques. Néanmoins, afin de
faciliter la compréhension, nous utiliserons souvent comme exemples des surfaces
telles que des visages humains, pour lesquels I'intuition reconnait immédiatement
les éléments caractéristiques.
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A B C

Figure 3.17: Plaquer sur un modéle (A) une texture arbitraire (B) peut poser certains
problémes de mise en correspondance (C), car rien ne garantit a priori que les détails
de la texture vont correspondre aux détails du modéle.

De plus, ceci montre des applications possibles de nos méthodes dans des con-
textes différents de celui de la géologie numérique.

3.5.1 Placage de textures sous contraintes

Comme nous le montrons sur la Figure 3.17, étant donné une texture et une
surface, 'objectif est de plaquer la texture sur la surface en garantissant la cor-
respondance entre certains éléments caractéristiques, spécifiés par 1'utilisateur.
Dans notre exemple, nous avons volontairement choisi une texture (Figure 3.17-B)
ayant une forme tres différente de 'objet a texturer (Figure 3.17-A), ce qui mon-
tre de maniere évidente les problemes rencontrés (Figure 3.17-C). Notre objectif
est alors de générer une paramétrisation telle que les éléments caractéristiques de
la texture et de la surface se correspondent. Afin d’atteindre cet objectif, Shir-
man et. al. [SK97] proposent de considérer une paramétrisation inverse comme
la composée de deux fonctions :

e Une fonction m de IR® vers IR%, mettant en correspondance la surface S
avec le domaine paramétrique D. Cette fonction n’a pas de contraintes
particulieres a respecter, si ce n’est qu’elle doit étre inversible.

e Une fonction 7, appelée un 7-mapping , mettant le domaine paramétrique
en correspondance avec lui méme. Selon Shirman et. al., ¢’est cette fonction
T qui va permettre de mettre les détails de la texture en correspondance
avec ceux du modele.
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D B

Figure 3.18: Selection des éléments caractéristiques du modéle par lutilisateur (A);
Mise en correspondance avec ceuz de la texture (D); Résultat (B); Courbes iso-
paramétriques (C) et domaine paramétrique (E).

La fonction 7 peut étre définie suivant différentes approches, souvent appelées
morphing ou encore warping dans la littérature. Ces auteurs justifient cette
approche par le fait que la construction de la fonction 7 est un probleme difficile,
et que dans un contexte de modeleur interactif, il est plus facile de mettre a jour
la fonction 7 en temps réel.

En réalité, comme nous le montrons ici, il n’est pas plus couteux de con-
traindre une fonction 7, mettant en correspondance la surface S avec le domaine
paramétrique D C IR?, que de contraindre une fonction 7 définie de D vers D.
A premiere vue, le premier probleme semble étre un probleme tridimensionnel,
mais ce n’est qu’en apparence, car la surface S est un objet bidimensionnel,
que 'on cherche a mettre en correspondance avec le domaine D : un autre ob-
jet bidimensionnel. Nous pouvons alors considérer que construire en une seule
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étape une paramétrisation contrainte est 1’équivalent, sur des surfaces courbes,
des problemes de déformations d’images (morphing/warping) traditionnels.

En utilisant la contrainte définie dans la partie précédente, il est possible de
spécifier les coordonnées (u,v) que l'on souhaitera attribuer & n’importe quel
point p de la surface S (méme si le point p ne correspond pas a un sommet
de la triangulation). Les éléments caractéristiques du modele seront alors définis
comme un ensemble de points p;, pour lesquels les coordonnées de texture (u;, v;)
ont été spécifiées. Nous souhaitons alors construire une paramétrisation inverse
®, telle que ®(p;) = (uy,v;). Chacun des points p; définit alors deux contraintes
Cp, €t cp. exprimant cette condition (Pexpression de la contrainte correspondante
est donnée Equation 3.26, dans la section précédente).

Le probleme reste alors de donner un moyen a I'utilisateur pour définir I’ensem-
ble des contraintes a mettre en place, afin d’exprimer cette correspondance entre
éléments caractéristiques. Nous supposons quune paramétrisation ®° est déja
disponible, et a été construite en appliquant par exemple notre méthode, sans
définir de contraintes. Sur la Figure 3.18-A, nous pouvons voir que 'utilisateur
a séléctionné sur le modele un ensemble de courbes polygonales, correspondant
aux éléments caractéristiques. Ces courbes sont ensuite transformées dans le do-
maine (u,v) en utilisant la fonction de paramétrisation inverse ®°. Ces courbes
sont dessinées en noir dans le domaine (u,v) (Figure 3.18-D). Comme nous pou-
vons nous y attendre, elles ne correspondent pas aux éléments caractéristiques
de la texture. Pour chaque sommet de ces courbes, 1'utilisateur va déterminer
les coordonnées (u,v) souhaitées pour le sommet en question, par exemple en
déplacant les courbes noires de maniere a les faire coincider avec les courbes
blanches (voir Figure 3.18-D). Le systéme, qui aura gardé en mémoire la position
initiale des courbes, va les replacer & leur position initiale dans IR3. 1l est alors
facile de mettre en place les deux contraintes cy, et ¢y, pour chaque sommet p;
des éléments caractéristiques. Apres interpolation, nous obtenons le résultat de
la Figure 3.18-B. Les yeux et la bouche de la texture ont bien été placés au niveau
des éléments correspondants sur le modele. Nous montrons également les courbes
iso-paramétriques Figure 3.18-C. Ces courbes montrent bien de quelle maniere
la texture a été "tordue”, pour remettre ’'oeil gauche au bon emplacement. In-
versement, si nous transformons la surface triangulée dans I'espace (u,v), nous
pouvons voir que les éléments caractéristiques de la surface et de la texture se
correspondent (Figure 3.18-E).

L’aspect itératif de I'algorithme introduit Section 3 joue ici un réle important,
permettant d’utiliser a chaque étape le résultat de ’étape précédente comme solu-
tion initiale. En effet, I'utilisateur pourra contraindre les éléments caractéristiques
du modele un par un, et controler le résultat a chaque étape. Comme l'introduc-
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tion d’un élément nouveau modifie peu la paramétrisation, peu d’itérations seront
nécessaires pour mettre a jour la paramétrisation a partir de celle obtenue a
I’étape précédente. Ainsi, sur un ordinateur comportant un processeur de type
R4000 a 250 MHz, pour le modele qui comporte approximativement 6000 trian-
gles, la paramétrisation initiale ®° est construite en une trentaine de secondes, et
chaque mise a jour a la suite de I'introduction d’un nouvel élément caractéristique
prend quelques secondes.

3.5.2 Triangulation adaptative et décimation de maillages

Les surfaces que nous manipulons dans un modeleur 3D sont de sources diverses,
résultat de différents algorithmes appliqués a différentes sortes de surfaces. Pour
en citer quelques exemples, nous avons souvent a manipuler des surfaces résultant:

e de I’échantillonage de surfaces paramétriques;

e de la numérisation d’objets a l'aide de scanners 3D;

de surfaces géologiques, définies par un grand ensemble de points, obtenus
par des méthodes sismiques;

de la triangulation d’iso-surfaces par la méthode Marching Cubes [LC89] ou
ses dérivés;

de la triangulation d’ensembles de points parfois tres denses ...

Ces surfaces ont parfois un nombre de triangles tres important (Figure 3.19-
A), et l'utilisateur souhaitera alors les décimer, a savoir supprimer des trian-
gles sans altérer la géométrie de 1'objet, pour en obtenir une représentation
géométriquement équivalente et moins lourde en mémoire (Figure 3.19-D). Comme
nous 1’avons mentionné dans la premiere partie, les approches classiques pour ce
type de problemes consistent a partir de la surface initiale, comportant un grand
nombre de triangles, et a appliquer itérativement une opération permettant de
supprimer localement un ensemble de triangles (voir [Dee95, KCVS98, SZ1.92,
TGHLIS8, LSS*98]). Ces méthodes sont également utilisées pour construire une
représentation multi-résolution des surfaces [EDD95, LDW97, ZSS97].

L’inconvénient majeur de ce type d’approche est qu’elles sont tres dépendantes
de la triangulation initiale, puisque le maillage décimé est obtenu a partir de
modifications de celle-ci. Nous proposons ici une approche différente, qui nous
permet de nous libérer de cette triangulation initiale, en opérant dans le domaine
paramétrique (u,v). Sinous considérons une triangulation arbitraire du domaine
(u,v), alors son image par la paramétrisation x est une triangulation dont tous les
sommets sont sur la surface initiale S. Cette propriété nous permet de considérer
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Figure 3.19: Re-triangulation adaptative. A: Surface comportant un grand nombre
de triangles; B: Carte des courbures dans le domaine paramétrique; C: Triangulation
adaptative de la carte des courbures; D: Triangulation transformée dans IR® en appli-

quant la paramétrisation x.

le probleme de re-triangulation d’une surface S de IR3, difficile & résoudre dans
IR3, comme un probléme bidimensionnel de triangulation dans IR?. Ainsi, nous
transformons le probleme depuis I'espace IR? ot il est posé dans un espace - le
domaine paramétrique - ou il devient plus simple a résoudre. Il est ensuite facile
de revenir dans IR® en appliquant la paramétrisation x a la triangulation du

domaine (u,v).
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Figure 3.20: Re-triangulation contrainte. A: Objet type C.A.QO., comportant des angles
et arétes vives (6010 triangles); B: Objet transformé dans ’espace paramétrique; C:
Triangulation contrainte de l’espace paramétrique, respectant les arétes vives (en traits
gras); D: Triangulation transformée dans IR en appliquant la paramétrisation x (388
triangles).

Une surface triangulée munie d’une paramétrisation x peut étre considérée
comme n’importe quelle autre surface paramétrique. Nous pouvons donc penser
lui appliquer des méthodes de triangulation initialement prévues pour des surfaces
polynomiales (voir par exemple [BG96]). Ici, nous avons choisi de densifier la
triangulation en fonction de la courbure maximale de la surface. Nous montrons
sur la Figure 3.19-B cette courbure maximale cartographiée dans le domaine
paramétrique. Une estimation de la courbure d’une surface triangulée est donnée
dans [Ham]| et dans [Sam96].

Nous pouvons ensuite trianguler le domaine paramétrique en créant plus de
triangles dans les zones de forte courbure, en appliquant une méthode de trian-
gulation anisotrope. Ce dernier point dépasse le cadre de ce travail, et le lecteur



166 CHAPITRE 3. PARAMETRISATION CONTRAINTE

pourra se référer par exemple a [BGH'95a, BGH™95b, CDHM95, VHM91, Val92]
pour plus de détails concernant ce point précis. Pour générer la triangulation
de la Figure 3.19-C, nous avons réalisé un échantillonage adaptatif de type ar-
bre quaternaire, triangulé ensuite par Delaunay. Cette triangulation a été lissée
par D.S.I., utilisée ici comme un lisseur Laplacien [Han95] (voir le deuxiéme
chapitre). Certaines des méthodes de triangulation anisotrope devraient perme-
ttre d’obtenir un meilleur résultat, en prenant en compte une carte de métrique.
Autrement dit, il est possible de prendre en compte une définition locale de la
forme et de la taille des triangles souhaitées. En prenant pour métrique le tenseur
métrique fondamental de la paramétrisation x (voir Section 3), il serait possible
d’annuler totalement les distortions qui apparaissent lorsque ’on repasse du do-
maine paramétrique a IR* (nous pouvons voir par exemple sur la Figure 3.19-D
que les triangles sont légerement allongés pres du bord de la surface).

Comme indiqué dans [LSST98], certaines formes présentent des détails par-
ticuliers, comme des angles, qui doivent étre préservés lors du processus de
décimation. C’est le cas des deux arétes vives et des deux zones circulaires de
la surface que nous montrons Figure 3.20-A. C’est également le cas des bords
internes de la surface, si celle-ci comporte des trous (par exemple les yeux d’un
visage). Lee et. al. [LSS'98] proposent une décomposition en sous-domaines
qui respecte certains cotés spécifiés par 'utilisateur. Dans notre approche, les
détails a préserver sont spécifiés comme des lignes polygonales, liant un ensemble
de sommets de la surface. Ces lignes sont transformées dans le domaine (u,v),
et apres ré-échantillonage, positionnées comme contraintes pour la triangulation.
Nous pouvons voir ’espace paramétrique re-triangulé Figure 3.20-C, ou les lignes
épaisses représentent les contraintes. Le résultat final (Figure 3.20-D) compte
bien moins de triangles que la surface initiale (388 au lieu de 6010), tout en re-
spectant les arétes vives du modele. Il est clairement possible de combiner cette
approche avec la triangulation adaptative mentionnée au paragraphe précédent,
permettant de respecter a la fois des éléments caractéristiques et une carte de
métrique.

3.5.3 Conversion de surfaces triangulées en surfaces poly-
nomiales

Comme indiqué dans [KL96], une fois qu'une paramétrisation d'une surface tri-
angulée a été définie, il est facile de la convertir en une surface polynomiale.
Nous montrons Figure 3.21 une Spline bi-cubique (Figure 3.21-B) créée a partir
d’une surface triangulée (Figure 3.21-A). La paramétrisation permet de découper
facilement la surface en carreaux bi-cubiques, et d’ajuster ces carreaux a la sur-
face tout en préservant la continuité C! entre les carreaux. D’autre types de
surfaces polynomiales de degré plus élevé peuvent étre utilisées, si une continuité
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Figure 3.21: Une paramétrisation permet de convertir une surface triangulée (A) en
une spline bi-cubique (B)

d’ordre supérieur & C* est souhaitée. Dans le cadre de la géologie numérique, des
méthodes telles que le lancer de rayons sismiques. De telles méthodes requierent
de grands ordres de continuité pour les surfaces qui représentent les interfaces
entre couches géologiques. La possibilité de convertir une surface triangulée en
surface polynomiale permet de bénéficier de la souplesse des surfaces triangulées
pendant le processus de modélisation, et des grands ordres de continuité des
surfaces polynomiales lors des calculs numériques effectués sur le modele.

3.5.4 Création de grilles pour calculs numériques

Dans le cadre de la géologie numérique, notre méthode de paramétrisation a été
utilisée pour définir un processus de modélisation, permettant de construire des
grilles 3D. Ces grilles 3D serviront ensuite de support pour la modélisation de
propriétés physiques définies sur le domaine d’étude. Ici, nous nous intéressons a
un cas d’étude fournit par Gaz de France, dans I'objectif d’étudier les possibilités
de stockage de gaz souterrain dans un réservoir naturel. Un tel réservoir est une
couche de roche poreuse (telle que du gres), surmontée d'une couche de roche
imperméable (de I'argile, le plus souvent). La Figure 3.22 montre une carte du toit
du réservoir (autrement dit, les courbes de niveau de la surface définissant la limite
supérieure du réservoir), ainsi que deux coupes verticales. Afin de construire un
modele de ce réservoir, nous disposons des données suivantes :
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Figure 3.22: Carte du réservoir modélisée a partir de données fournies par Gaz de
France

e Des données de puits, autrement dit, une information tres fiable sur I’ensemble
des couches géologiques a un endroit précis. Sur les puits sont identifiés un
certain nombre de marqueurs, représentant non seulement la position ex-
acte des couches a l'intersection du puits, mais également son pendage (le
vecteur normal a l'interface);

e Une carte de courbes iso-bathes (iso-profondeur), définissant le toit du réser-
voir. Cette carte est définie comme un ensemble de courbes polygonales,
que la surface devra respecter (voir Figure 3.23-A). Cette information est
bien moins fiable que les marqueurs de puits, car elle est le résultat d'un
processus d’interprétation;

e Pour chacune des couches a modéliser, une carte des courbes iso-paques
(iso-épaisseur) a également été fournie;

e Un ensemble de courbes polygonales qui correspondent aux failles.

e Pour chacune des couches, nous avons également acces a une carte de
porosité, également représentée sous forme de courbes d’iso-valeur.

Notre objectif est de construire a partir de ces données une grille représentant
de maniere précise la variation de la porosité. Les failles seront modélisées dans
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cette grille par des faces décollées, dont la topologie est gérée par la méthode
décrite en premiere partie. Pour ce modele particulier, dont 1'épaisseur est
relativement faible, les failles peuvent étre approximées par des surfaces verti-
cales, obtenues par extrusion des courbes polygonales fournies (Figure 3.23-B).
Ce dernier point n’est pas une limitation de notre méthode, nous montrerons
plus loin un autre modele pour lequel les failles n’ont pas été approximées par
des surfaces verticales. Notre premier objectif est de construire un modele struc-
tural, a savoir un ensemble de surfaces triangulées qui respectent la géométrie du
domaine d’étude.

Construction du modele structural

Comme nous ’avons déja mentionné, plusieurs types de données sont disponibles
pour construire le modele. Les limites entre couches géologiques (aussi appelées
horizons) sont représentées par des nuages de points de données, échantillonés
sur des cartes d’iso-bathes (iso-profondeur), et la position des failles est indiquée
par des lignes polygonales. Comme le réservoir concerné est relativement fin,
nous considérons que les failles peuvent étre ici approximées par des surfaces
verticales. Cette considération simplifie le processus de construction du modele,
mais ne constitue en aucun cas une limitation de la méthode proposée. Comme
nous disposons d'une carte de profondeur pour I’horizon correspondant au toit
du réservoir (& savoir, la surface limite supérieure de la couche géologique qui
nous intéresse), nous utiliserons cette surface comme référence dans le reste du
processus de modélisation. Il est ensuite facile de définir tous les autres horizons
du modele a partir des cartes d’iso-paques, décrivant 1’épaisseur des différentes
couches. Ainsi, une fois que I'horizon de référence est construit, nous pouvons
facilement obtenir le reste du modele structural.

La surface triangulée représentant le toit du réservoir est construite a partir
des marqueurs de puits, de la carte des iso-bathes et des traces de failles. La
méthode est décrite dans la suite d’étapes suivantes, celles-ci sont détaillées Figure
3.23.

1. Une premiere surface triangulée qui approxime globalement la forme de
I’horizon a modéliser est construite en triangulant I’enveloppe convexe de
I’ensemble des points de données et des marqueurs de puits. La surface
obtenue apres cette premiere étape ne respecte pas encore les données.

2. Les marqueurs de puits devant étre respectés exactement, ils sont insérés
dans la triangulation, comme nouveaux sommets;

3. la surface est alors “attirée” par les points de données, en appliquant D.S.I.
et en utilisant la contrainte d’ajustement aux données que nous avons
présentée dans la deuxieme partie. Cette méthode fait agir les points de
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Figure 3.23: Processus de modélisation du réservoir

données comme des ”aimants” qui attirent la surface. Des contraintes sont
positionnées sur le bord de la surface, n’autorisant que des déplacements
verticaux (sans quoi la surface rétrécierait). A la fin de cette étape, la sur-
face respecte les données de puits ainsi que la carte iso-bathe, mais elle est
toujours continue, et ne prend pas en compte les failles (voir Figure 3.23-C);

étant donné que les failles sont supposées verticales, les surfaces correspon-
dantes peuvent étre facilement construites par extrusion verticale. Les sur-
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faces résultantes (Figure3.23-B) sont utilisées pour découper 'horizon de
référence, a la maniere d’'un ”emporte-piece”. Cette opération ne modifie
que le maillage de la surface, mais pas sa géométrie, qui reste continue.
Des opérations supplémentaires sont nécessaires pour modéliser les rejets
de failles, a savoir les déplacements autour des failles;

5. avant de créer les rejets de failles, la surface doit subir certains traitements.
Etant donné que cette surface est supposée servir de support a des calculs
numériques, les triangles doivent étre le plus équilatéraux possible, ce qui
assure un bon comportement des méthodes numériques. Comme les calculs
d’intersection de 'étape précédente génerent parfois des triangles aplatis le
long des bords des failles, ces bords doivent étre filtrés, afin d’éliminer ces
triangles aplatis a l'aide de re-triangulations locales. Cette opération cotite
peu en termes de temps de calculs, puisque peu de triangles sont concernés;

6. nous pouvons alors modéliser les rejets de faille, en ré-interpolant la surface.
Les sommets de I’horizon de la surface correspondant aux bords des failles
sont contraints de maniere a n’autoriser que des déplacement le long des
surfaces de faille. Le résultat est une surface triangulée respectant a la fois
les marqueurs de puits, les points de données et les traces de failles (Figure
3.23-D).

7. Une fois que I'horizon de référence, qui représente le toit du réservoir, a été
modélisé, les autres horizons représentant les limites entre les différentes
couches du modele peuvent étre facilement construits. Ces horizons sont
simplement obtenus en recopiant 1’horizon de référence et en lui appliquant
la somme des cartes iso-paques qui indiquent I'épaisseur des différentes
couches situées en dessous de la couche considérée.

Construction d’une grille 3D

Afin de permettre une représentation de grandeurs physiques définies sur I’ensemble
du volume d’étude, nous allons a présent construire une grille curviligne 3D, re-
spectant la géométrie du modele. Cette grille pourra servir de support pour la
représentation et la simulation de propriétés physiques, telles que la porosité, la
perméabilité, des amplitudes sismiques ...La grille construite devra également
correspondre de maniere précise aux discontinuités des couches, rencontrées dans
les régions de failles. Pour atteindre cet objectif précis, nous utilisons une struc-
ture de grilles faillées, qui permettent d’étendre le domaine de modélisation des
grilles régulieres. Ainsi, au niveau de la grille, il sera possible de modéliser les
failles par un ensemble de cellules déconnect’ees.

Pour construire la grille a partir du modele structural, nous commencons
par définir une paramétrisation de ’horizon de référence, dont nous montrons
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Figure 3.24: Grille 3D faillée modélisée a partir de données fournies par Gaz de France

les courbes iso-paramétriques sur la Figure 3.23-F. Ensuite, par échantillonage
régulier dans le domaine (u,v), il est facile de construire la grille 3D que nous
montrons sur la Figure 3.24-A. Les faces a décoller dans les régions des failles
sont déterminées en appliquant l'algorithme de tracé de lignes de Bresenham
[FvFH90] dans le domaine (u, v). La Figure 3.24-B montre une coupe de la grille,
qui correspond de maniere précise a la stratigraphie du réservoir. En ”peignant”
chaque couche de la grille avec les cartes de porosité, nous obtenons le résultat
de la Figure 3.24-C. Sur cette figure, nous pouvons voir l'alternance entre les
couches d’argile imperméables, en noir, et les couches de gres poreux, en niveaux
de gris. La Figure 3.24-D montre un ensemble de coupes de la grille, ou nous
pouvons également distinguer cette structure en ”mille-feuille”.

Cette grille pourra ensuite étre utilisée dans le cadre de simulations numériques,
permettant d’évaluer les possiblités de stockage de gaz dans cette structure géo-
logique. Les simulateurs associés ont certaines exigences en ce qui concerne la
géométrie des cellules, qui peuvent s’exprimer en terme de contraintes sur le re-
spect des distances et des angles par la paramétrisation. Notre méthode est donc
bien adaptée a la construction de telles grilles, respectant ces criteres.

Sur la Figure 3.25, nous montrons un autre exemple de grille modélisée en
utilisant cette méthode, appliquée a un modele plus complexe fourni par ELF-
GRC. Pour cette grille, qui comporte de grandes failles, nous avons positionné
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Figure 3.25: Grille 3D faillée modélisée a partir de données fournies par ELF-GRC

les contraintes iso-paramétriques sur certaines de ces failles (voir Figure 3.25-A).
Ceci permet d’éliminer les effets de marche d’escalier pres de ces failles. La Figure
3.25-B montre une grille générée a partir d’une surface plus petite extraite du
modele. Sur cette Figure, nous pouvons voir que les failles peuvent étre obliques,
et que des relations complexes entre failles peuvent étre prises en compte.

3.5.5 Dépliage de surfaces géologiques

La modélisation géologique est un processus itératif , au cours duquel plusieurs
modeles du sous-sol peuvent étre construits et testés dans un cycle de validation-
modification. Dans ce contexte, il est trés utile de pouvoir définir des criteres
permettant de tester la validité d’'un modele géologique. Le dépliage de sur-
faces, encore appelé restoration, constitue I'un de ces tests de validation que
les géologues utilisent pour rejeter les modeles invalides. Ainsi, la validité d’un
modele géologique peut étre testée en analysant la répartition des déformations
qui apparaissent lorsque les différentes surfaces qui composent le modele sont
dépliées.

Une revue des différentes méthodes de dépliages existant dans le domaine de
la géologie a été réalisée par Samson dans [Sam96] (dont ce paragraphe est in-
spiré) et par Moretti dans [Mor91]. Historiquement, le probleme du dépliage
de modeles géologiques a été formalisé en 1969 dans [Dah69], o des regles
empiriques de préservation du volume ont été remplacées par des criteres plus
précis, correspondant a la préservation du volume de couches sédimentaires et
a la préservation de 'aire de surfaces sédimentaires. Depuis, un certain nom-
bre de logiciels permettant de réaliser cette opération en combinant certaines
transformations géométriques ont été écrits, comme par exemple le logiciel RE-
STORE [SED91], utilisable par un géologue généraliste sur un ordinateur de
petite capacité, ou encore le logiciel LOCACE [Mor91], destiné a des utilisateurs
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spécialistes du domaine, et offrant une plus grande puissance. D’autres approches
ont été mises en ceuvre dans [GGDI1, GG93, RCea93, RSBCI6, BCR97], en
discrétisant les surfaces a déplier en surfaces élémentaires, considérées comme des
blocs rigides. Ces blocs sont ensuite déposés sur une surface plane, et ajustés les
uns par rapport aux autres, en minimisant les interstices entre les blocs au sens
des moindres carrés. Le méme type d’approches a été appliqué a des coupes,
dans [HS97]. La répartition des interstices résiduels permet de caractériser les
surfaces, et de valider les modeles géologiques correspondant. Il est également
possible d’utiliser la méthode de placage de texture décrite par Bennis et. al.
[BVI91], évoquée dans l'introduction du chapitre. Cette méthode a été adaptée
par son auteur pour résoudre des problemes de dépliage de surfaces géologiques,
ce qui montre le caractere connexe des deux disciplines (placage de textures et
dépliage de surfaces).

Comme nous l'avons dit dans la Section 3.3, seules les surfaces d'une classe
particuliere, dites développables , peuvent étre mises a plat sans déformations. Les
méthodes précédement citées gerent ces déformations en “déchirant” la surface
dans les zones de fortes courbures [BVI91], ou encore en autorisant I’apparition
d’interstices et de zones de recouvrement entre des éléments discrets autonomes
les uns par rapport aux autres [RCea93|. Ici, nous allons appliquer une méthode
différente, fondée sur une paramétrisation des surfaces, ce qui revient a répartir
les déformation sur la surface, en résolvant un probleme d’optimisation globale.
Nous montrerons alors comment caractériser ces déformations résiduelles, afin
d’utiliser notre méthode dans un cadre de validation de modeles géologiques.

Le dépliage d’une surface va alors étre défini par les propriétés suivantes :

e Le domaine (u,v) correspond a la surface dépliée, inconnue au début du
processus.

e Les failles sont fermées lors du dépliage.

e Les aires doivent étre préservées.

En utilisant notre méthode, il est possible d’extrapoler une paramétrisation a
partir d’une base curviligne spécifiée par I'utilisateur (voir Section 3.4.1), ce qui va
nous permettre de satisfaire ces différents criteres. Laisser la paramétrisation libre
le long du bord de la surface laisse suffisamment de degrés de liberté pour min-
imiser les déformations. Afin d’améliorer la vitesse de convergence de I'algorithme
itératif, il est possible d’effectuer un pré-traitement, “propageant” la base curvi-
ligne définie par I'utilisateur. Ce pré-traitement se réalise facilement, a ’aide d’'un
algorithme similaire aux algorithmes de remplissage 2D a partir d'un germe, en
utilisant une pile (voir par exemple [FvFH90]).
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Figure 3.26: Demi-sphére dépliée a l'aide d’une paramétrisation; A: demi-sphére et
surface dépliée, les iso-paramétriques sont affichées; B: les mémes surfaces, avec leur
maillage affiché; C: champ de déplacement connectant les deur surfaces; D: module
du tenseur de déformation de Green-Lagrange (niveaux de gris) et vecteurs propres du
tenseur de déformation (croiz noires); ici, les déformations sont plus fortes pres du
pole et pres de ’équateur.

Nous montrons sur la Figure 3.26 le résultat obtenu avec une demi-sphere,
surface non développable. Les Figures 3.26-A,B montrent la demi-sphere et la
surface dépliée. La Figure 3.26-C montre le champ de déplacement, défini comme
le champ de vecteurs liant la surface initiale a la surface dépliée. Ce champ
de déplacement est utilisé par les géologues structuralistes pour visualiser les
différents mouvements de blocs lors d’un dépliage. Les informations présentées
par la Figure 3.26-D permettent de mettre en évidence les déformations liées au
dépliage, comme nous le montrons plus loin.

Une fois qu'une surface est munie d’une paramétrisation, il est alors facile de la
déplier (voir par exemple [BVI91]). Les géologues structuralistes qui réalisent ce
dépliage souhaitent utiliser le résultat pour détecter des modeles 3D invalides du
sous-sol, a savoir des modeles qui ne sont pas réalistes du point de vue géologique.
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Figure 3.27: Certaines transformations géométriques n’affectent pas les aires, bien
que causant des déformations; A: ces quatre triangles ont la méme aire; B: le
type de déformation correspondant peut étre détecté en analysant comment un cercle
élémentaire est transformé en une ellipse a travers la transformation, en chaque point
de la surface; les deux axes de cette ellipse sont donnés par le tenseur des déformations;
D-E: un carré, déformé en 2D en préservant les aires; F: le tenseur des déformations
permet de détecter et de visualiser les déformations.

Par exemple, en utilisant les approches de type Block Packing [GGD91, GG93,
RCea93], consistant a déplacer des blocs rigides, il est facile de détecter les
zones présentant des incohérences en analysant le recouvrement ou les inter-
stices entre les blocs. La méthode de Bennis et. al. [BVI91] va fournir le méme
type d’informations, en “déchirant” les horizons (représentés par des surfaces
paramétriques) la ou leur courbure géodésique dépasse un certain seuil.

Notre méthode se différencie de ces deux types d’approches, car elle se place
dans un contexte continu. Toutefois, il serait possible de définir un faible poids
pour la contrainte de continuité a travers les failles, et d’analyser les recouvre-
ments et interstices éventuels pour détecter les zones de forte tension. Nous
pensons qu’il est préferable de caractériser le dépliage a ’aide de différentes fonc-
tions d’énergie, permettant de cartographier la répartition des tensions sur la
surface.

Comme cela a été mentionné dans [HG98], plusieurs fonctions d’énergie peu-
vent étre utilisées pour caractériser une paramétrisation :
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e L’énergie de Dirichlet Ep(®) =1 [ H[%‘p%“’%‘p]w, utilisée par Pinkall et. al.

[PP93] et Eck et. al. [EDD'95].

e La norme du tenseur de déformation de Green-Lagrange ||G — Id||*, ou G
dénote le tenseur fondamental de la paramétrisation (voir Section 3.3) et ou
toute norme matricielle peut étre utilisée. Ce critere a été utilisé par Maillet
et. al. dans [MYV93], dans le cadre de la déformation et de I'animation
d’objets texturés.

e Hormann et. al. proposent un autre critere dans [HG98|, correspondant
a l'altération de la forme des triangles, dont nous donnons ici une idée
générale.

Intuitivement, la norme du tenseur de déformation de Green-Lagrange corre-
spond au rapport de l'aire d'une surface élémentaire et de son image a travers
la fonction de dépliage, ce qui permet de cartographier la répartition de ce type
de déformations sur la surface. Toutefois, certaines transformations ne modi-
fient pas les aires, tout en déformant les surfaces. Par exemple, sur la Figure
3.27, si nous déplagons le sommet C le long d’'une parallele au coté [AB], I'aire
du triangle (A, B, C) reste constante. Pour cette raison, cette information doit
étre complétée par un autre critere, permettant de détecter ces “cisaillements”.
Nous proposons de considérer de quelle maniere un cercle élémentaire tracé sur
la surface (Figure3.27-B) se transforme en une ellipse (Figure 3.27-C) a travers
la paramétrisation inverse. Les directions et longueurs de ces axes s’obtiennent
facilement, comme vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice 2 x 2, ap-
pelé le tenseur des déformations. En affichant la répartition de ces axes sur la
surface, il est possible de donner une idée des déformations sous-jacentes (Figure
3.27-D,E,F). C’est donc I'ensemble de ces deux informations qui va permettre a
I'utilisateur de comprendre comment les aires et les formes sont localement af-
fectées par le dépliage.

Pour tester notre méthode, nous avons utilisé deux modeles géologiques diffé-
rents, présentés sur la Figure 3.28. La surface de gauche correspond a un horizon
extrait du modele EAEG-SEG, et présente une géométrie que les méthodes clas-
siques ne pourraient pas prendre en compte, a cause des zones multi-Z-valuées.
La surface de droite, fournie par ELF-GRC, a une géométrie plus simple, mais
comporte un réseau de failles complexe. Notre méthode a permis de déplier ces
deux surfaces, tout en respectant leur aire avec une erreur relative inférieure
a 1/1000. La Figure 3.29 montre deux champs de déplacement correspondant
au meme dépliage, mais calculés relativement a deux origines différentes, sym-
bolisées par des étoiles. Les deux champs ont un aspect totalement différent,
bien que correspondant au méme dépliage, et une bonne pratique est nécessaire
pour étre capable d’analyser 1’évolution de la surface au niveau des failles. Pour
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Figure 3.28: A gauche: Dépliage d’un horizon (interface entre deux couches
géologiques) du modéle EAEG-SEG; de haut en bas: horizon déplié, horizon origi-
nal et vue éclatée de I’horizon avec les courbes iso-paramétriques associées; a droite:
dépliage d’un horizon fortement faillé (modéle fourni par ELF-GRC); les courbes iso-
paramétriques sont affichées sur les deuzr surfaces.
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Figure 3.29: Les géologues structuralistes sont habitués a caractériser un dépliage en
termes de champ de déplacement, défini comme le champ des vecteurs connectant la
surface originale a la surface dépliée. Un tel champ de déplacement est une propriété
extrinseéque, dépendante du choixz d’une origine. Deux champs de déplacement corre-
spondant au méme dépliage sont montrés ici, l’origine étant symbolisée par une étoile.

cette raison, nous pensons que la norme du tenseur de Green-Lagrange (corre-
spondant a 'altération des aires) et le tenseur des déformations fournissent plus
d’information, car ils caractérisent de maniere intrinseque la paramétrisation (voir

Figure 3.30).
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Figure 3.30: A gauche: norme du tenseur de Green-Lagrange, caractérisant la maniére
dont les aires sont affectées par le dépliage; a droite: vecteurs et valeurs propres du
tenseur des déformations; contrairement au champ de déplacement, ces propriétés sont
définies de maniére intrinséque par rapport a une paramétrisation donnée, et ne
nécessitent pas le choix d’une origine.

Notre méthode de dépliage n’a pas encore été validée par des spécialistes de
la géologie structurale, nous pensons qu'une analyse plus fine du comportement
aux alentours des failles sera nécessaire pour permettre de 1'utiliser comme outil
de validation de modeles géologiques.

Remarque : Pour construire une paramétrisation sans distortions, Hor-
mann et Greiner ont utilisé dans [HG98] la norme de Frobenius du tenseur
des déformations, a savoir le rapport de ses valeurs propres (voir également
[PP93] et [Bra92b, Bra92a|). Autrement dit, ce critere revient a dire qu’un cercle
élémentaire doit étre transformé en un autre cercle a travers la paramétrisation.
Tous calculs effectués (voir [HGI8]), ce critere KCo(T) est constant sur chaque
triangle T :

_cot ajal® + cot 3b|* + cot ||
|Dr

olt (a,b,c) dénotent les longueurs des trois cotés du triangle dans IR®, o, 3, v
correspondent aux trois angles aux sommets dans le domaine paramétrique (u, v)
(avec la convention usuelle définissant v comme le sommet opposé au coté a).
Le scalaire |Dr| correspond a l'aire de T dans le domaine paramétrique. Dans
le Chapitre 2, nous avons vu comment approximer le Laplacien d'une fonction
discrétisée aux sommets d’une surface triangulée (voir Section 2.3.1). Si nous
effectuons un regroupement par triangles, nous obtenons a un facteur multiplicatif
pres la méme formule pour le Laplacien discret et pour le critere de Hormann.

Ka(T) (3.31)
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Ceci explique les propriétés des générateurs de maillage par lissage Laplacien
[Han95], qui rendent ainsi chaque triangle le plus équilatéral possible.

3.6 Bilan et perspectives

Nous avons présenté dans cette partie un ensemble de nouvelles techniques pour
la paramétrisation sans distortion des surfaces triangulées. Par rapport aux ap-
proches classiques, fondées sur une minimisation des distortions, notre méthode
est plus souple et peut prendre en compte des sources diverses d’information.
Ainsi, I'utilisateur peut spécifier les zones ou les distortions doivent étre min-
imisées par ordre de préférence. Il est également possible de faire passer un en-
semble de courbes iso-paramétriques le long de courbes fournies par 1'utilisateur,
et aussi de rendre la paramétrisation continue a travers les déchirures de la sur-
face. De plus, il est facile d’étendre la méthode en définissant de nouvelles con-
traintes, des lors que ces contraintes peuvent éetre exprimées par des relations
linéaires (ou linéarisables).

En rendant la formulation du probleme la plus générale possible, nous nous
sommes rendus compte que notre formalisme permettait d’exprimer les méthodes
de paramétrisation usuelles, telles que les cartes harmoniques [EDD*95] ou la
paramétrisation de Floater [Flo97] (voir Section 3.3.3). Des méthodes plus récen-
tes, telles que celle décrite par Hormann dans [HG98], peuvent également étre
décrite par notre formalisme. Ceci permet d’enrichir de telles méthodes avec
la possibilité de les combiner avec les autres méthodes existantes, et surtout de
prendre en compte des contraintes linéaires.

La méthode peut étre facilement implantée, puisqu’elle ne nécessite qu’une
représentation efficace des surfaces triangulées, permettant un acces rapide aux
satellites d'un sommet donné. La plupart des logiciels de C.A.O. proposent une
telle représentation, ce qui rend la méthode facile a intégrer dans ce type de logi-
ciels. Ainsi, cette méthode a été intégrée dans le noyau du logiciel Gocad, large-
ment utilisé dans le domaine des géosciences. Dans ce cadre, un autre bénéfice
d’'une formalisation tres générale du probleme a été la possibilité d’appliquer
la méthode a un large spectre de problemes. Ainsi, plusieurs outils ont été
développés, permettant le dépliage a aire constante des interfaces entre couches
géologiques, ou encore facilitant certains calculs en les effectuant dans 1'espace
de textures (u,v) (voir Section 3.5).

La principale limitation de notre méthode est qu’elle ne s’applique qu’a des
graphes planaires, c’est a dire a des surfaces triangulées topologiquement équiva-
lentes & un sous-ensemble d'un disque. Ainsi, telle qu’elle est présentée ici,
notre méthode ne peut pas s’appliquer a une surface fermée (par exemple une
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sphere ou un tore). Nous pouvons imaginer facilement une généralisation de
notre méthode a des surfaces de topologie arbitraire, qui consisterait a subdi-
viser de la surface a traiter en un ensemble de sous-surfaces, équivalentes a des
disques topologiques. Dans [EDDT95], une telle approche est proposée, fondée
sur la construction d’'un diagramme de Voronoi curviligne inclus dans la surface.
La méthode décrite dans [Tur91] pourrait également étre utilisée pour choisir
les sites du diagramme de Voronoi. Afin d’assurer une continuité du gradient
d’un sous-domaine a l'autre, il serait envisageable d'utiliser une contrainte telle
que celle décrite dans I’Equation 3.30, qui permettrait de gommer les limites des
sous-domaines qui apparaissent clairement lorsque I’on applique la méthode pro-
posée dans [EDDT95] (Lee et. al. proposent également dans [L.SST98] d’utiliser
des fonctions de subdivision pour régler ce probleme). Des méthodes d’analyse
multi-résolution, comme celles décrites dans [EDD 95, KCVS98], permettent de
décomposer la surface en éléments topologiquement équivalent a des disques. De
plus, ce type de représentation devrait permettre d’appliquer des méthodes de
résolution multi-grille [Hac85] a des maillages non-structurés, en définissant un
certain nombre de niveaux intermédiaires, sous la forme de surfaces triangulées
plus grossieres. Ceci devrait permettre d’améliorer sensiblement la vitesse de con-
vergence de I'algorithme D.S.I. itératif. Des premiers résultats encourageants ont
été obtenus par O. Grosse dans le cadre de sa these [Gro01], qui a ainsi amélioré
la vitesse de convergence de D.S.I. pour les grilles réguilieres 3D.

Ces améliorations de la vitesse de convergence permettent d’envisager une
généralisation de la méthode a la dimension supérieure, permettant de construire
une paramétrisation pour des volumes tétraédrisés, comportant un tres grand
nombre d’éléments. Autrement dit, le probleme consiste a assigner des coor-
données (u,v,w) aux sommets de la tétraédrisation. La méthode décrite pour
les surfaces dans ce chapitre se fonde sur des relations entre les gradients des
composantes de la paramétrisation, permettant de définir les criteres a satisfaire
(préservation des distances et des angles a travers la paramétrisation). Dans
le cas 3D, il est également facile d’estimer le gradient d’une fonction ¢, inter-
polée linéairement sur un tétraedre. Les sommets «; du tétraedre ont pour coor-
données (x;,y;, z;). Les trois composantes du gradient [a, b, c| sont alors définies
par ’équation de l'interpolation linéaire ® de ¢ :

O(z,y,2) =ax+by+cz+d

To Yo 20 1 a o(ap)
T Yy oz 1 b 90<041)

= 3.32
To Yo 2z 1 c 90<042) ( )
T3 Y3 23 1 d 90<043)

soit : A.X =B
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Nous pouvons alors trouver les composantes du gradient [a, b, ¢] en résolvant
un systeme linéaire a quatre inconnues AX = B. Comme dans le cas des surfaces
triangulées, les composantes du gradient sont alors des combinaisons linéaires
des valeurs de ¢ aux sommets du tétraedre, dont les coefficients ne dépendent
que de la géométrie du tétraedre. Il est alors facile d’exprimer les contraintes de
préservation des distances et des angles, comme nous 'avons vu Section 3.3.

Dans le Chapitre 1, nous avons vu comment représenter des maillages 3D com-
posés de polyedres arbitraires, et S. Conreaux est en train de définir différentes
manieres de construire de tels maillages [Cnr00]. Pour cette raison, il nous
parait intéressant de ne pas nous limiter au cas simplicial pour ces problemes
de paramétrisation. Ainsi, dans le cas d’un polyedre quelconque, la matrice A de
I’Equation 3.32 peut avoir un nombre de lignes différent du nombre de colonnes.
Si nous résolvons le systéme moindres carrés A'A. X = A'B, alors le gradient sera
donné par :

DR D DF XTI D - S a > xip(ay)

Swy LY vz L b | | Syipla) (3.33)
DTz 2. Y% ZZE % c | 221-90(067;) '
DT > Yi % 1 d ZSO(OH)

En utilisant cette équation, les composantes du gradient “moindres carrés”
sont également des combinaisons linéaires des valeurs de ¢ aux sommets du
polyedre, dont les coefficients ne dépendent que de la géométrie du polyedre.
Ceci devrait nous permettre de construire une paramétrisation pour de tels ob-
jets, ce qui pourrait s’appliquer a des problemes de géostatistiques ou a d’autres
problemes numériques. Une équation similaire peut également étre écrite pour
des surfaces composées de polygones arbitraires. Nous pensons que les méthodes
de déformation décrites comme une fonction de IR? dans lui-méme, telles que par
exemple FFD? [SP86, CJ91], Wires [SF98] ou DOGME [Bec92], pourraient étre
exprimées dans un contexte de minimisation d’une fonction objective (ce qui est
déja le cas de DOGME), et ainsi permettre la prise en compte de contraintes
diverses. La these d’O. Grosse [Gro0l] traite également de ce type d’approches,
dans le cadre de la géologie numérique.

9Free-Form Deformation



Conclusion

Dans les trois chapitres de cette these, nous avons abordé trois problemes de
modélisation 3D qui se posent lorsque les objets sont représentés de maniere
discrete, a savoir :

1. Définir une structure de données combinatoire permettant de représenter la
discrétisation des objets en primitives, ainsi que les connections entre ces
primitives;

2. construire des surfaces ayant des propriétés géométriques utiles, et satis-
faisant des contraintes définies par 'utilisateur;

3. construire une paramétrisation contrainte des objets, a savoir les mettre en
correspondance avec un espace plus simple, ou certains calculs et certaines
opérations sont facilités.

Le premier point peut étre résolu en utilisant des résultats de la topologie
combinatoire, comme nous I’avons montré dans le premier chapitre. La structure
hiérarchique que nous avons décrite permet une représentation efficace en termes
d’espace et de complexité algorithmique. De plus, la possibilité de considérer une
surface comme la séparation entre deux volumes nous a permis de considérer des
surfaces non-variétés comme un ensemble de volumes variétés, et donc d’utiliser
des structures de données plus simples. Ceci fournit un ensemble de fonctionalités
compatibles avec le processus de modélisation en géologie numérique. Dans ce
cadre, les utilisateurs construisent des surfaces avant de les relier ensemble pour
délimiter des volumes.

D’un point de vue théorique, nous pensons que la structure de G-Cartes pour-
rait également servir de structure de données a une classe de problemes liés a la
géométrie algorithmique.

Les deux autres points concernent la forme et la paramétrisation des objets.
Dans la plupart des cas, ce sont des problemes “mal posés”, n’ayant pas de
solution unique. Afin de déterminer une solution unique, nous avons vu comment
exprimer les propriétés souhaitées pour les objets sous la forme d’un critere global
devant étre optimisé. Dans les cas que nous avons étudiés, ce critere peut étre
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exprimé par une équation différentielle. Ainsi, dans le Chapitre 2, nous avons
vu comment construire des surfaces ayant des formes lisses, en minimisant une
approximation du Laplacien de la surface:

Faz(p) = > / Ag” (u,v)? dudv
D
ve{z,y,z}
Dans le troisieme Chapitre, une méthode permettant de construire une paramétrisation
d’une surface a été introduite, en satisfaisant certains criteres de non-distorsions.
Ces criteres correspondent au premier tenseur fondamental de la paramétrisation,
qui caractérise la maniere dont une fonction altere les distances et les angles:

9x 2 0x Ox

ou  oudw Lo
V(u,v) € D, G(u,v) = ~

oxox  ox? 0 1

ou Ov ov

Pour ces deux problémes (lissage variationnel et paramétrisation contrainte),
notre approche a consisté en trois étapes:

1. discrétiser les objets en cellules élémentaires, et représenter la combina-
toire de cette discrétisation;

2. approximer |'équation différentielle sous forme d’une somme de carrés de
combinaisons linéaires des valeurs aux sommets de la discrétisation;

3. minimiser ce critere a ’aide de I'algorithme D.S.I. itératif.

Ainsi, dans le deuxieme chapitre, le Laplacien est approximé en un noeud
de la surface par une combinaison linéaire des valeurs de la fonction aux voisins
du noeud. Dans le troisieme chapitre, les coefficients du premier tenseur fonda-
mental sont exprimés en considérant une surface triangulée comme une fonction
linéaire par morceaux. Ainsi, la méthode D.S.I. peut étre considérée comme un
solveur pour équations différentielles exprimées sur un support discrét, les con-
traintes apparaissant alors comme des conditions aux limites. Notre approche
peut également étre assimilée a une méthode d’ajustement aux données. Comme
nous l'avons vu dans la Section 2.5, le critere minimisé joue alors le role d’une ma-
trice de régularisation, et I'utilisateur peut regler I'importance relative accordée
a ce critere par rapport a celle accordée aux contraintes. Cette comparaison
s’applique non seulement au lissage variationnel discret présenté dans le Chapitre
2, mais également a la paramétrisation contrainte que nous avons abordée dans
le Chapitre 3.

Cette notion de paramétrisation est apparue comme un formalisme commun,
permettant de traiter un certain nombre de problemes posés en modélisation 3D.
Comme nous 'avons montré dans la Section 3.5, en utilisant cette notion, il nous
a été possible de mettre au point des outils pour :
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Texturer des surfaces tout en satisfaisant un ensemble de contraintes, les
contraintes pouvant étre éditées de maniere interactive;

construire des grilles structurées s’appuyant sur des surfaces triangulées;

convertir des surfaces triangulées en surfaces polynomiales;

re-trianguler des surfaces de maniere optimale, suivant différents criteres.

Une formulation générale de ce type de problemes nous a permis d’exprimer
des approches plus classiques dans notre formalisme, et de les combiner les unes
avec les autres. Ainsi, des méthodes connues tels que les cartes harmoniques
[EDD*95] et la paramétrisation de Floater [Flo97] apparaissent comme un cas
particulier de notre approche. Des approches plus récentes, telles que celle de
Hormann et. al. [HG98] peuvent également étre exprimées en utilisant notre
formalisme.

Comme nous I'avons déja évoqué dans les sections Bilan et perspectives des
trois chapitres, ces méthodes peuvent se généraliser a des dimensions supérieures,
permettant de manipuler des maillages volumiques. Le grand nombre d’éléments
qui constituent habituellement de tels maillages va nécessiter de mettre au point
des techniques de multi-résolution et de multi-grille pour accélérer la convergence
de l'algorithme D.S.I. itératif (voir Section 2.5). Les différents problemes liés a
I'extension en 3D des méthodes décrites ici vont donner lieu a plusieurs travaux
de recherches :

e La construction et I’édition de maillages polyedraux généraux seront abordées
dans la these de Stéphane Conreaux [Cnr00] (voir Section 1.7);

e Mathieux Dazy va étudier dans le cadre de sa these une structure a la fois
topologique et géométrique pour gérer de maniere consistante les problemes
d’intersections (voir Section 1.7);

e nous étudierons également les problemes liés a la visualisation de tels objets,
a ’aide de techniques de rendu volumiques, généralisées a des cellules de
formes arbitraires;

e l'approximation et la minimisation d’autres formes différentielles peuvent
donner lieu a différentes extensions de la méthode. En considérant deux
couronnes de voisins au lieu d'une seule, il nous semble possible de con-
sidérer des grandeurs géométriques d’ordre supérieur a celui du Laplacien.
Par exemple, en minimisant certains coefficients du Hessien, caractérisant
la courbure d’une surface, il serait possible d’obtenir des formes plus rondes
(voir Section 2.5);
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e une extension des méthodes de paramétrisations en 3D sera étudiée au cours
de la these d’Olivier Grosse [Gro01] (voir Section 3.6). Ceci permettra de
mettre au point des outils d’édition de type déformations forme libre;

Nous pensons que les généralisations des méthodes décrites ici, qui permet-
tront de manipuler des maillages arbitraires en dimension supérieures, pourraient
avoir un grand nombre d’applications possibles dans le domaine de la modélisation
3D. Par exemples, les méthodes de génération de grilles, ou encore la simplifica-
tion de maillages volumiques pourraient bénéficier de ce type d’approches. En ef-
fet, la mise en correspondance de I'objet a modéliser avec un espace paramétrique
(u,v,w), plus simple géométriquement que IR®, devrait permettre de simplifier
les algorithmes liés a la manipulation de ces objets volumiques.
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