Génération de Maillages Tridimensionnels pour la
Simulation des Phénomenes Physiques en Géosciences

Francois Lepage

28 Octobre 2003






Résumé

GENERATION DE MAILLAGES TRIDIMENSIONNELS POUR LA
SIMULATION DES PHENOMENES PHYSIQUES EN GEOSCIENCES

En géosciences, 'utilisation de maillages tridimensionnels permet de discrétiser les ob-
jets géologiques du domaine d’étude, et autorise ainsi la simulation numérique de processus
variés dépendant de différentes propriétés physiques, comme 1’étude de la déformation des
couches du sous-sol, le tracé de rayons sismiques, ou encore la modélisation des écoule-
ments en milieu poreux et perméable. Afin de garantir la précision, la rapidité et la
robustesse de ces calculs, les mailles doivent néamoins satisfaire certaines propriétés, no-
tamment en ce qui concerne leur forme et leur taille.

Cette these aborde certains problemes inhérents a la génération de maillages tridimen-
sionnels adaptés aux applications auxquelles ils sont destinés:

Dans I’hypothese ou les données se présentent sous la forme d’un modeéle structural,
¢’est-a-dire un ensemble de surfaces interconnectées représentant les interfaces du domaine
d’étude, un macro-modele, baptisé Soft Frame Model, est tout d’abord défini pour inté-
grer les différents maillages ou remaillages réalisés, et assurer la validité topologique et
géométrique de leurs contacts. Ensuite, des solutions sont proposées pour remailler au-
tomatiquement, sous la forme de triangulations contraintes, les surfaces tridimensionnelles
du modele structural, grace a des processus qui convergent nécessairement, assurent une
qualité minimale de forme des triangles, et permettent de faire varier finement leur taille
en fonction de contraintes variées. Ceci débouche sur la réalisation d’un procédé robuste
de construction de modeles volumiques définis par frontieres. Enfin, ce travail présente
des algorithmes originaux de génération de maillages volumiques a base de tétraedres et
de polyedres quelconques, avec un controle efficace de la forme et de la taille des mailles.
La validité applicative de ces maillages est attestée par quelques exemples de simulations
sur des cas réels.
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Abstract

THREE-DIMENSIONAL MESH GENERATION FOR THE
SIMULATION OF PHYSICAL PHENOMENA IN GEOSCIENCES

Three-dimensional meshes are widely used in Geosciences for discretizing the geologi-
cal objects of the problem domain, thus providing a support for the numerical simulation
of various processes depending on physical properties, such as balanced unfolding, ray-
tracing, or fluid flow modelling in porous and permeable rock bodies. However, to ensure
accuracy, efficiency, and stability, mesh elements must meet several requirements, espe-
cially on their shape and size.

This work tackles some problems related to the generation of three-dimensional meshes
that are expected be tailored to the applications they are dedicated to:

First of all, starting from a structural model, that is to say a set of interconnected
surfaces representing the boundaries of the problem domain, a macro-model, called Soft
Frame Model, is defined for integrating the produced meshes and ensuring the geometrical
and topological validity of their contacts. Then, solutions are proposed for the automatic
generation of constrained triangulations for the three-dimensional surfaces of the struc-
tural model. The presented algorithms are guaranteed to terminate, ensure a minimum
quality of the triangles, and allow a precise control of their size, depending on various
constraints. As an application, a robust method is described for building sealed geological
models. Finally, this work presents new algorithms for meshing volumes with tetrahe-
dra or arbitrary polyhedra, and providing an efficient control on their shape and size.
Their compatibility with existing numerical schemes is shown through some examples of
simulations on real cases.
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Un exemple de 3-polytope a 17 facettes. .

Les principaux 2- (en haut) et 3-polytopes (en bas) utilisés dans notre travail, avec, de
gauche a droite et de haut en bas : un triangle, un quadrilatere, un polygone quelconque,

un tétraedre, un hexaedre, un prisme (& base triangulaire), un polyedre quelconque.

Les simplexes de dimension 0, 1, 2 et 3 sont respectivement (de gauche & droite) les

points, les segments, les triangles et les tétraedres.

Un exemple de tétraedre dégénéré. Son volume est presque nul, car ses quatre sommets

sont approximativement coplanaires.

Criteres de formes des simplexes. (A) : principales mesures utilisées pour quantifier la
forme d’un simplexe (cas d’un triangle). (B) : un cerf-volant est un tétraedre dégénéré
sans arétes courtes, dont les quatre sommets sont sub-coplanaires. (C) : une aiguille est
un tétraedre dégénéré a trois arétes courtes, ou il n’existe pas d’angles faibles entre ses
faces.

Les faces Ny et A; sont incidentes car la premiere est le bord de la deuxiéme, et il en
est de méme pour les faces Ny et A;. Les polygones P; et P, sont adjacents car ils sont

tous les deux incidents a la face A;. .

Un 2-complexe cellulaire (en haut) et son graphe d’incidence (en bas). Chaque arc du

graphe lie deux cellules du complexe qui sont incidentes.

Le graphe d’incidence d’un complexe cellulaire (en haut) détermine entie¢rement celui de
son dual (en bas). Le dual d’une cellule P; (dimension 2) est une cellule N/ (dimension
0), celui d’une cellule A; (dimension 1) est une cellule A} (dimension 1), et celui d’une
cellule N; (dimension 0) est une cellule P/ (dimension 2). Si deux cellules du complexe

cellulaire sont incidentes, alors leur dual le sont aussi.

Représentations schématiques de la structure d’un maillage (cas bidimensionnel). En
haut : un maillage structuré & base de triangles. Un nceud d’indices (u,v) a pour
voisins les nceuds d’indices (v — 1,v), (u,v — 1), (v + 1,v), (u,v+ 1), (v —1,v+ 1) et
(u+1,v—1). Au milieu : un maillage semi-structuré polygonal (& gauche). Les voisins
de chaque nceud s’obtiennent au travers de leur homologue dans le schéma topologique

élémentaire (en rouge, a droite). En bas : un maillage non-structuré polygonal.

Représentations schématiques de la régularité d’un maillage. (A) : un maillage non-
structuré régulier. (B) : un maillage structuré semi-régulier. (C) : un maillage structuré

irrégulier.
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Représentation de la topologie d’un complexe cellulaire (& gauche) par un modele des
demi-arétes (& droite). Les pointeurs sont en rouge. Chaque aréte est représentée par
deux demi-arétes (voir structure 1.7). Chaque polygone connait ses propres demi-arétes
(voir structure 1.8), et chaque noeud les demi-arétes qui lui sont incidentes (voir structure
1.6). . .

Exemple d’une 2-G-Carte tres simple. Chaque chemin du graphe d’incidence d’un com-
plexe cellulaire, par exemple (P;, As, N1), en rouge, et (P2, A7, N7), en vert, est associé &
un élément topologique appelé brin (en haut). Les chemins (Ps, As, N1) et (Ps, As, Ng)
ne different que par une cellule de dimension 0 : ils sont sont donc 0-adjacents, et les
brins qui leur correspondent sont liés par une fonction «g. Les chemins (P;, Ay, N3)
et (P1, Az, N3) ne different que par une cellule de dimension 1 : ils sont sont donc

1-adjacents, et les brins qui leur correspondent sont liés par une fonction a; (en bas).

Exemple d’une 2-Carte trés simple. Chaque paire de chemins du graphe d’incidence
qui ne different que par une cellule de dimension 0, par exemple (Py, As, N; , N7 ), en
rouge, ou (Py, A7, Ni", N;7), en vert, est associé & un élément topologique appelé aimant
(en haut). Les paires de chemins (P;, Az, Ny, N ) et (P1, A2, Ni7, Ny ) different par
une cellule de dimension 1 et partagent au moins une cellule de dimension 0 de polarité
différente : ils sont donc 1-adjacents, et les aimants qui leur correspondent sont liés par

une fonction .

Un exemple de propriété scalaire définie sur les polygones d’un maillage bidimensionnel

(les valeurs de la propriété sont aléatoires).

Dépliage d’une couche géologique (modele TOTAL). Les déplacements ont été calculés de
maniere a minimiser la déformation et a ce que ’horizon du haut de la couche soit mis a
plat (d’aprés [Muron 03]). La propriété affichée correspond & la dilatation (un invariant

du tenseur des déformations). .

Un exemple de tracé de rayons sismiques (lignes blanches). Les horizons du modele sont

affichés, en méme temps que les différents fronts d’onde (d’apres [Velten 98]).

Exemple de simulation d’écoulement & une seule phase. La propriété affichée correspond
au potentiel de la phase, et les lignes bleues aux lignes de courant, c’est-a-dire a la

trajectoire des particules lors de la simulation (d’apreés [Voillemont 03]). .

Les différents contacts de ’espace tridimensionnel considérés dans notre travail. Les
lignes correspondent & la dimension du contact (0, 1, ou 2), et les colonnes au type du

contact. Les contacts de la colonne du milieu sont des objets non-variétés. . .

(A) : schéma d’une partition cellulaire de dimension 2, constitué de 3 macro-cellules de
dimension 2 entretenant entre elles des contacts définis implicitement par les pointillés. Il
existe aussi des contacts entre les macro-cellules de dimensions inférieures. (B),(C),(D) :
quelques exemples concrets de modeles géologiques du sous-sol vus comme des partitions

cellulaires. . .
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Quelques exemples schématiques de nceuds et de lignes radiales (encerclés en rouge). Les
traits verts représentent des informations de contact. (A) : un nceud radial déterminé
a 3 enfants et 6 parents. (B) : un nceud radial déterminé & 2 enfants et 2 parents.
(C) : un nceud radial flou & 1 enfant et 3 parents (dont 1 flou). (D) : un nceud radial
déterminé & 1 enfant et 2 parents. (E) : un nceud radial flou & 1 enfant et 4 parents
(dont 2 flous). (F) : une ligne radiale déterminée & 3 enfants et 3 parents. (G) : une
ligne radiale déterminée & 1 enfant et 1 parent. (H) : une ligne radiale floue & 2 enfants
et 3 parents (dont 1 flou).

Cette figure illustre la notion d’incidence entre éléments radiaux. En haut : partition
cellulaire de départ. Les pointillés représentent les informations de contact (& gauche).

Visualisation des éléments radiaux (& droite). En bas : graphe d’incidence associé aux

éléments radiaux. Les arcs en pointillés correspondent aux relations d’incidence floues. .

Les 1-ancétres de la surface radiale SR3 sont les lignes radiales LRy, LRg et LR7, et
ses 0-ancétres sont les nceuds radiaux N Rs, NR3, NRy NRg, et NR7. La géométrie de

cette surface radiale doit donc étre contrainte par celle de tous ces éléments radiaux. .

Un premier exemple de construction d’un Soft Frame Model & partir d’'un modele struc-
tural synthétique (& gauche). La géométrie des nceuds radiaux et des lignes radiales est

affichée a droite.

Un autre exemple de construction d’un Soft Frame Model a partir d’'un modele structural
réel (modele TOTAL), représenté & gauche. La géométrie des nceuds radiaux et des lignes

radiales (avec une résolution uniforme) est affichée & droite.

Sur cette figure, les contraintes sur la triangulation sont matérialisées par des lignes
plus épaisses. Le front est représenté par les lignes rouges. Le point p encerclé, bien
qu’idéalement situé, n’est pas un candidat valide pour former un nouveau triangle avec

I’aréte a, car celui-ci intersecterait des arétes déja formées.

Un exemple de quadtree construit a partir d’un ligne polygonale fermée. Les cellules ont
été récursivement subdivisées en quatre de maniere a ce que chaque sommet de la ligne

soit contenu dans une seule cellule.

A gauche : la triangulation des points figurés en noir est de Delaunay car tous les
triangles ont un cercle circonscrit vide. A droite : le diagramme de Voronoi (en rouge)
en est un complexe cellulaire dual. Ses sommets sont les centres des cercles circonscrits
aux triangles (points blancs). Un point appartenant & la cellule de Voronoi associée au
sommet X;, figurée en bleu, est plus proche de x; que de tous les autres sommets. Celle
associée & x; est non-bornée car ce sommet est situé sur le bord de la triangulation,

c’est-a-dire sur I'enveloppe convexe de ses sommets.

En calculant une distance euclidienne a un ensemble de points donnés (en blanc), les
contours des cellules de Voronoise dessinent au niveau des zones d’égales distances entre

les couples de points (d’apres [Ledez 03]).

Dans une triangulation de Delaunay, tous les triangles ont un cercle circonscrit vide (&
gauche). Ceci implique que toutes les arétes ont au moins un cercle circonscrit vide (&
droite), et réciproquement. Notons qu’il n’est pas nécessaire de considérer les arétes du
bord de la triangulation, car il est toujours possible de leur trouver un cercle circonscrit

qui soit vide. .
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En haut : Les sommets (points blancs) d’un diagramme de Voronoi d’un ensemble de
points contenant des sous-ensembles dégénérés (ici 5 points sont cocycliques) correspon-
dent localement a la jonction de plus de 3 cellules (& gauche). La maillage dual n’est
alors pas entierement constitué de triangles (a droite). En bas : il existe donc plusieurs
triangulations de Delaunay de I’ensemble de points.

Deux méthodes incrémentales pour construire une triangulation de Delaunay. En haut :
une cavité est formée en éliminant du maillage le triangle contenant le point & ajouter
(en blanc), trois nouveaux triangles sont créés, et des changements de connexions sont
réalisés de maniere a ce que les triangles et les arétes soient de Delaunay. En bas : une
cavité est formée en éliminant du maillage tous les triangles contenant le point a ajouter
dans leur cercle circonscrit. .

Construction d’une triangulation de Delaunay par balayage. Les points sont classés par
coordonnée croissante selon l’axe horizontal. Les centres des cercles circonscrits aux
pseudo-triangles sont en blanc.

Méthodes de respect des contraintes dans un maillage de Delaunay (les éventuels points
de Steiner sont gris et encerclés en rouge). (A) : la contrainte & respecter dans la
triangulation est I’aréte rouge plus épaisse. (B) : approche par cassage des contraintes.
(C) : approche conforme. (D) : approche par forgage des contraintes.

Le triangle t est Contraint-Delaunay, car les points qui sont contenus dans son cercle
circonscrit (en pointillés) ne sont pas wvisibles depuis son intérieur, du fait de la présence
d’arétes de contrainte (lignes plus épaisses). L’aréte e est également Contraint-Delaunay,
car il est possible de lui trouver un cercle circonscrit qui ne contienne pas de points
visibles depuis son intérieur.

Principe de la triangulation par projection, avec de haut en bas : contraintes dans
Pespace tridimensionnel (ligne polygonale fermée), projection dans le plan moyen, tri-
angulation contrainte dans le plan moyen (les arétes de contrainte sont en rouge), et
retour dans I'espace tridimensionnel.

La fonction de paramétrisation inverse ® associe des points du complexe simplicial tridi-
mensionnel C' a des points du domaine paramétrique bidimensionnel D, et la fonction
de paramétrisation ®~! est son inverse (d’apres [Mallet 02]).

Principe du remaillage par patches d’une surface tridimensionnelle. La surface initiale
(un prisme) est fermée et ne peut donc pas étre paramétrisée de maniere conforme. C’est
le cas des 4 patches résultant de sa partition. Chacun peut étre remaillé indépendamment
dans un espace paramétrique (les contraintes sont en rouge et les nouveaux points en
blanc). L’'union des nouveaux maillages dans l’espace tridimensionnel forme le remaillage
final de la surface.

Allure générale du critere de taille ¢; choisi dans notre approche. Comme on peut le
voir, plus le parametre k est grand, et plus ¢; devient rapidement proche de 1. Le cas
k = 0 est une exception (voir équation 4.11). .

Quelques exemples de valeurs du critere de forme ¢y choisi dans notre approche. Les
lignes rouges plus épaisses matérialisent les frontieres entre deux patches adjacents.

A gauche, les compromis taille/forme acceptables (¢; < 0.5, (1 —¢;) < 0.5) sont associés
a des valeurs de ¢’ allant de 0 jusqu’a 1, ce qui est un intervalle trés large (voir équation
4.14). A droite, les mémes compromis sont beaucoup mieux discriminés, avec des valeurs

de ¢ comprises entre 0 et 0.25 (voir équation 4.15).
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Evolution du poids relatif des critéres de planarité (A), de forme (B) et de taille (C)
au cours du processus de partition en patches. Avec le temps, le nombre de patches
diminue, et le poids du critére de planarité (équation 4.10) devient constamment plus
fort. Au temps tq, il est méme le seul a étre pris en compte. Par ailleurs, 'aire des
patches ne fait également qu’augmenter, et a partir d’une certaine taille (temps t¢), le
critere ¢; ne devient plus discriminant (équation 4.11). Le poids du critére de forme

(équation 4.12), quant & lui, reste constant. On peut trés bien avoir aussi t1 < to.

Exemple de partition en patches d’une surface triangulée (modele UNOCAL). La surface
initiale figure en haut a gauche. Telle quelle, cette surface ne peut étre paramétrisée
simplement et rapidement de maniére conforme (en haut & droite, les lignes iso-u et
iso-v sont affichées). En bas & gauche, la surface est divisée en patches (ici 20), et les

paramétrisations obtenues sont valides (en bas & droite).

Un segment de contrainte (en pointillés) n’est pas présent dans la triangulation de De-
launay car son cercle circonscrit diamétral n’est pas vide (A). Ce segment est divisé en
deux nouveaux segments de contrainte, et un nouveau point est ajouté a la triangu-
lation. Ces deux segments sont accrochés a leur tour (B). Finalement, deux nouvelles

bissections permettent d’honorer les contraintes dans la triangulation (C). .

Le segment s; est accroché par l'extrémité va du segment so. Un nouveau point (en
noir) est donc ajouté en son milieu. Si ce nouveau point accroche & sont tour le segment
S2, alors une cascade infinie de bissections s’enchaine. Ceci ne peut arriver que si 'angle

¢ est inférieur a 45 degrés.

En haut : les trois regles de divisions de deux segments adjacents séparés par un angle
faible, selon que le rapport de longueur I /1y est supérieur a 2/3 (A), compris entre 1/3
et 2/3 (B), ou inférieur & 1/3 (C). En bas : I'application de ces régles permet d’éviter
les séquences infinies d’accrochages au niveau des angles faibles. Les autres accrochages

se reglent ensuite de maniere classique, par des bissections. .

Les triangulations matérialisant la géométrie des surfaces radiales se font chacune dans
un espace paramétrique différent. Ici, la ligne polygonale aux points blancs représente
la géométrie assignée a une ligne radiale d'un Soft Frame Model. Elle a deux parents
(dont un est flou), et chaque point blanc (dont les extrémités) a une image paramétrique

(encerclées en rouge) dans chacun des domaines associés. .

En haut : un épi a été détecté et résolu dans l'espace tridimensionnel au niveau de la
géométrie d’une ligne radiale (zone encerclée). Toutefois, dans le domaine paramétrique
D ou ses segments ont une image, des accrochages peuvent exister du fait de la distor-
sion de la paramétrisation. En bas : le méme épi est d’abord résolu dans le domaine
paramétrique D par insertion des deux points jaunes, qui sont aussi ajoutés dans le
domaine paramétrique D’. Un autre épi est résolu dans D’ par ajout des points bleus,
qui ont leur équivalent dans D”. Un troisieme épi est résolu dans D" par insertion du
point rouge, qui a lieu également dans D. Cette derniere insertion va provoquer des

bissections infinies des segments des trois épis. .
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En haut, les insertions de nouveaux points sur les segments se font en conservant les poids
des extrémités dans chaque domaine paramétrique. Ceci entraine des cascades infinies
de bissections (voir figure 5.5). En bas : les insertions de nouveaux points se font en
conservant les longueurs des segments incidents au centre des épis dans chaque domaine
paramétrique. Ceci regle le probleme des épis. Les divisions sont peu équilibrées, mais en
pratique, les longueurs d’un segment varient peu en fonction du domaine paramétrique,
ce qui limite ce phénomene. .

Principe du calcul des images paramétriques. Le graphe d’incidence des éléments radiaux
est a droite. Les lignes en pointillés représentent les relations d’incidence floues. La
surface radiale SRy n’est pas déterminée par rapport a la ligne radiale LR, donc 'image
paramétrique du noeud radial N Ry (en rouge) sur SRy est & I'intérieur de la surface So.
La ligne radiale LR est la seule par rapport a laquelle la surface SRy soit déterminée,
donc I'image paramétrique du nceud radial NRs (en vert) sur SRy est & 'intérieur d’un
bord de la surface Sy. La surface radiale SR; est déterminée par rapport aux deux lignes
radiales LR; et LR3, donc 'image paramétrique du nceud radial NR; (en rouge) sur
SRy est sur le bord d’'un bord de la surface S;. La surface radiale SRy est déterminée
par rapport a la ligne radiale LR;, donc I'image paramétrique du nceud p sur SRy est
a lintérieur d’un bord de S;. La surface radiale SRy n’est pas déterminée par rapport
a la ligne radiale LR, donc I'image paramétrique du noeud p sur SRy est a l'intérieur
de Ss. .

Le mauwvais triangle ¢ a été raffiné en insérant le centre de son cercle circonscrit dans le
maillage (A). Les nouvelles arétes créées (en pointillés) ont toutes une longueur supérieur
a Ry (B). Sion a Ry/d; > B, alors leur longueur est aussi supérieure & B.d;. .

Le centre p du cercle circonscrit & un mauwvais triangle accroche une aréte de contrainte.
Par conséquent, le point v est ajouté au maillage. On a alors 7, /ry, > V2/2. .

(A) : les segments s et s1 ne sont pas initialement accrochés. Le point p est ajouté au
maillage mais il accroche le segment sq. Le point milieu de sg est par conséquent ajouté
au maillage, mais ceci va provoquer I'accrochage du segment s1, et donc 'insertion de
son point milieu. Au final, les deux nouveaux segments ne sont pas accrochés. Cette
situation ne peut arriver que si ¢ < w/3. (B) : si tous les segments formant entre eux
des angles inférieurs ou égaux a 60 degrés ont la méme longueur [, alors la bissection de
I’'un provoque celle de tous les autres, et la plus petite aréte formée vaut alors r,,;, =
1. sin(Gmin/2).

Allure de la fonction de transfert f permettant d’associer une valeur de résolution
souhaitée aux valeurs d’une propriété p (cas d’une fonction croissante). Le parameétre
de finesse s (voir équation 5.13) caractérise la rapidité avec laquelle f atteint la valeur
de résolution associée au maximum de la propriété.

Sur cet exemple, les isovaleurs r = 1, r = 2, r = 5 et r = 8 de la résolution souhaitée
sont affichées. La résolution actuelle des triangles est donnée par le rayon de leur cercle
circonscrit. A gauche : la résolution souhaitée des triangles est obtenue en évaluant
la valeur de la carte de résolution au niveau des centres des cercles circonscrits (points
gris), et aucun d’eux (dont ¢) n’est raffiné. La résolution finale du maillage ne capture
alors pas toutes les variations de la carte de résolution. A droite : la résolution souhaitée
des triangles est obtenue en évaluant le minimum des valeurs la carte de résolution dans

le triangle (point rouge entouré), et le triangle ¢ est cette fois raffiné.
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6.1

Ce premier exemple concerne un horizon (en vert) affecté par trois failles branchées les
unes sur les autres. Tous les contacts sont pris en compte dans le Soft Frame Model

correspondant. .

Cette figure montre le résultat de deux remaillages du modele présenté dans la figure
5.13, effectués a partir de lignes radiales de résolutions différentes (avec un rapport de
5). L’image de droite montre un détail des triangulations obtenues avec la résolution la
plus fine. Noter la qualité des triangles et les contacts parfaits entre les surfaces dans

I’espace tridimensionnel, assurés par construction.

Ces deux autres exemples montrent des résultats obtenus sur des cas plus complexes,
avec de nombreux contacts et des angles faibles entre les segments de contrainte. Noter
la encore la qualité satisfaisante des triangles, et les contacts parfaits entre les surfaces

dans ’espace tridimensionnel. . . .

La propriété de distance utilisée pour guider la résolution du maillage est montrée en
haut. Au milieu figurent des exemples de raffinements obtenus avec, de gauche a droite,
une finesse de 0, —2 et —5. Comme on peut le voir, cet unique parametre permet de
faire varier tres simplement la rapidité avec laquelle les variations de résolution s’opérent.
Deux détails des maillages obtenus avec les finesses de 0 (& gauche) et —5 (& droite) sont
montrés en bas. La qualité de forme des triangles est moins bonne avec une finesse

élevée en valeur absolue, ce qui est tout a fait normal.

Exemples de mauvais raffinements obtenus par une approche différente, avec, de gauche
a droite, une finesse de 0, —2 et —5, guidés par la méme propriété que celle de la figure
5.16. 11 est notable qu’une fois que le raffinement a convergé, la carte de résolution n’est

pas satisfaite (ici, le cas de la finesse nulle est une exception). .

Sur cette surface, le raffinement est guidé par une contrainte analytique, radiale (parties

du haut et du bas) ou bien constante (autres parties de la surface).

Cette figure montre sur un cas tres simple les surfaces remaillées du Soft Frame Model
(a), et le modele volumique défini par frontiéres qui en est déduit (b), qui comprend
trois régions (c).

Cette figure montre un exemple de modele structural réel (modéle TOTAL), sur lequel
nous avons testé nos algorithmes. Les contacts sont nombreux et de nature variée. Le

modele est vu d’en haut a gauche, et d’en bas a droite. .

Cette figure illustre le bon fonctionnement de nos algorithmes de remaillage sur un cas
réel (modele TOTAL, voir figure 5.20). Deux détails des triangulations obtenues sont
montrés en bas. Noter le traitement des épis, la qualité des triangles et les contacts

parfaits entre les surfaces.

Construction d’un modele volumique défini par frontiéres (modeéle TOTAL) & partir des
surfaces remaillées du Soft Frame Model de la figure 5.20. Gréace aux informations de
contraintes, des ensembles connexes de triangles sont définis sur chaque surface, qui
peut étre divisée en parties cohérentes (en haut). La construction du modele B-Rep (30

régions) correspondant est ensuite instantanée (en bas).

Principe de du respect des contraintes par une approche paresseuse. Sur cette figure,
des ensembles connexes de 1, 2, 3 et 4 triangles de contrainte (en noir) sont représentés

dans la tétraédrisation par un autre ensemble de 1, 2 3 et 4 faces (en rouge).
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Le point p, centre du cercle circonscrit a tq, est inséré dans la triangulation. A gauche :
le triangle t4 ne sera pas éliminé par cette insertion car il est Constraint-Delaunay vis-
a-vis de ce point : il contient p dans son cercle circonscrit, mais sans que p soit visible
depuis son intérieur, du fait de la présence d’arétes contraintes (lignes plus épaisses). A

droite : les triangles t1, t5 et t3 ont été éliminés, et p ajouté au maillage.

A gauche : le triangle hachuré est B-mauvais et le centre de son cercle circonscrit
(point blanc) est ajouté & la triangulation. A droite : I'insertion a été faite de maniére
a préserver le caractéere Contraint-Delaunay de la triangulation (la ligne plus épaisse
matérialise une aréte de contrainte). Elle génére un triangle de forme encore moins
satisfaisante que le B-mauvais triangle initial. De plus, ce nouveau triangle ne pourra
pas étre éliminé par raffinement car il est Contraint-Delaunay vis-a-vis du centre de son

cercle circonscrit (point blanc).

Le triangle hachuré est Contraint-Delaunay vis-a-vis du centre (point blanc) de son cercle
circonscrit (en pointillés), du fait qu’une aréte de contrainte (ligne plus épaisse) bouche
la visibilité entre ce point et 'intérieur du triangle. Dans ce cas, le cercle circonscrit

diamétral & cette aréte (trait plein) contient nécessairement les 3 sommets du triangle.

Pour un tétraedre ¢ contenant le noceud x, la position idéale x> de ce sommet peut étre
vue comme un point de ’espace situé sur une ligne perpendiculaire & la face de t opposée
4 x (de longueur moyenne ! et de barycentre b) passant par b. La distance au point b

est fonction de . .

Quelques opérateurs topologiques. (A) Opérateur OP;. Son application n’est possible
que si la nouvelle aréte formée intersecte la face éliminée (point blanc). (B) Opérateur
OP3. Son application est toujours possible. (C) Opérateur OPS. Cet opérateur est en-
tierement déterminé par le choix d’une triangulation des sommets équatoriauz, différents

des extrémités de l'aréte éliminée (étape intermédiaire).

Visualisation des triangulations canoniques de p sommets (d’apres [Freitag 97]). En-
dessous de chaque triangulation figure le nombre de triangulations distinctes pouvant
étre obtenues par rotation. Le stockage de ces 13 triangulations canoniques permet de
représenter implicitement N3 + Ny + N5 + Ng + N7 = 64 triangulations différentes (voir
équation 6.3).

Sur cet exemple, les isovaleurs r = 1, r = 2, r = 5 et r = 8 de la résolution souhaitée
sont affichées. La résolution actuelle des triangles est donnée par le rayon de leur cercle
circonscrit. A gauche : la résolution souhaitée des triangles est obtenue en évaluant
la valeur de la carte de résolution au niveau des centres des cercles circonscrits (points
gris), et aucun d’eux (dont t) n’est raffiné. La résolution finale du maillage ne capture
alors pas toutes les variations de la carte de résolution. A droite : la résolution souhaitée
des triangles est obtenue en évaluant le minimum des valeurs la carte de résolution dans

le triangle (point rouge entouré), et le triangle ¢ est cette fois raffiné.

Les deux situations ou un point est inséré sur un simplexe de contrainte suite au raffine-
ment d’un mauvais triangle, hachuré sur la figure. A gauche : une aréte de contrainte
(ligne plus épaisse) bouche la visibilité entre I'intérieur du mauvais triangle et le centre
de son cercle circonscrit (point blanc). A droite : une aréte de contrainte est accrochée

par le centre du cercle circonscrit au mauvais triangle (point blanc).
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7.1

7.2

7.3

7.4

Résultat d’une tétraédrisation générée avec notre approche (modele TOTAL). En haut
a gauche figure le modele structural ayant servi a construire le Soft Frame Model. En
bas sont montrées une coupe transversale (& gauche) et longitudinale (& droite). Noter

la résolution homogene du maillage. Les couleurs correspondent aux régions. . . . . . 154

Effet de 'optimisation du maillage par basculements d’arétes. A gauche, seuls sont
affichés les tétraedres qui ont une valeur du critere R/r inférieure & 0.1 (dont les cerfs-
volants). A droite, seuls sont affichés les tétraddres qui ont une valeur du critere R/r
comprise entre 0.2 et 0.3. . . . . . . . . . . .. ... .10

Effet de l'optimisation du maillage par basculements de faces. Seuls sont affichés les
tétraedres qui ont une valeur du critére R/r inférieure & 0.1 (dont les cerfs-volants).

Comme on peut le voir, plus de 90 % d’entre eux ont été éliminés. . . . . . . . . . . 155

Un exemple de restauration équilibrée d’un bloc de faille. L’état actuel est a gauche, et
I’état restauré a droite. Noter que la partie supérieure du bloc a été mise a plat. La

tétraédrisation de gauche a été optimisée selon un critére de forme et de taille. . . . . . 155

Restauration équilibré du modele TOTAL (I’état restauré est en haut). L’horizon faillé
correspondant au toit des couches a été mis & plat. Une propriété de dilatation (un

invariant du tenseur des déformations) est affichée sur I’état restauré. . . . . . . . . . 156

Visualisation des surfaces initiales (& gauche) et des surfaces remaillées (& droite) du
modele GEOWATT. Les triangulations ont été optimisées selon des criteres de forme et
detaille. . . . . . . . . . .. e e e e 106

Génération d’une tétraédrisation pour une simulation thermique (modéle GEOWATT).
Une section du maillage est montrée en bas a gauche, ou 'on peut voir un raffinement
autour d’un puits. Un résultat de simulation figure en bas & droite (une propriété de
température est affichée). . . . . . . ... ..o Lo L L. 107

Avec un schéma distribué par éléments, la perméabilité k est constante dans chaque
tétraedre. Le flux attaché a la portion de la face duale de I’aréte (x;,x;) comprise dans
le tétraedre M, représentée en vert, dépend des valeurs de potentiel aux quatre nceuds

X;, Xj, X et x;, de leur géométrie, et de kpng. . . . . Lo oL o000 162

Avec un schéma distribué par points, la perméabilité kr(x,) est constante dans chacune
des régions de continuité de la maille M. Le flux attaché a la portion de la face duale de
l'aréte (x;,x;) comprise dans M, représentée en vert, dépend des valeurs de potentiel
aux noeuds de M, des valeurs de perméabilité associées, et de sa géométrie. Les points

de continuité sont enrouge. . . . . . . . . . ... . e e e e e e ... 163

Un exemple de grille d’écoulement tridimensionnelle de type Streamline-Pressure-Potential
(d’apres [Castellini 00-(1)]). Les lignes de courants et les isopotentielles sont a gauche,
et deux sections horizontales de la grille correspondante & droite. . . . . . . . . . . . 166

Dans le cas ou les perméabilités sont des valeurs scalaires, ’orthogonalité entre les arétes
du maillage primal et les faces des volumes de contréle correspondantes suffit a assurer
la k-othogonalité, que le schéma soit distribué par éléments (& gauche) ou par points
(a droite). Le dual d’une maille du primal est alors le centre de sa sphere circonscrite.

Chaque couleur correspond & un domaine ot la perméabilité est supposée constante. . . 167
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Avec un schéma distribué par éléments, si les tenseurs de perméabilité sont anisotropes
et symétriques, il est possible d’assurer une k-orthogonalité si les anisotropies ne sont pas
trop fortes. Chaque couleur correspond a un domaine ou la perméabilité est supposée

constante.

Que ce soit avec des perméabilités isotropes (& gauche) ou anisotropes (a droite), le
fait que les mailles du primal soient des simplexes de Delaunay n’assure en rien que
ceux-ci contiennent le centre de leur sphere circonscrite, et en pratique, parvenir a une
k-orthogonalité n’est pas toujours possible.

Principales étapes de construction d’un maillage non-simplicial non-structuré pour sim-
ulations d’écoulement (d’apres [Grosse 02]). (a) : Soft Frame Model de départ. (b) :
Résultat de la tétraédrisation du Soft Frame Model. (c) : Visualisation du maillage dual
de la tétraédrisation, sans les volumes de contréle non-bornés. (d) : Incorporation des

contraintes dans la grille d’écoulement.

Calcul des relations topologiques duales avec un modele de G-Carte (& gauche) et de
Carte (a droite). Les voisinages de type g sont en orange, ceux de type a; ou (1 en
bleu, et ceux de type as ou By en rouge (voir partie 1.1). . . .

Logiquement, un maillage dual, quel qu’il soit (ici il est PEBI, avec des perméabilités
isotropes donc), n’honore pas naturellement les contraintes du maillage primal, matéri-
alisées par les arétes noires plus épaisses.

Les contraintes sur le maillage primal sont les arétes noires plus épaisses (A). En général,
les sommets de ces contraintes sont dupliqués et le nouvel ensemble de points est remaillé
(B). Ensuite, le maillage dual est construit de manieére classique (C, D). Un résultat
quasi-identique est obtenu en dupliquant les points aprés la tétraédrisation, avec des
post-traitements spécifiques (E, F). Ceci évite un remaillage, et géneére des volumes de
controle sans faces dégénérées.

Un exemple bidimensionnel de prise en compte des contraintes dans le maillage dual
(modele TOTAL). . .

Un premier exemple tridimensionnel avec le modele synthétique XINGU, montrant a
gauche la tétraédrisation, et a droite le maillage obtenu par dual. Les nceuds et arétes
de contrainte situés sur les bords externes n’ont pas été pris en compte.

Quelques exemples de maillages non-simpliciaux completement non-structurés pour sim-
ulations d’écoulement.

Un exemple de maillage de référence constitué de polygones quelconques obtenus par
dual d’une triangulation de Delaunay (modele TOTAL). Le maillage a été raffiné en
fonction d’une propriété aléatoire définie sur une grille réguliere tres grossiere (voir
partie 5.2). Noter le respect des bords.

Construction d’un maillage de référence polygonal comme support d’une grille générée
par extrusion (modeéle TOTAL, & gauche). Les polygones de controle sont générés dans
un espace paramétrique, par dual d’une triangulation de Delaunay (avec comme com-
plément un lissage, en bas a gauche). Noter le respect des bords.

Un exemple de maillage de référence hybride, a base de quadrilateres et de polygones
(modele TOTAL). Noter la transition naturelle entre les deux types de mailles, et le
respect des bords de la surface. Comme on peut le voir, 'orientation des mailles struc-

turées est libre.
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Un exemple de champ de fibres (modeéle TOTAL). Noter que la direction des fibres suit
localement les failles (d’apres [Grosse 03]). .

Plusieurs exemples de grilles d’écoulement construites par extrusion d’'un maillage de
référence (modeéle TOTAL).

Un exemple schématique d’un module de puits (a gauche) et d’'un module cartésien (a
droite). Ces deux modules sont structurés. .

Vue d’une coupe longitudinale d’'un module de puits (voir figure 7.19), avec n, = 4 et
ng = 8. Avec notre approche, la topologie de ce module est rigoureusement identique a
celle d’'un module cartésien, c’est pourquoi des bords fictifs sont introduits (la géométrie
des noeuds gris est partagée).

Principe de construction de la géométrie des mailles primales d’'un module de puits.
Sur cette figure, les noeuds gris représentent les sommets des mailles primales du mod-
ule de puits situés sur la trajectoire du puits. Le diagramme de Voronoi de la ligne
polygonale joignant les milieux de deux nceuds gris consécutifs est également dessiné.
Les lignes noires plus épaisses représentent les plan dans lesquels sont distribués les
sommets des mailles primales du module. Si tous ces noeuds demeurent dans la bonne
région de Voronoi, alors il ne peut pas y avoir d’auto-intersection. .

Tllustration des intersections entre modules, sur ’exemple de deux modules cartésiens
(cas bidimensionnel). Les frontiéres des modules sont matérialisées par les lignes plus
épaisses. (A) Le module noir est prioritaire sur le gris, et sa zone de protection est
représentée par la ligne en pointillés. (B) Deux cellules du module gris ont été marquées
comme inactives car elles intersectent la zone de protection. (C) La frontiere du module
gris a été mise & jour. Les deux frontieres ne se recoupent plus, et leurs sommets peuvent
étre ajoutés a une triangulation.

Visualisation d’un module structural (a gauche) et de sa zone de protection (a droite),
sous la forme d’une propriété scalaire représentant la distance a la frontiere du module.
Seules les valeurs positives sont représentées. Comme on peut le voir, les distances nulles
ne sont pas situées sur la frontiere du module, car la distance a été décalée en fonction
de la valeur des rayons des spheres circonscrites équatoriales aux triangles.

Une approche possible du respect des contraintes, sur I’exemple d’un module cartésien.
Imaginons que les sommets de sa frontiere (points noirs) fassent partie d’une tétraédri-
sation. (A) La face hachurée n’est pas présente dans la tétraédrisation sous la forme
d’une union de deux faces de tétraédres. (B) La maille primale du module & laquelle
appartient la face est marquée comme inactive, et la frontiere du module est mise a
jour. Une autre face est détectée comme absente de la tétraédrisation. (C) La maille
correspondante a été marquée comme inactive. La frontiere est mise a jour, mais cela
implique cette fois-ci Pinsertion de deux nouveaux points dans la tétraédrisation (points
gris).

Analogue bidimensionnel du principe de génération des volumes de controle. Imaginons
deux modules cartésiens dont les sommets des frontieres font parties d’une triangulation.
(A) Les triangles situés a l'intérieur des modules sont retirés. (B) Calcul des centres des
mailles primales (points blancs). Ceux attachés aux triangles artificiels ou localisés a
Pextérieur d'un domaine d’intérét sont écartés. (C) Création des volumes de controle.
(D) Maillage modulaire hybride final. Il est encore possible de retirer quelques volumes

de contréle pour améliorer 'aspect de la grille. .
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Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire entre dans le cadre de la description et de la modéli-
sation informatique de domaines du sous-sol, discipline que ’on nomme souvent géologie
numérique. En particulier, il s’intéresse aux techniques de discrétisation des objets tridi-
mensionnels de sub-surface par des associations de primitives géométriques élémentaires,
appellées maillages. En géosciences, les bénéfices de l'utilisation de maillages comme
modeles volumiques sont multiples. Par exemple, leur visualisation par des moyens infor-
matiques permet de mieux comprendre ’agencement dans 1’espace des objets géologiques
du domaine d’étude, et de controler la validité des modeles réalisés. Par ailleurs, ils
constituent un excellent support pour la simulation numérique de différents phénomenes
physiques, et contribuent ainsi a une meilleure connaissance des propriétés mécaniques et
pétrophysiques du sous-sol. Par conséquent, les maillages sont tres largement utilisés dans
I'industrie pétroliere et miniere, ou la caractérisation des gisements joue un role critique.

Ce mémoire traite de certains problemes liés a la génération de maillages tridimension-
nels, que nous souhaitons flexibles, ¢’est-a-dire constitués d’unions d’éléments variables en
forme et en taille:

Dans la premiere partie, en préambule a la mise au point proprement dite d’algorithmes
de génération de maillages, les Chapitres 1 et 2 présentent respectivement quelques notions
générales relatives aux maillages (et notamment leur représentation informatique), et les
différentes applications auxquelles ils peuvent étre destinés en géosciences. Le Chapitre
3 caractérise quant a lui les données a disposition pour mailler le domaine d’étude, et
dégage une méthodologie qui nous permettra d’assurer plus tard la validité topologique,
géométrique et applicative des maillages que nous construirons.

La deuxieme partie aborde les techniques de remaillage automatique de surfaces tridi-
mensionnelles. Le Chapitre 4 propose tout d’abord un procédé permettant de simplifier le
probleme en se placant dans un contexte bidimensionnel. Le Chapitre 5 justifie et décrit
ensuite 'approche que nous suivons pour construire des triangulations contraintes pour
ces surfaces. En particulier, il explique la maniere avec laquelle nous assurons la conver-
gence de nos algorithmes, garantissons une qualité minimale des triangles, ou controlons
de maniere fine leur taille (et donc leur nombre).

Enfin, la troisieme partie s’articule autour de la génération de maillages pour les do-
maines volumiques du sous-sol. Le Chapitre 6 traite tout d’abord des tétraédrisations
contraintes, et montre la encore comment nous procédons, que ce soit lors de la généra-



tion elle-méme du maillage, ou grace a l’application de post-traitements appropriés, pour
garantir une forme satisfaisante aux mailles. Il y est aussi décrit un moyen d’optimiser
la taille des tétraedres en fonction de plusieurs contraintes. Des résultats de différentes
applications réalisées sur ces maillages attestent ensuite de leur validité. A ce titre, les
simulations d’écoulement sont 1’objet du Chapitre 7, qui explique pourquoi et comment
les grilles utilisées dans ce contexte doivent étre adaptées a la physique du probleme,
et présente en conséquence un ensemble d’algorithmes de construction de maillages non-
simpliciaux que nous estimons adaptés.



Partie 1

Les maillages comme outils de
modélisation






Chapitre

Définitions et caracterisations des maillages

Ce chapitre de synthese est consacré aux maillages, objets fondamentaux de notre travail.
Une premiere partie s’attache a la description de leur géométrie et de leur topologie, puis,
d'un point de vue algorithmique, plusieurs modeles informatiques de représentation de
maillages sont abordés.

1.1 Qu’est-ce qu’un maillage ?

La génération de maillages releve de la géométrie algorithmique, discipline qui s’intéresse
a la conception et I'analyse d’algorithmes pour la résolution de problemes géométriques.
Cette discipline, comme beaucoup d’autres, a son jargon, et le but de cette partie est avant
tout de préciser la définition de quelques termes indispensables a la compréhension des
parties suivantes (parties I et III). Les maillages y sont d’abord décrits comme des entités
géométriques, en se focalisant volontairement sur la notion de simplexe, puis topologiques.

1.1.1 Définitions et propriétés géométriques des mailles
Notions de maille, de polytope

Mailler un domaine de €2 de dimension n revient a le décomposer en plusieurs sous-
ensembles géométriques plus simples 2; de dimension n appelés mailles (ou éléments),
chacun reliant un nombre variable de points arbitraires de ’espace appelés neuds. Par
ailleurs, si la maille €2; connecte n; noeuds Xg, X, ..., Xn, -1, alors {); est dite conveze si elle
correspond au sous-espace engendré par toutes les combinaisons linéaires (v, V1, ..., Vn;—1)
des noeuds x;, (équation 1.1) :

k=n;—1

l; Vi Xk (11)

3
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Figure 1.1 Un exemple de 3-polytope & 17 facettes.

ou les v sont des réels tous positifs ou nuls tels que leur somme soit égale a 1. Ainsi,
2; est convexe si elle contient tous les segments (xj,X;) connectant un couple de noeuds
distincts de la maille. Les mailles convexes de dimension n sont appelées n-polytopes.
Dans le cas particulier des dimensions 2 et 3, les polytopes sont respectivement des poly-
gones et des polyedres convexes (voir figure 1.1).

D’une maniere générale, les intersections d’un n-polytope avec un hyper-plan H sont
des sous-ensembles de dimensions comprises entre 0 et (n — 1). Si ces intersections sont
non-vides et que le n-polytope est entierement inclus dans un des deux demi-espaces
délimités par H, alors les intersections sont appelées faces du n-polytope [Boissonnat 95].
Celles-ci sont également des polytopes, et donc convexes. Les O-faces sont dénommées
sommets, les 1-faces segments, et les 2-faces facettes.

Figure 1.2 Les principaux 2- (en haut) et 3-polytopes (en bas) utilisés dans notre travail, avec, de
gauche a droite et de haut en bas : un triangle, un quadrilatere, un polygone quelconque, un tétraedre,

un hexaedre, un prisme (& base triangulaire), un polyedre quelconque.

Un maillage est donc un modele discret de 2. Il existe une infinité de maillages d'un
méme domaine, car les mailles peuvent varier en taille, ¢’est-a-dire en nombre, et en forme,
comme le montre la figure 1.2. En géosciences, les domaines d’étude sont généralement
bidimensionnels (failles, horizons géologiques, discontinuités) ou tridimensionnels (couches
du sous-sol, lentilles ou domes de sel, tunnels, ...), et dans l'industrie, les mailles les plus
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fréquemment utilisées sont alors les triangles, les quadrilateres (n = 2), et leur homo-
logue, les tétraedres et les hexaedres (n = 3). Les polygones et polyedres de complexité
supérieure sont quant a eux plus rares.

Les simplexes, des mailles particulieres
Définition

Dans un espace de dimension n, un n-simpleze est un n-polytope formé de (n+ 1) nceuds.
Un n-simplexe est donc également 1’enveloppe convexe de (n + 1) points indépendants de
I’espace. Toutes les faces d’un simplexe sont des simplexes de dimensions inférieures. Le
nombre Fj, de faces de dimension k (k < n — 1) d'un n-simplexe vaut (équation 1.2) :

[ n+1) (n+1)!
Fk—<k+1>_(n—k)!><(k;+1)! (1.2)

Comme le montre la figure 1.3, les O-simplexes sont des points, les 1-simplexes des
segments (2 sommets), les 2-simplexes des triangles (3 sommets et 3 segments), et les 3-
simplexes des tétraedres (4 sommets, 6 segments et 4 facettes). La génération des maillages
simpliciaux est abordée en détail par la suite (voir parties II et I1T). Pour I'instant, notons
seulement que les simplexes sont plus attractifs que les polytopes quelconques, car d’un
point de vue algorithmique ils sont plus faciles a générer, mais aussi parce qu’ils possedent
de nombreuses propriétés géométriques intéressantes.

Figure 1.3 Les simplexes de dimension 0, 1, 2 et 3 sont respectivement (de gauche & droite) les

points, les segments, les triangles et les tétraedres.

Mesure de Lebesgue et simplexes dégénérés

La mesure de Lebesgue p; d'une maille €2; regroupe les notions de longueur, d’aire ou
de volume pour les étendre a des dimensions quelconques. En dimensions 2 et 3, cette
mesure n’a de sens que pour des polygones et des polyedres fermés. Pour un n-simplexe
S,, formé des nceuds (xg, X1, ..., X,,), la mesure de Lebesgue s’écrit de la maniere suivante
(équation 1.3), avec x;, le vecteur de coordonnées (x}, z3, ..., T}) :
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Ty T zy 1
1o vy 1
pur(Sn) = — x det , , (1.3)
n! : :
i " 1

N

A elle seule, la mesure de Lebesgue ne peut pas servir de critere permettant d’évaluer
la taille ou la forme de mailles quelconques. Toutefois, lorsqu’elle est nulle, cette mesure
correspond a une catégorie précise de mailles dites dégénérées. Dans le cas particulier des
simplexes, une condition nécessaire et suffisante de dégénérescence est la non-inversibilité
de la matrice décrite dans I'équation 1.3, et ceci correspond au fait que ses sommets
(c’est-a~dire ses faces de dimension 0) soient tous dans le méme hyper-plan. Par exemple :

e Un segment est dégénéré si ses deux sommets sont confondus.

e Un triangle est dégénéré si ses trois sommets sont situés sur une méme ligne (cas de
colinéarité) ou bien confondus.

e Un tétraedre est dégénéré si ses quatre sommets sont situés dans un méme plan (cas
de coplanarité), colinéaires ou bien confondus, comme le montre la figure 1.4.

De telles mailles sont responsables de fortes instabilités numériques, et doivent donc
étre proscrites dans la mesure du possible [Bern 99]. D’un autre coté, il est possible de
définir un n-simplexe régulier, simplexe dont toutes les 1-faces sont de méme longueur.
Cette notion n’est évidemment valable que pour n > 2, mais elle correspond a la forme
optimale du n-simplexe, indépendamment de la notion de taille.

Figure 1.4 Un exemple de tétraedre dégénéré. Son volume est presque nul, car ses quatre sommets

sont approximativement coplanaires.
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Criteres de forme des simplexes

Intuitivement, un n-simplexe a une forme d’autant moins satisfaisante qu’il se rapproche
d'une de ses formes dégénérées, et qu’il s’éloigne de sa forme réguliere. Mais comment
évaluer rigoureusement et de maniere analytique la beauté d’un simplexe ? De nom-
breux criteres peuvent étre proposés pour estimer les qualités relatives des simplexes
([George 99], [Edelsbrunner 01], [Cheng 02]). En regle générale, un critére valide doit
étre une fonction continue, invariante par translation, rotation, réflexion et homothétie
du simplexe [Labbé 99]. De plus, il doit étre borné et présenter deux extrema, un pour
toutes les formes de simplexes dégénérés, et un autre pour le simplexe régulier (il peut aussi
bien étre une fonction croissante que décroissante de 1'état de dégénéresence du simplexe).

La plupart des définitions des criteres de forme d’un n-simplexe font intervenir des
données géométriques simples, comme sa mesure de Lebesgue (longueur, aire, volume)
ou celle de ses faces (qui sont toutes des simplexes), les angles entre faces adjacentes, ou
bien encore les rayons des hyper-spheres® inscrites ou circonscrites au simplexe (voir figure
1.5). Pour prendre I'exemple des triangles (n = 2) et des tétraedres (n = 3), les critéres
les plus fréquents sont les suivants :

e Rapport entre le rayon R de la sphere circonscrite au simplexe et la longueur [ de
son plus petit segment (¢; = R/I). Ce critere varie dans les intervalles [v/3/3 ~
0.577,4-00] pour n = 2, ou [v/6/4 ~ 0.612, +00] pour n = 3, et est minimal pour
les simplexes réguliers. Non seulement ce critere n’est pas borné, mais il est aussi
de valeur finie pour un type particulier de tétraedre dégénéré, appelé cerf-volant,
ou sliver en anglais ([Shewchuk 97|, [Li 00-(1)]), comme le montre la figure 1.5. Ce
critere n’est donc théoriquement pas valide. Toutefois, pour de toutes autres raisons
qui sont détaillées plus tard, il est tres fréquemment utilisé.

e Rapport entre la longueur L du plus grand segment du simplexe et le rayon r de sa
sphere inscrite (c; = L/r). Ce critére varie dans les intervalles [21/3 ~ 3.464, +o00]
pour n = 2, ou [2\/6 ~ 4.899, +00] pour n = 3, et est minimal pour les simplexes
réguliers. Méme s’il n’est pas borné, ce critére est infini pour tous les types de
tétraedres dégénérés, sans exception, ce qui le distingue de ¢;. Son inverse, quant a
lui, est borné, et donc valide.

e Rapport entre le rayon r de la sphere inscrite au simplexe et le rayon R de sa sphere
circonscrite (c3 = r/R). Ce critere varie entre [0,1/2 = 0.5] pour n = 2, ou [0,1/3 ~
0.333] pour n = 3, et est maximal pour les simplexes réguliers, contrairement aux
deux précédents. De plus, il est borné et minimal pour tous les types de simplexes
dégénérés, ce qui en fait un critere tout a fait valide, d’ailleurs assez fréquemment
employé [Labbé 99].

e Minimum des angles (; entre tous les couples de (n — 1)-faces adjacentes d'un n-
simplexe (¢; = min;{¢;}). Ce critere varie dans les intervalles [0, /3] pour n = 2, ou
[0, arccos(1/3)] pour n = 3, et est maximal pour les simplexes réguliers. Toutefois,

'Extension des cercles et des spheres & des dimensions quelconques.
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ce critere ne permet pas de discriminer les tétraedres dégénérés a trois arétes courtes,
en forme d’aiguilles, appelés needles [Labbé 99] (voir figure 1.5). Il peut donc étre
également considéré comme invalide.

C

Figure 1.5 Criteres de formes des simplexes. (A) : principales mesures utilisées pour quantifier la
forme d’un simplexe (cas d’un triangle). (B) : un cerf-volant est un tétracdre dégénéré sans arétes courtes,
dont les quatre sommets sont sub-coplanaires. (C) : une aiguille est un tétraédre dégénéré a trois arétes

courtes, ou il n’existe pas d’angles faibles entre ses faces.

Il existe bien stir un tres grand nombre d’autres criteres (voir par exemple [Djidjev 00]),
sans qu’il soit cependant possible de dire que I'un soit meilleur que les autres. En effet, tous
les criteres valides peuvent étre considérés comme équivalents ([Labbé 99], [Freitag 02]).
De plus, un critere invalide (comme ¢; ou ¢4) n’est pas obligatoirement a rejeter. Par
exemple, le critere ¢; est particulierement bien adapté a certains algorithmes de génération
de maillages de simplexes (voir partie 5.2).

Critéres de taille des simplexes

De nombreuses applications nécessitent également de pouvoir quantifier la taille des mailles
(souvent dénommée résolution du maillage?). Comme pour la forme, celle-ci est mesurée
en comparaison avec ce qu’elle devrait étre idéalement, information supposée connue et
continue sur le domaine maillé Q [Li 00-(2)]. Ces spécifications en taille sont généralement
obtenues grace a des contraintes définies par 'utilisateur, souvent dictées par 'application
a laquelle se destine le maillage. En effet, les contraintes de résolution visent en général a
capturer les variations de géométrie du domaine €2, ou alors les variations d’un phénomene

2La résolution du maillage ne correspond pas forcément 3 la taille des mailles. Elle peut aussi étre
définie par la taille des segments des mailles ([Borouchaki 97-(1)], [Frey 99], [Remacle 02]).
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physique que le maillage modélise ([Borouchaki 97-(2)], [Edwards 98], [Remacle 02]).

La carte de résolution a laquelle le maillage doit s’adapter est stockée sur un support
discret qui permet d’estimer les résolutions souhaitées. Ce maillage d’arriere-plan (back-
ground mesh en anglais) est soit le maillage lui-méme ([Frey 99], [George 99]), soit un
autre maillage, englobant le domaine maillé 2 [Zhu 02]. Les valeurs de résolution qu’il
contient sont des valeurs scalaires, ou bien des métriques, ce qui autorise un controle de la
taille des mailles dans plusieurs directions de l'espace ([Borouchaki 97-(1)], [Lo 01]). En
général, une simple interpolation linéaire des valeurs de résolution aux nceuds du maillage
d’arriere-plan permet d’obtenir la résolution désirée en n’importe quel point du domaine.
Toutefois, des schémas plus performants peuvent étre adoptés, comme une interpolation
aux voisins naturels [Owen 99-(1)].

Si les contraintes de résolution sont isotropes (c’est-a-dire que les valeurs souhaitées
sont sous la forme d’un champ scalaire continu), la taille d'un n-simplexe S,, de forme
raisonnable s’approxime par exemple tres bien par le rayon R de sa sphere circonscrite.
Le critere de taille r; suivant est donc parfaitement valide (équation 1.4) :

R
~ BM(c)

avec c le centre de la sphere circonscrite a S,, et BM (x) la fonction évaluant la résolu-
tion souhaitée au point x du domaine €2, définie dans le maillage d’arriere-plan [Li 00-(2)].

re(Sn) (1.4)

1.1.2 Les maillages vus comme des graphes
La topologie, complément indispensable a la géométrie

Le nombre et la géométrie des nceuds d’un maillage ou d’un n-polytope ne constituent pas
des données suffisantes pour une description complete, car il est également indispensable
de connaitre la maniere dont les mailles et leurs faces sont connectées entre elles. En effet,
la tres grande majorité des algorithmes basés sur des maillages nécessitent de pouvoir
accéder aux relations de voisinage qui existent au sein des mailles ou de leurs faces. Ces
informations font intervenir deux notions principales [Boissonnat 95] :

e Une p-face et une (p — 1)-face d’'un n-polytope sont incidentes si 'une est incluse
dans lautre (voir figure 1.6), autrement dit si la (p — 1)-face représente le bord de
la p-face (1 <p <n-—1).

e Deux p-faces d’un n-polytope sont adjacentes si elles sont incidentes a la méme
(p — 1)-face du polytope (1 < p < n — 1), et de méme, deux n-polytopes sont
adjacents s’ils sont incidents a la méme (n — 1)-face du maillage (voir figure 1.6).

Les relations d’incidence et d’adjacence au sein des mailles et du maillage constituent
leur topologie, qui est donc une description de leur structure combinatoire. Géométrie et
topologie peuvent tout a fait étre considérées indépendamment : pour une géométrie don-
née (nombre et position des noeuds dans I'espace), plusieurs topologies sont possibles, et
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réciproquement, pour une topologie donnée (combinaison des faces), plusieurs géométries
sont également possibles. Ces deux entités sont donc nécessaires pour une description
véritablement complete.

Figure 1.6 Les faces N; et A; sont incidentes car la premiére est le bord de la deuxieme, et il en
est de méme pour les faces Ny et Ay. Les polygones P; et P, sont adjacents car ils sont tous les deux

incidents a la face A;.

Descriptions des connexions intra- et inter-mailles

Considérons maintenant un maillage d’'un domaine €2 de dimension n comme une partition
cellulaire, ¢’est-a-dire comme un ensemble fini de p-cellules (0 < p < n), ou :

1. les n-cellules représentent les n-polytopes du maillage et les cellules de dimensions
inférieures leurs faces (qui sont, rappelons-le, également des polytopes),

2. une intersection non-vide entre deux p-cellules (1 < p < n) est une (p — 1)-cellule
qui est une face commune aux deux p-cellules,

3. chaque p-cellule (0 < p < n — 1) constitue la face d'une (p + 1)-cellule.

Ainsi définie, la partition cellulaire est un complexe cellulaire pur. On parle de complexe
cellulaire si la troisieme condition n’est pas vérifiée [Boissonnat 95]. Décrire la topologie
du maillage revient ainsi a représenter de maniere complete les structures combinatoires
des cellules du complexe.

Les relations d’incidence et d’adjacence entre cellules peuvent étre représentées facile-
ment par des graphes, un graphe étant un couple (N, A) ou N est un ensemble fini
d’éléments appelés neeuds et A un ensemble de couples de nceuds appelés arcs. Pour
décrire les relations d’incidence, il suffit de faire correspondre chaque noecud a une p-
cellule (0 < p < n), chaque arc reliant une p-cellule a une des (p — 1)-cellules auxquelles
elle est incidente (ce qui définit le graphe d’incidence de la maille ou du maillage), comme
le montre la figure 1.7. De méme, il est possible d’imaginer un graphe d’adjacence com-
portant un nceud pour chaque cellule, et un arc pour toutes les paires de cellules adjacentes.
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Figure 1.7 Un 2-complexe cellulaire (en haut) et son graphe d’incidence (en bas). Chaque arc du

graphe lie deux cellules du complexe qui sont incidentes.

Le graphe d’incidence d’une partition ou d’un complexe cellulaire suffit a lui seul pour
décrire entierement sa topologie, car 'adjacence est définie par les relations d’incidence.
La représentation informatique de la topologie des maillages est donc souvent logique-
ment basée sur le codage du graphe d’incidence [Lévy 99]. Toutefois, lorsquune telle
représentation est utilisée, retrouver les cellules incidentes a une cellule donnée nécessite
la parcours de tout le graphe, ce qui s’avere pénalisant. Des représentations plus élégantes,
comme celles abordées par la suite dans la partie 1.3 de ce chapitre, sont alors adoptées
en pratique (voir par exemple [Lienhardt 89]).

Notion de maillage dual

Considérons un complexe cellulaire C' de dimension n, et soient £}, ses cellules de dimension
p (0 < p < n). Nous l'avons vu, C' peut étre représenté par un graphe d’incidence, mais
au sens de la théorie de graphes, il admet également un graphe dit dual. Ce graphe est tel
qu'’il existe une bijection ¢ entre ses noeuds et ceux du graphe initial (que nous qualifierons
de primal), o les relations d’inclusions sont inversées [Boissonnat 95]. Rappelons que les
nceuds du graphe primal correspondent aux F,. Comme ¢ est une bijection, le graphe dual
comporte autant de noeuds qu’il y a de F},, et chacun correspond a une cellule F, = ©(F,)
(0 < ¢ < n) d'un complexe cellulaire dual C’, également de dimension n. Ainsi, pour
toutes les cellules de dimension p de C, il est possible d’écrire la relation suivante (relation
1.5) :

Fy1 CFy & p(Fy) Co(Fp-1) (1.5)

De plus, I'image par ¢ ou son inverse ¢~ d’une cellule de dimension p est nécessaire-
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ment une cellule de dimension (n — p). Notons par ailleurs que l'opération de dualité
ne change pas les relations d’incidence qui existent entre les cellules : si deux cellules
du complexe cellulaire primal C' sont incidentes, alors les deux cellules correspondantes
du complexe dual C’ le sont également (voir figure 1.8). Il en découle que les relations
d’adjacence sont aussi conservées. Autrement dit, les graphes d’incidence et d’adjacence
d’un maillage et de son dual sont isomorphes, et équivalents du point de vue combinatoire
[Boissonnat 95].

A
P1 Pl - n=2
A1| |A2| |A3| |A4| |A5| |As| |A7| |A8| [Ag| - L--n=1
N3| |N2| [N1| [Na| |Ng| |N7| [Ne| [N5| - - n=0
A
P3| |P2| |P1| |P4| |P8| |P7| |Pg|l [P5| - =2
A1 |A2| |A3| |[A4| |A5| |As| |A7| |A8| |Ag| - --n=1
N'1 ] E— - n=0

Figure 1.8 Le graphe d’incidence d'un complexe cellulaire (en haut) détermine entierement celui
de son dual (en bas). Le dual d’une cellule P; (dimension 2) est une cellule N/ (dimension 0), celui d’une
cellule A; (dimension 1) est une cellule A} (dimension 1), et celui d’une cellule IV; (dimension 0) est une
cellule P/ (dimension 2). Si deux cellules du complexe cellulaire sont incidentes, alors leur dual le sont

aussi.

La encore, la notion de maillage dual n’a qu'une signification topologique, et a un
maillage primal de dimension n donné, il est possible d’associer plusieurs maillages duaux,
chacun ne différant des autres que par la géométrie de ses noeuds (qui sont le dual des
cellules primales de dimension n). En dimension 2 ou 3, il est possible d’imaginer par
exemple un dual barycentrique, ou le dual des polygones ou des polyedres constituant le
maillage primal serait leur barycentre, mais d’autres types d’opérations de dualité seront
présentées plus tard, dans le chapitre 7.
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1.2 Classifications des maillages

La partie précédente (partie 1.1) a montré que les maillages et les mailles qui les con-
stituent sont des objets a la fois géométriques (nombre et position des noeuds dans 'espace)
et topologiques (connexions intra- et inter-mailles), sans qu’aucun de ces deux aspects ne
puisse étre considéré indépendamment sans rendre la description du maillage incomplete.
Ainsi, un maillage a géométrie fixée peut avoir plusieurs topologies, et réciproquement,
une méme topologie peut tout a fait correspondre a plusieurs géométries. Ces consid-
érations sont a la base des distinctions qui sont souvent faites entre différents types de
maillages, auxquelles cette partie est consacrée. En particulier, la notion de maillage
non-structuré, objet central des parties suivantes (parties II et III), y est introduite.

1.2.1 Distinction topologique : maillages structurés et non-struc-
turés

Qu’est-ce que la structure d’un maillage ?
Définitions

La distinction entre maillages structurés et non-structurés se base uniquement sur des
criteres topologiques. Une premiere définition consiste a dire que les voisins d’un noeud
d’un maillage structuré s’obtiennent tres facilement grace a de simples transformations
(comme des additions par exemple), et que ce n’est pas le cas pour les nceuds d’un mail-
lage non-structuré. Ceci se formule également de la maniere suivante : si a chaque noeud
d’un maillage structuré sont associés les n indices (ug, u1, ..., u,_1), alors les m voisins d’'un
nceud sont les neeuds d’indices (ug+v, ug +vi, ..., up_1+07_4), ott les {v, vi, ..., v%_;} sont
m ensembles de n entiers, identiques pour chaque noeud du maillage et caractéristiques
d’un schéma topologique élémentaire se répétant dans tout le maillage (voir figure 1.9).
Ansi, il n’est pas nécessaire de stocker la topologie d’un maillage structuré, elle est en
quelque sorte tmplicite.

Les données topologiques d'un maillage non-structuré, quant a elles, doivent impérative-
ment étre stockées en permanence : chaque noeud connait explicitement la liste de ses
voisins. Une conséquence directe de ces définitions est que le cout mémoire impliqué par
I'utilisation d’un maillage non-structuré peut devenir rapidement tres pénalisant. En re-
vanche, I’espace mémoire nécessaire a la représentation informatique d’un maillage struc-
turé est pratiquement nul.

Discussion

Ces définitions ne discriminent toutefois que les vrais maillages structurés et les vrais mail-
lages non-structurés. En effet, certains maillages, que nous qualifierons de semi-structurés,
échappent a cette dichotomie. Comme les maillages structurés, ces maillages présentent
un schéma topologique élémentaire, ce qui évite un stockage de tous les noeuds et de leur
connectivité ; cependant, ce schéma n’a pas de structure et nécessite a lui seul un stockage
de type non-structuré, comme le montre la figure 1.9. Le cotit mémoire de tels maillages
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Figure 1.9 Représentations schématiques de la structure d’un maillage (cas bidimensionnel). En
haut : un maillage structuré a base de triangles. Un noeud d’indices (u,v) a pour voisins les noeuds
d’indices (v — 1,v), (u,v — 1), (v + 1,v), (u,v +1), (v — 1,0+ 1) et (u+ 1,0 —1). Au milieu : un
maillage semi-structuré polygonal (& gauche). Les voisins de chaque noeud s’obtiennent au travers de
leur homologue dans le schéma topologique élémentaire (en rouge, & droite). En bas : un maillage

non-structuré polygonal.

n’est donc ni nul, ni maximal.

A coté des considérations liées & 'espace mémoire nécessaire au stockage de la topolo-
gie, les avantages et inconvénients de la structure d’un maillage seront abordés en détail
dans les chapitres suivants, au regard des applications auxquelles il se destine. Précisons
seulement pour l'instant que d’une maniere générale, les maillages non-structurés sont
considérés comme beaucoup plus flezibles ([Verma 96|, [Owen 98], [Fleischmann 99]).

Types des mailles et structure du maillage

Remarquons tout d’abord que tous les nocuds d’un maillage structuré au sens strict ont
le méme nombre de voisins. Cette condition est nécessaire mais néamoins non suffisante :
en effet, un maillage semi-structuré ou non-structuré peut tres bien satisfaire cette pro-
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priété. Par ailleurs, un maillage formé par des éléments de type variable (c’est-a-dire par
des mailles dont le nombre de noeuds varie au sein du maillage), que nous qualifierons
par la suite d’hétérogene ou d’hybride, n’est bien sur jamais considéré comme vérita-
blement structuré. Un maillage homogene, quant a lui, peut étre aussi bien structuré,
semi-structuré que non-structuré. Il apparait donc que les types des mailles d’un maillage
n’ont aucune conséquence sur sa structure.

Cependant, dans I'industrie, les formes les plus communes de maillages structurés sont
celles a base de quadrilateres (mailles bidimensionnelles & quatre nceuds) et d’hexaedres
(mailles tridimensionnelles a huit nceuds), ou tous les noeuds ont respectivement quatre
et six voisins. L’utilisation de simplexes ou de polytopes quelconques comme éléments
de base de ce type de maillage est quant a elle tres rare, méme si rien ne l'interdit. Ces
mailles se rencontrent en revanche tres fréquemment dans les maillages non-structurés,
les maillages de simplexes en étant les représentants les plus répandus.

1.2.2 Distinction géométrique : maillages réguliers et irréguliers
Quelle modalité de stockage de la géométrie des noeuds ?

La régularité d'un maillage se définit exactement de la méme maniere que sa structure, en
prenant cette fois-ci comme facteur discriminant la modalité de stockage de la géométrie
des noeuds, c’est-a-dire leur position dans Iespace. Ainsi, dans un maillage régulier, la
géométrie d’un noeud auquel ont été associés les n indices (ug, u1, ..., u,—1) s’obtient facile-
ment par une simple formulation analytique faisant intervenir ces indices, et elle est alors
qualifiée d’implicite. En revanche, pour un maillage irrégulier, la position des nceuds doit
étre stockée explicitement et en permanence. De méme, il existe des maillages que nous
qualifierons de semi-réguliers, pour lesquels le stockage de la géométrie est certes restreint,
sans pour autant étre inexistant (voir figure 1.10).

v A “

Y

Figure 1.10 Représentations schématiques de la régularité d’un maillage. (A) : un maillage

non-structuré régulier. (B) : un maillage structuré semi-régulier. (C) : un maillage structuré irrégulier.
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En regle générale, le stockage de la géométrie d’un noeud est moins cotiteux que celui de
son voisinage. Les conséquences liées a ’encombrement mémoire d’'un maillage irrégulier
sont donc moins critiques que celles d'un maillage non-structuré. De plus, comme nous
I’avons déja dit, topologie et géométrie d’un maillage sont deux données parfaitement
indépendantes : un maillage régulier, irrégulier ou semi-régulier peut donc étre tour a
tour structuré, non-structuré ou bien encore semi-structuré, la topologie étant conservée
lors de modifications purement géométriques et réciproquement.

Avantages et inconvénients de la régularité
Optimisations

Un des avantages immédiats de la régularité d'un maillage réside bien sur dans le faible
encombrement mémoire induit par le stockage de la géométrie des noeuds. Ainsi, de
nombreux algorithmes sont plus performants lorsqu’ils sont réalisés sur des maillages
réguliers, car I'utilisation de systemes de coordonnées appropriés permet des acces tres
rapides aux positions des noeuds dans 1'espace, et simplifie souvent les calculs ([Palagi 91],
[Heinemann 94]) : citons par exemple les algorithmes de rastérisations d’objets dans des
maillages, les calculs d’intersections, ou encore de distances [Ledez 03].

Gestion des interfaces du domaine d’étude

Cependant, les maillages réguliers ne peuvent évidemment pas capturer toute la complex-
ité du domaine d’étude €2 qu’ils modélisent, et a plus forte raison dans le domaine des
gésosciences, ou il est important d’avoir une image correcte des interfaces du domaine.
En effet, celles-ci ont en général une géométrie irréguliere, incompatible avec un maillage
régulier. Pour cette raison, dans ce type de maillage, la représentation des interfaces du
domaine par des faces de mailles implique souvent des approximations tres grossieres (dis-
crétisations dites stair-stepped), pénalisantes du point de vue de la précision des calculs.

Manque de flexibilité

Les maillages irréguliers et dans une moindre mesure les maillages semi-réguliers four-
nissent quant a eux des représentations plus précises de la géométrie du domaine maillé.
Par ailleurs, ils sont mieux adaptés a la simulation de processus physiques car ils au-
torisent des variations de densités de nceuds au sein du maillage (indépendamment de sa
structure), ce qui permet d’améliorer la précision des calculs dans les parties «exigeantesy
du domaine. En revanche, dans un maillage régulier au sens strict, il est impossible
d’augmenter localement la densité des nceuds sans que cela ne se répercute ailleurs dans
le domaine [Shewchuk 97]. Pour un phénomene physique considéré, la densité des nceuds
d’un maillage régulier est donc soit trop forte (la densité étant dictée par la partie la plus
«exigeante» du domaine), ce qui augmente la précision mais risque de ralentir fortement
les calculs, soit a I'inverse trop faible, ce qui dégrade la précision des résultats. Des so-
lutions basées sur la juxtaposition de maillages réguliers de résolution variable sont alors
adoptées en pratique (maillages dits hybrides, emboités, ou encore structurés par blocs).
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1.3 Modeles de représentation de maillages

Cette partie présente quelques modeles informatiques de représentation de maillages,
auxquels les parties suivantes de ce travail feront appel (parties II et III). Pour étre véri-
tablement complets, ces modeles doivent permettre d’accéder simplement aux relations
topologiques intra- et inter-mailles, mais aussi a la position des noeuds dans ’espace. Par
ailleurs, au-dela de la géométrie, il est souhaitable que de tels modeles offrent une gestion
efficace des différentes propriétés susceptibles d’étre attachées aux nceuds et autres faces
des mailles, données indispensables a la modélisation des processus physiques a laquelle
le maillage se destine. Bien entendu, ces modeles ne concernent ni les maillages struc-
turés, pour lesquels il est inutile de stocker les informations topologiques, ni les maillages
réguliers (propriétés exceptées), dont la géométrie des nceuds est implicite.

1.3.1 Modeles micro-topologiques pour les maillages non-struc-
turés

Introduction

Différentes familles de modeles peuvent étre utilisées pour représenter la topologie des
complexes cellulaires. Dans le cas d’'un maillage non-structuré, les contacts entre cellules
doivent étre décrits explicitement et surtout efficacement par des structures de données
appropriées, car la rapidité d’acces a ces informations influence grandement le temps
d’exécution de nombreux algorithmes, comme par exemple ceux d’édition de maillage,
d’interpolation ou encore de visualisation ([Lévy 99], [Mallet 02], [Caumon 03-(1)]).

Comme nous 'avons vu au début de ce chapitre, les contacts entre les cellules d'un
maillage se résument aux relations d’incidences (et d’adjacences, qui en découlent) qui
existent entre elles. La variabilité des représentations informatiques de la topologie tient
donc dans la forme que prend le codage des graphes d’incidence et d’adjacence associés au
maillage. Trois types de modeles différents vont ainsi étre présentés, et nous discuterons
de leur applicabilité et de leur performance.

Quelques modeles topologiques
Les modeles de la famille dite B-Rep (Boundary Representation)

Dans cette famille de modeles, les cellules d’'un complexe cellulaire C' de dimension n sont
représentées par une discrétisation de leurs bords, c¢’est-a-dire directement par les relations
d’incidence qui existent entre elles. De tels modeles nécessitent une structure spécifique
pour chacune des p-cellules (0 < p < n) de C. Un premier modele possible consiste donc
a stocker dans chaque p-cellule n, pointeurs vers les (p — 1)-cellules qui lui sont incidentes
(1 < p < n), et les relations topologiques entre cellules s’obtiennent alors de maniere tres
simple. Cependant, une telle représentation n’est pas du tout optimale car ces acces sont
tres lents. En effet, si ’on souhaite retrouver toutes les g-cellules incidentes a une p-cellule
donnée (p+ 1 < g < n), alors tout le graphe d’incidence du complexe cellulaire doit étre
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parcouru, ce qui n’est évidemment pas envisageable. Ce modele doit donc étre amélioré.

La représentation par arétes ailées [Baumgart 75|, introduite pour des complexes bidi-
mensionnels (n = 2), propose ainsi de compléter les informations topologiques au niveau
des 1-cellules en ajoutant des pointeurs vers les autres 1-cellules immédiatement adja-
centes, et deux pointeurs vers les 2-cellules qui lui sont incidentes (ses ailes). Grace a eux,
il devient suffisant de stocker un seul pointeur vers une 1-cellule incidente par 2-cellule.

De ce modele dérive la représentation par demi-arétes [Weiler 85, reconnue comme
plus générale et plus efficace (elle est d’ailleurs tres largement utilisée), ou chaque p-cellule
du complexe (1 < p <n — 1) est représentée par deux p-demi-cellules orientées, chacune
contenant un pointeur vers 'autre, comme le montre la figure 1.11. Sur cette base, une
infinité de modeles topologiques peuvent étre construits. En général, ils suivent les regles
suivantes :

e Chaque (n—1)-demi-cellules stocke un pointeur vers une des deux uniques n-cellules
incidentes a la (n—1)-cellule correspondante, et chaque (n— 1)-demi-cellule est donc
propre a une unique n-cellule. Chacune de ces dernieres pointe alors sur toutes ses
propres (n — 1)-demi-cellules incidentes.

e Chaque 1-demi-cellule contient un pointeur vers une des deux uniques 0-cellules
incidentes a la 1-cellule correspondante, et chaque O-cellule contient une liste de
pointeurs sur toutes les 1-demi-cellules qui pointent sur elle.

Les structures informatiques correspondantes proposées ci-dessous pour n = 2 (struc-
tures 1.6, 1.7 et 1.8, en pseudo-langage C) ne sont bien sir qu'un exemple?, et selon le
contexte d’utilisation du maillage et les algorithmes dont il sert de support, des pointeurs
peuvent étre ajoutés ou retirés dans un but d’optimisation (voir figure 1.11). Pour les
meémes raisons, lorsque ce modele doit représenter les ordonnancements de certaines cel-
lules autour de cellules de dimension inférieure (par exemple, un ensemble de 3-cellules
partageant une 1-cellule en dimension 3), il est souhaitable que les listes de pointeurs
correspondantes soient ordonnées de maniere cohérente [Lévy 99].

typedef struct Node {
List<Half_Edge*> incident_edges_;
} Node; (1.6)

typedef struct Half_Edge {
Node* incident_node_;
Half_Edge* mate_half_edge_;
Polygon* polygon_;

} Half_Edge; (1.7)

3Le modele le plus connu de cette famille est le modele DCEL (Doubly Connected Edge List) utilisé
dans la librairie de géométrie algorithmique CGAL.
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typedef struct Polygon {

List<Half_Edge*> incident_edges_;
} Polygon; (1.8)
Les modeles B-Rep se déclinent donc sous de nombreuses formes. Contrairement aux
modeles topologiques présentés par la suite, ils nécessitent un grand nombre de structures
pour représenter les cellules d’'un maillage et définir leurs relations topologiques, ce qui les
rend parfois lourds a mettre au point ou a utiliser. Ils souffrent également d’un manque

de formalisme mathématique. Toutefois, ces modeles ont ’avantage d’occuper en général
peu d’espace mémoire, et de pouvoir étre facilement adaptés a des usages spécifiques des

maillages qu’ils représentent.
("f
=

S

Figure 1.11 Représentation de la topologie d'un complexe cellulaire (& gauche) par un modele des

demi-arétes (& droite). Les pointeurs sont en rouge. Chaque aréte est représentée par deux demi-arétes
(voir structure 1.7). Chaque polygone connait ses propres demi-arétes (voir structure 1.8), et chaque

neeud les demi-arétes qui lui sont incidentes (voir structure 1.6).

Les G-Cartes (Cartes Généralisées)

Les G-Cartes ont été introduites par Lienhardt ([Lienhardt 89], [Lienhardt 94]) et Brisson
[Brisson 89] sur une extension des travaux d’Edmonds concernant les cartes combinatoires
[Edmonds 60]. L’originalité de cette représentation réside dans le fait qu’elle ne se focalise
pas sur les relations d’incidences entre cellules mais plutot sur les chemins du graphe
d’incidence, qui sont dans ce contexte nommés tuples de cellules. Considérons un com-
plexe cellulaire C' de dimension n, et soit F}, une cellule de C' de dimension p (0 < p < n).
Un tuple C est alors une séquence ordonnée de cellules {F),, F},_1, ..., Fy}, ot chacune des
cellules est incidente a celle qui la suit ou la précede dans la séquence.

Les tuples de cellules associés au graphe d’incidence d’'un complexe cellulaire sont liés
par des relations d’adjacence ([Brisson 89|, [Lévy 99]). En dimension n, deux tuples de
cellules C = {F,, F,1,...., Fo} et C' ={F), F|_,, ..., F}} sont dits i-adjacents (0 < i < n),
ce que nous noterons C A; C', s'ils vérifient la relation suivante (relation 1.9) :
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Autrement dit, deux tuples de cellules sont i-adjacents si toutes leurs cellules sont
identiques sauf une qui est de dimension ¢ (voir figure 1.12). De plus, comme démontré
dans [Brisson 89|, un tuple de cellule est toujours i-adjacent a seulement 0 ou 1 autre
tuple de cellule. Chaque relation d’adjacence A; partitionne donc ’ensemble des tuples
de cellules d’'un complexe cellulaire en sous-ensembles contenant soit un seul, soit deux
tuples de cellules. Cette propriété suggere d’associer aux n + 1 relations d’adjacence A;
des fonctions «; qui permettent de mettre en correspondance chaque tuple de cellules avec
un éventuel autre tuple de cellules qui lui est i-adjacent.

Figure 1.12 Exemple d'une 2-G-Carte trés simple. Chaque chemin du graphe d’incidence dun
complexe cellulaire, par exemple (Py, Az, N1), en rouge, et (Ps, A7, N7), en vert, est associé & un élément
topologique appelé brin (en haut). Les chemins (Ps, As, N1) et (P2, As, Ng) ne different que par une
cellule de dimension 0 : ils sont sont donc 0-adjacents, et les brins qui leur correspondent sont liés par
une fonction ap. Les chemins (Py, A1, N3) et (P1, Aa, N3) ne different que par une cellule de dimension

1 : ils sont sont donc 1-adjacents, et les brins qui leur correspondent sont liés par une fonction a; (en

bas).

Une G-Carte de dimension n est donc définie par un nombre fini de tuples de cellules,
appelés brins (ou encore darts dans la littérature de langue anglaise), et n + 1 fonctions
«; qui donnent acces aux relations d’adjacence entre brins. Ces fonctions sont clairement
des involutions, ¢’est-a-dire que pour un brin quelconque d, o;(a;(d)) = d. Une contrainte
s’ajoute sur ces fonctions (relation 1.10) :

Vi € [0,n],Vj € [i +2,n], o; o a; est une involution (1.10)
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Par ailleurs, rappelons qu’un brin équivaut a un chemin dans le graphe d’incidence du
complexe cellulaire, et que chaque cellule du complexe correspond donc a plusieurs brins.
Mais lesquels ? Etant donné que chaque fonction a; est une adjacence de dimension 1
(0 <i < n),les brins d et «;(d) ne different que par une seule cellule qui est de dimension
7. Ainsi, en partant d’un brin donné d, il est possible de retrouver tous les brins correspon-
dant a la méme cellule de dimension i en parcourant récursivement depuis d toutes les
involutions «;, avec j # i (la fonction «; faisant changer de i-cellule). Ces types de par-
cours, tres simples, donnent acces aux relations topologiques entre les cellules du maillage.

Comme nous pouvons le voir, le modele topologique des G-Cartes ne fait pas appel
a des structures spécifiques dédiées a la gestion des p-faces d’un maillage (0 < p < n).
Toutes les informations sont définies dans les brins [Lévy 99]. Par exemple, chacune des
p-faces (qui correspond donc a plusieurs brins) est représenté par un unique brin qui
est marqué comme tel. Ainsi, en pratique, la construction d’'une n-G-Carte nécessite de
stocker au moins dans chaque brin :

e Un tableau de n + 1 brins voisins correspondant aux involutions «; (0 <1i < n).

e Un tableau de n + 1 booléens spécifiant si le brin est 'unique représentant de la
i-cellule a laquelle il correspond (0 < i < n).

La structure suivante (structure 1.11) donne une idée de la forme que pourrait pren-
dre la représentation informatique des brins dans un modele de n-G-Carte. La variable
is_marked n’est pas indispensable, mais permet de marquer temporairement un brin et
ainsi d’éviter de le parcourir plusieurs fois inutilement.

typedef struct Brin {
Brin* alpha_[n+1];
bool is_key_dart_of_cell_[n+1];
bool is_marked_;
} Brin; (1.11)

Pour conclure, il apparait que les modeles des G-Cartes permettent de décrire toute
la structure combinatoire d’un maillage de n’importe quelle dimension a 1’aide d'un seul
et unique élément topologique, le brin, et ceci a l'aide d’opérateurs mathématiques a la
fois génériques et tres simples. Ceci est incontestablement leur point fort. Cependant,
ces modeles sont peu performants du point de vue de la rapidité d’acces aux relations
topologiques entre cellules. De plus, I'espace mémoire nécessaire au stockage d’une G-
Carte est en général entre 2 et 4 fois plus important que celui d’'un modele basé par
exemple sur les demi-arétes ([Lévy 99], [Grosse 03]). Ces deux derniers points peuvent
s’avérer tres pénalisants, et de fait, a tort ou a raison, ce modele topologique reste peu
utilisé dans 'industrie.



22 CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET CARACTERISATIONS DES MAILLAGES

Figure 1.13 Exemple d’une 2-Carte trés simple. Chaque paire de chemins du graphe d’incidence
qui ne different que par une cellule de dimension 0, par exemple (Pl,Ag,NQ+ , N7 ), en rouge, ou
(Py, A7, N§", N7'), en vert, est associé & un élément topologique appelé aimant (en haut). Les paires
de chemins (Py, Az, Ny*, N;) et (Py, Ao, N3-, N ) different par une cellule de dimension 1 et partagent
au moins une cellule de dimension 0 de polarité différente : ils sont donc 1-adjacents, et les aimants qui

leur correspondent sont liés par une fonction ;.

Les Cartes

Comme son nom l'indique, une n-Carte est globalement proche d’une n-G-Carte, et elles
sont d’ailleurs souvent présentées de maniere classique comme une version plus compacte
de ces dernieres, ce que nous justifierons plus tard [Grosse 03]. Ici, nous nous proposons
plutot de définir une n-Carte a partir du graphe d’incidence d’un complexe cellulaire C'
de dimension n.

Soient F), les cellules de C' de dimension p (0 < p < n). Considérons deux chemins
du graphe d’incidence C = {F),, F,,_1,...,Fo} et C' = {F}, F}_,,..., F{}, qui vérifient la
relation suivante (relation 1.12) :

Vi€ [1,n),Fy = Fj et Fy # Fy (1.12)

Ces deux chemins ne different donc que par une cellule de dimension 0. Considérons
I'union M = C UC’ de ces deux chemins, que nous appellerons par la suite un aimant :
M possede deux O-cellules différentes que nous noterons £y et Fj; . Autrement dit, nous
pouvons trés bien définir laimant M comme la séquence ordonnée {F,,, Fy,_1, ..., Fi", Fy }
de n + 2 cellules. La représentation des n-Cartes se focalise sur les relations qui existent

4Comme souligné dans [Lienhardt 91], il est tout & fait possible d’envisager des modeles de n-Cartes
ou les différences se font sur les cellules de dimension ¢ (0 <7 < n).
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entre les aimants associés au complexe cellulaire (voir figure 1.13). En effet, il existe entre
eux des relations d’adjacence ([Lienhardt 91], [Lévy 01]). En dimension n, deux aimants
M ={F, F, 1, . F  Fy}et M = {F' F' |, ..F'S F'y} sont dits i-adjacents (1 <
i < n), ce que nous noterons M B; M’ s’ils vérifient les conditions suivantes (relation

1.13) :

Vj e [l,n],j#i,F;=F;et F; # F
Ff =Fy (et By = F'y sii>1) (1.13)

La deuxieme condition énoncée dans la relation d’adjacence ci-dessus justifie le choix
du terme aimant, car lorsque deux aimants ont une cellule de dimension 0 en commun,
celle-ci a nécessairement une polarité différente dans les deux aimants. Lorsque cette
condition est repectée, la polarisation des 0O-cellules de tous les aimants associés a un
complexe cellulaire se fait de maniere unique et non-contradictoire (voir figure 1.13). Par
ailleurs, il est possible de montrer que chaque relation d’adjacence B; (1 < i < n) parti-
tionne I’ensemble des aimants en sous-ensembles contenant soit un seul, soit deux aimants.
Ainsi, nous pouvons définir un ensemble de n fonctions f; associant chaque aimant avec
un éventuel autre aimant qui lui est ¢-adjacent.

Une n-Carte est donc définie par un ensemble d’aimants et n fonctions qui donnent
acces aux relations d’adjacence entre aimants. Cette définition est tout a fait similaire
a celle d'une n-G-Carte, et toutes les (3; sont également des involutions (c’est-a-dire que
pour un aimant m, 5;(3i(m)) = m Vi € [2,n]), sauf (3, car comme le suggere la relation
1.13, M By M’ n’implique pas M’ B; M. Par ailleurs, la contrainte suivante [Mallet 02]
s’ajoute sur ces fonctions (relation 1.14) :

Vi € [1,n],Vj € [i +2,n], 5; o B; est une involution (1.14)

Rappelons qu'un aimant m d’une n-Carte correspond a n — 1 cellules de dimension
i (1 <i < mn) et deux cellules de dimension 0. Cependant, il est possible d’obtenir tous
les aimants associés a la méme cellule de dimension ¢ (0 < ¢ < n) grace a des appels
récursifs des fonctions ;. En effet, les aimants m et §;(m) (1 < j < n) ont au moins
une i-cellule en commun, sauf en dimension j ou ils ne partagent aucune cellule. Nous
pouvons donc considérer que la fonction (3; fait changer de j-cellule. A partir d'un aimant
m donné, le parcours récursif de toutes les 3; (1 < j < n), avec j # i, donne donc acces
a tous les aimants contenant la méme i-cellule du complexe cellulaire. Ce parcours doit
éventuellement tenir compte du fait que la fonction 3; n’est pas une involution.

Ainsi, avec un tel modele topologique, toutes les relations entre les p-cellules (0 < p <
n) d'un complexe cellulaire de dimension n s’obtiennent a partir de trés simples parcours
d’aimants faisant intervenir n fonctions de base. Cependant, chaque cellule étant contenue
dans plusieurs aimants, il est nécessaire pour plus d’efficacité de marquer I'un deux comme
son unique représentant. En pratique, la construction d'une n-Carte demande alors de
stocker au moins dans chaque aimant :

e Un tableau de n aimants voisins correspondant aux fonctions §; (1 <i <n).
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e Un tableau de n + 1 booléens spécifiant si I’aimant est I'unique représentant de la
i-cellule a laquelle il correspond (0 < i < n). Toutefois, un aimant ne peut étre
associé a une unique O-cellule. Afin de lever toute ambiguité, nous pouvons donc
poser que les O-cellules sont représentées par des aimants qui contiennent certes ces
cellules, mais avec une polarité donnée (+ ou -).

Nous pouvons donc proposer la structure suivante pour représenter les aimants d’une
n-Carte (structure 1.15). Comme nous pouvons le constater, elle est tres similaire a celle
associée précedemment aux brins d'une n-G-Carte (structure 1.11), la seule différence
étant la dimension du tableau stockant les éléments voisins.

typedef struct Aimant {
Aimant* beta_[n];
bool is_key_magnet_of_cell_[n+1];
bool is_marked_;
} Aimant; (1.15)

En conclusion, méme si les représentations basées sur les n-G-Cartes et les n-Cartes
sont tres proches, cette derniere apparait toutefois comme plus optimale. Tout d’abord,
elle est plus économique du point de vue stockage de données [Grosse 03]. En effet, un
brin possede n + 1 voisins et un aimant seulement n, ce qui induit un gain d’un pointeur
par élément topologique élémentaire. De plus, un méme complexe cellulaire est représenté
par deux fois plus de brins que d’atmants, ce qui rend les n-Cartes moins consommatrices
en mémoire. Un autre point de divergence est l'acces aux relations topologiques entre
cellules : il est incontestablement plus rapide dans une n-Carte, du fait qu’il ne fasse
intervenir que n fonctions de base, une n-G-Carte en nécessitant quant a elle n + 1.

1.3.2 Gestion du plongement des cellules
Problématique

Le plongement d'une p-cellule d’un complexe cellulaire de dimension n (0 < p < n) est un
terme général désignant toutes les informations non-topologiques susceptibles d’étre at-
tachées a la cellule. En pratique, cela recouvre souvent la géométrie des noeuds du maillage
et les différentes propriétés définies sur ses cellules. Comme la topologie, le plongement
est pris en charge par le modele de représentation du maillage et doit étre performant,
tant du point de vue de I’encombrement mémoire, de la rapidité d’acces aux informations
ou encore des possibilités d’édition.

La gestion de la géométrie et des propriétés est évidemment tres dépendante du modele
micro-topologique utilisé. En effet, ces informations doivent étre attachées aux cellules
(voir figure 1.14), et il faut donc dans un premier temps pouvoir identifier clairement
chacune d’entre elles, de maniere non-ambigué. Ainsi, lorsqu’il existe des structures
topologiques spécifiques pour chaque dimension de cellule (comme c’est le cas pour les
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modeles B-Rep), celles-ci sont facilement identifiées par un pointeur sur une de ces struc-
tures ; en revanche, lorsqu’une seule et méme structure gere les cellules de dimension
allant de 0 jusqu'a n (pour une n-Carte ou une n-G-Carte par exemple), I'identification
est alors faite par un unique pointeur sur cette structure, et plusieurs cellules de dimension
différente peuvent alors tres bien étre représentées par un pointeur vers la méme structure,
ainsi responsable du plongement de plusieurs cellules.

Une autre difficulté tient dans la variablilité de la nature du plongement. En effet,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant de cette partie (chapitre 2), en géosciences,
la simulation de processus physiques sur des maillages fait souvent intervenir des grandeurs
de type variable. Citons par exemple les entiers, les réels en simple ou double précision, ou
encore les chaines de caractéres (comme des noms de facies ou d’étage stratigraphique).
Toutes ces propriétés ont par ailleurs éventuellement des dimensions différentes, ce qui
signifie qu’elles peuvent étre définies sur plusieurs champs. Nous parlerons alors de pro-
priétés scalaires ou vectorielles, selon qu’elles en possedent respectivement un ou plusieurs.
Le modele de gestion du plongement doit donc pouvoir intégrer de maniere efficace cette
variabilité.

Figure 1.14 Un exemple de propriété scalaire définie sur les polygones d’un maillage bidimensionnel

(les valeurs de la propriété sont aléatoires).

Voyons maintenant deux manieres bien distinctes de gérer le plongement et de I'intégrer
au modele micro-topologique du complexe. Par la suite, nous désignerons par Plongement
la structure informatique élémentaire responsable de la gestion du plongement d’une p-
cellule d'un complexe cellulaire de dimension n (0 < p < n). Nous pouvons d’ores et déja

définir une propriété de type générique Data par la structure Property suivante (structure
1.16) :
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typedef struct Property {
CopyCString name_;
int nb_champs_;
Data no_data_value_;
} Property; (1.16)

Gestion internalisée du plongement
Exposé de la méthode

Cette modalité de gestion consiste simplement a stocker toutes les informations de plonge-
ment propres a une cellule donnée au sein méme de la structure micro-topologique désig-
nant la cellule. Considérons une p-cellule F}, du complexe ol ont été définies un ensemble
de n, (noté plus tard nb_properties) propriétés { Py, P, ..., P,,—1}, la propriété P; pos-
sédant np, champs de type générique Data. Le nombre total de valeurs a stocker dans la
cellule, que nous noterons size, vaut donc (équation 1.17) :

i=np—1

size= Y np (1.17)
=0

Le plongement prends alors la forme d’un tableau dynamique uni-ligne dont le nombre
de colonnes est égal a size, ou mieux d’une liste chainée de tableaux uni-lignes (un
par propriété), stocké(e) directement dans la structure représentant Fj,. Comme nous
I’avons déja évoqué plusieurs fois, cette structure est certes unique, mais peut cependant
représenter de 0 a n cellules différentes selon le modele topologique utilisé. Ainsi, les
armants des n-Cartes et les brins des n-G-Cartes peuvent tout a fait étre responsables du
plongement de n-cellules de dimensions différentes. En revanche, dans les modeles B-Rep,
chaque structure topologique ne représente qu’une seule et unique cellule du complexe.
Par conséquent, les structures de plongement seront différentes (structures 1.18, 1.19 et
1.20) :

typedef struct Plongement_Cell {
int cell_dim_;
int nb_properties_;
List<Property*> property_defs_[nb_properties_];
List<Data*> property_values_[nb_properties_];
} Plongement_Cell; (1.18)

typedef Plongement_Cell* Plongement_B-Rep; (1.19)

typedef Plongement_Cell*[n+1] Plongement_Brin-Aimant; (1.20)
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La structure 1.18 est propre a une unique cellule du complexe, elle est donc partagée
par toutes les structures topologiques représentant cette cellule (par exemple plusieurs
atmants ou brins dans les modeles des Cartes et des G-Cartes, ou alors deux demi-
cellules d'un modele B-Rep). Les valeurs des propriétés y sont stockées dans la liste
property_values_, ou I’élément ¢ est un tableau de Data correspondant aux champs de
la propriété d’indice ¢ définie dans la variable property_defs_.

Finalement, l'intégration des structures 1.19 et 1.20 au sein de leur modele micro-
topologique respectif (voir par exemple les structures 1.6, 1.7, 1.8, 1.11 et 1.15 décrites
précédemment) permet de créer, de supprimer, d’éditer des propriétés, ou bien d’accéder a
leurs valeurs au sein du maillage. Les variables de type Property sont également partagées
par plusieurs cellules, il est donc souhaitable de stocker également une liste active de toutes
les propriétés supportées dans le maillage.

Avantages et inconvénients de la méthode

Tout d’abord, notons que la gestion du plongement est plus économique en terme d’occupa-
tion mémoire pour les modeles de type B-Rep, et ce quelle que soit la dimension du mail-
lage. En effet, dans les modeles des n-Cartes ou des n-G-Cartes, elle nécessite le stockage
de n + 1 informations de plongement par structure topologique élémentaire (structure
1.20), alors qu’une seule suffit dans les modeles B-Rep (structure 1.19).

Du fait de I'utilisation de listes chainées pour représenter les variables property_defs_
et property_values_ (structure 1.18), l'obtention ou I’édition des valeurs d’une pro-
priété dans une cellule donnée sont relativement rapides, un parcours de la variable
property_defs_ permettant de trouver I’endroit ou sont stockées les valeurs de propriétés
dans la variable property_values_. Toutefois, de cellule a cellule, une propriété donnée
et ses valeurs ne sont pas nécessairement stockées au mémes endroits dans ces variables.
Ceci peut ralentir de maniere conséquente les acces aux informations de plongement.

En effet, cette modalité de gestion autorise la création ou la suppression de propriétés
sur un nombre limité de cellules : autrement dit, toutes les p-cellules du maillage (0 <
p < n) ne supportent pas forcément toutes les mémes propriétés. Quoique relativement
peu performante, elle est donc de ce point de vue tres flexible. Un autre point positif
concerne le cotut de la mise a jour des informations de plongement lors de la création ou
la suppression de cellules dans le maillage, puisqu’il est nul, chaque cellule gérant son
plongement indépendamment des autres.

Gestion externalisée du plongement

Principe général

Avec ce mode de gestion, les informations relatives au plongement des cellules ne sont plus
stockées au sein des structures qui les représentent, comme nous l’avons vu auparavant,
mais dans une structure globale spécialement dédiée aux propriétés. Pour cela, a chaque
cellule du maillage est d’abord associé un identifiant unique (par exemple un long, noté
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plus tard cell_id_). Nous pouvons alors imaginer le plongement comme un tableau dy-
namique a deux dimensions dont chaque ligne se rapporte a une cellule et chaque colonne
représente les valeurs d’un champ d’une propriété [Grosse 03].

Concretement, les structures 1.19 et 1.20 présentées précédemment restent valables,
seule la structure 1.18 doit étre modifiée comme suit (structure 1.21) :

typedef struct Plongement_Cell {
int cell_dim_;
long cell_id_;

} Plongement_Cell; (1.21)

Pour des raisons évidentes, il est nécessaire de définir n + 1 tableaux de plongement,
un par dimension de cellule. Sans cela, la création par exemple d’une nouvelle propriété
sur 'ensemble des p-cellules (0 < p < n) uniquement impliquerait I’allocation de nouvelles
colonnes pour les g-cellules (¢ # p), ce qui consommerait inutilement de la mémoire. En
dimension p, supposons qu'un ensemble de n, (noté plus tard nb_properties) propriétés
{Py, Pr, ..., P,,—1} ont été définies, la propriété P; possédant np, champs de type générique
Data. En reprenant la définition de la variable size (équation 1.17), nous pouvons pro-
poser la structure suivante pour gérer le plongement (structure 1.22) :

typedef struct Data_Matrix {
int dim_;
long nb_cells_;
int nb_properties_;
List<Property*> property_defs_[nb_properties_];
Datax* property_values_[nb_cells_] [size];
} Data_Matrix; (1.22)

Avec cette structure, I'acces aux valeurs des propriétés d’une cellule dont 'identifiant
cell_id_ est connu se fait de la maniére suivante : si la propriété recherchée P; est en
position ¢ (0 < ¢ < n, — 1) dans la liste property_defs_, le valeur du champ j (0 <
Jj < np, — 1) de cette propriété est alors égale a property_values_[cell_id_] [index],
index étant donné par la relation suivante (équation 1.23) :

k=i—1

index = ( Y np)+J (1.23)
k=0

Notons que la valeur de cet indice est constant pour toutes les cellules d'une dimension
donnée, il ne peut donc étre calculé qu’'une seule fois lorsque les valeurs d’'une méme
propriété doivent étre obtenues sur plusieurs cellules, ce qui garantit des acces peu cotiteux.
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Discussion

Dans ce contexte, les informations de plongement stockées dans les cellules sont évidem-
ment négligeables (structure 1.21). Globalement, ce mode de gestion est d’ailleurs moins
consommateur en mémoire que celui présenté précédemment. En effet, la liste de pro-
priétés définies sur les cellules (variable property_defs_ des structures 1.22 et 1.18) n’y
est stockée qu’une seule fois. De plus, nous I'avons vu, les acces aux valeurs de propriétés
y sont moins cotteux. Indéniablement, ce mode de gestion est donc beaucoup plus per-
formant.

Cependant, il est moins flexible, car il n’offre pas la possibilité de définir des propriétés
différentes sur des cellules de méme dimension (autrement dit, lorsqu’une propriété est
créée en dimension p, elle I'est pour toutes les p-cellules du maillage). Un autre incon-
vénient réside dans le cotit engendré par la création ou la suppression d'une propriété ou
d’une cellule dans le maillage. En effet, ceci revient a ajouter ou supprimer respectivement
des colonnes ou des lignes au tableau property_values_ (structure 1.22), méme si des
méthodes spécifiques peuvent rendre ces opérations moins lourdes [Grosse 03].

En pratique, il est possible de concevoir une approche mixte, consistant a internaliser
la gestion d'un nombre limité de propriétés et a externaliser celle des autres. La géométrie
des noeuds du maillage, par exemple, est tres souvent internalisée. Il faut alors mettre au
point des structures spécifiques dérivant de la structure 1.21 (structure 1.24) :

typedef struct Plongement_Node : PlongementCell {
Data geometry_x_;
Data geometry_y_;
Data geometry_z_;
} Plongement_Node; (1.24)

Cette structure garantit des acces tres rapides : en effet, lorsqu’une seule propriété
est internalisée et définie sur toutes les cellules d’'une dimension donnée, ses valeurs
s’obtiennent directement a la lecture du plongement, sans recours a des tableaux (struc-
ture 1.22) ou a des listes chainées (structure 1.18).

1.4 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons introduit la notion de maillage, objet central de notre tra-
vail, et plusieurs moyens informatiques permettant de représenter a la fois ses propriétés
(comme la position de ses noeuds dans 1'espace) et sa topologie (connexions entre ses cel-
lules). Concretement, ces modeles seront utilisés dans les parties suivantes de ce travail :

e Des modeles de type B-Rep serviront de support a la génération et a 'utilisation de
maillages non-structurés simpliciaux bi- et tridimensionnels pour représenter divers
objets du sous-sol (voir parties IT et III).
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e Un modele de n-Carte (a la réalisation duquel nous avons participé, présenté dans
[Grosse 03]) constituera la base d’algorithmes de génération de maillages hybrides
tridimensionnels dédiés aux simulations d’écoulement dans les réservoirs d’hydrocar-
bures (voir partie IIT). Cette représentation a été préférée a celle des n-G-Cartes
pour les raisons de cotit mémoire expliquées précédemment.

Qu’ils soient structurés ou non-structurés, réguliers ou irréguliers, le chapitre suivant
de cette partie (chapitre 2) s’attache a replacer ces objets dans un contexte d’utilisation
en géosciences, ou ils jouent un role de premier ordre en tant qu’outils. Il y sera mis en
évidence l'intérét que présente une gestion efficace du plongement des cellules et de la
combinatoire de leurs faces. En effet, en pratique, le choix de tel ou tel type de maillage
ou de son modele de représentation doit étre gouverné par l'application a laquelle il se
destine.



Chapitre

Enjeux et principes de la modélisation des
processus physiques

Ce chapitre de synthese dégage la place et I'importance de I'utilisation de maillages dans
les procédés classiques de modélisation en géosciences. Les bénéfices ou les inconvénients
qui en découlent sont discutés a ’aide de plusieurs exemples, qui présentent a la fois les
processus physiques impliqués et les principaux outils permettant de les modéliser.

2.1 Les équations aux dérivées partielles en géosciences

Cette partie vise a montrer que de nombreux problemes classiques des géosciences peu-
vent étre (et sont) systématiquement formulés a ’aide d’un type particulier d’équations,
qui sont les équations aux dérivées partielles. Plusieurs exemples sont ainsi abordés,
dans des domaines aussi divers que la géomécanique, la géophysique ou encore les simu-
lations d’écoulement dans les réservoirs d’hydrocarbures. Toutefois, ces exemples ne sont
volontairement que peu détaillés, et ne prétendent pas illustrer la réalité des processus
physiques, qui dépasse le cadre de notre travail. En pratique, les phénomenes modélisés
sont souvent plus complexes, et les équations mises en jeu le sont également.

2.1.1 Introduction

Une équation aux dérivées partielles (souvent abréviée EDP, ou PDE dans la littérature de
langue anglaise) est une égalité faisant intervenir des fonctions et leurs dérivées partielles.
Plusieurs méthodes existent pour résoudre analytiquement cette famille d’équations. Ce-
pendant, elles ne garantissent pas toujours de résultat, et des méthodes numériques, que
nous décrirons dans la partie suivante de ce chapitre (partie 2.2), peuvent alors étre em-
ployées pour en obtenir des solutions approchées.

31
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En géosciences, les parametres physiques étudiés dépendent presque toujours de plus-
ieurs variables, ne serait-ce que de la position x dans I'espace (ce qui fait n variables en
dimension n) ou du temps ¢ pour les phénomenes transitoires. La teneur en hydrocarbures
au sein d'un réservoir géologique en exploitation, par exemple, est clairement fonction de
I'espace et du temps.

2.1.2 Un exemple géomécanique : la déformation des couches
du sous-sol

Enjeux de ’analyse des déformations

L’analyse du champ de déformation affectant une couche géologique au cours du temps
donne des informations tres précieuses. Par exemple, si un champ de contrainte en est
déduit, il est possible de caractériser la fracturation du milieu, et donc de faire des corréla-
tions avec les distributions de perméabilités. D’une maniere générale, le calcul du champ
de déformation permet de dégager des «attributs structuraux» plus ou moins liés aux
propriétés pétrophysiques du milieu. Cette sous-partie montre comment il est possible, en
fonction de certaines données, de calculer un tel champ grace a des équations aux dérivées
partielles.

Mise en équation du probléeme

En mécanique des milieux continus, le principe fondamental de la mécanique, pour un mi-
lieu parfaitement élastique, hétérogene et anisotrope, peut s’écrire de la maniere suivante
(équation 2.1) :

9%u(x, t)
12

ou g(x) est le tenseur des contraintes, f(x,t) les forces volumiques «stimulant» le
milieu, p(x) la densité et u(x,t) le vecteur déplacement des particules du milieu au point
X et au temps t. Par ailleurs, si le milieu est considéré comme isotrope, et que la loi
de Hook s’applique (ce qui revient a dire que la déformation est proportionnelle aux
contraintes appliquées), la loi de comportement peut se formuler ainsi (équation 2.2) :

V.o(x) + f(x,t) = p(x). (2.1)

o=2.pe+\Tr(e).l

(2.2)

avec ¢ le tenseur des déformations, I le tenseur identité, A et p les coefficients de Lamé
propres au milieu. La loi de comportement 2.2 peut aussi s’écrire (équation 2.3) :

FE e+ v
€
1+v 1-2

E et v étant respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du milieu
considéré. Sous I'l’hypothese des petites déformations, le tenseur des déformations g, quant
a lui, peut étre décrit a 'aide du vecteur déplacement u par la formule suivante (équation
2.4) :

g:

—Tr(e).d) (2.3)
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€= %.(Vu +' Vu) (2.4)

En combinant les équations 2.3, 2.4, et 2.1, il est possible de déduire une équation aux
dérivées partielles pour le déplacement u (dite équation de Navier) ou pour le tenseur des
contraintes g. Une autre approche, proposée dans [Massot 02|, [Mallet 02] et [Muron 03],
consiste a construire par interpolation un champ de déplacement contraint par des con-
ditions aux limites, tel que la déformation induite soit minimale (équation 2.4). Il est de
plus possible de prendre en compte la préservation de la masse des terrains. La figure 2.1
donne un exemple des champs de déplacement et de dilatation (un invariant du tenseur
des déformations) obtenus par cette technique.

Figure 2.1 Dépliage d’une couche géologique (modeéle TOTAL). Les déplacements ont été calculés
de maniére & minimiser la déformation et & ce que ’horizon du haut de la couche soit mis & plat (d’apres

[Muron 03]). La propriété affichée correspond a la dilatation (un invariant du tenseur des déformations).

Une fois le champ de déplacement u connu, il est possible d’en déduire en tout point du
domaine d’étude la valeur du tenseur des déformations ¢ (équation 2.4), puis du tenseur
des contraintes g (équation 2.3). Des exemples de calculs de champs de déformation sur
des volumes tétraédrisés seront donnés plus tard, dans la partie 6.3.

2.1.3 Une application en géophysique : le tracé de rayons sis-
miques

Présentation et énoncé du probleme

Le tracé de rayons sismiques est une technique qui permet de simuler des événements
sismiques dans un modele donné de subsurface, ce qui peut tenir lieu, au regard d’une
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comparaison avec les données sismiques réelles, d'un test de validité du modele utilisé.
Pour cela, il est entre autres nécessaire d’estimer, en tout point du sous-sol, et en fonction
de certaines conditions initiales et de certains parametres physiques comme la vitesse de
propagation des signaux, le temps de trajet des ondes sismiques. Cette sous-partie donne
le cadre théorique permettant de dégager une méthode pour évaluer ce dernier grace a
des équations aux dérivées partielles!.

Théorie du tracé de rayons sismiques

Un milieu élastique soumis a des oscillations est parcouru par des ondes, ses particules
oscillant autour de leur position initiale. Contrairement a ce qui se passe pour les fluides, le
mouvement des particules (qui dépend de la position x et du temps t) se fait non seulement
dans la direction de propagation des ondes, mais aussi dans une direction transverse
[Velten 98|. En décrivant les oscillations comme des vecteurs u(x, t), il est possible, comme
dans l'exemple précédent, d’appliquer le principe fondamental de la mécanique (équation
2.1), ainsi que d’écrire la loi de comportement du milieu (équation 2.2). Cependant,
I’équation obtenue, qui correspond cette fois-ci aux ondes parcourant le milieu, n’a pas de
solution simple, du fait de la prise en compte des termes transitoires. En pratique, pour
la résoudre ([Velten 98|, [Lambaré 02]), une approximation est faite sur le déplacement
des particules u(x,t) (équation 2.5) :

u(x,t) =~ Ax).F(t—T(x)) (2.5)

avec A(x) le vecteur amplitude du déplacement des particules au point x (qui est
considéré comme constant au cours du temps), F'(¢) la signature temporelle de 'onde, et
T'(x) son temps de trajet (pour un temps ¢ donné, la surface T'(x) = constante corre-
spond & un front d’onde). Cette approximation n’a pas de raison d’étre valide pour un
milieu hétérogene, mais reste tout a fait satisfaisante pour un milieu dont les parametres
élastiques sont homogenes sur une longueur d’onde significative du signal. Cette ap-
proximation porte ainsi le nom d’approximation haute fréquence, car pour des fréquences
infinies, les fronts d’ondes sont plans, et les parametres du milieu apparaissent locale-
ment comme homogenes [Lambaré 02]. En particulier, approximation haute fréquence
implique que (équation 2.6) :

2
d*F(t) N dF(t)
dt? dt
En conséquence, en insérant I’'équation 2.5 dans I’équation 2.1, et en prenant en compte
I’approximation haute fréquence (équation 2.6) et la loi de comportement du milieu (équa-
tion 2.2), une équation aux dérivées partielles pour T'(x), dite équation eikonal (du grec
«image» ), peut étre déduite (équation 2.7) :

> F(t) (2.6)

1
VTl =55 (2.7)

'En fait, la technique présentée ne permet que d’estimer le premier temps d’arrivée des ondes. Dans
la réalité, il faut pouvoir prendre en compte les phénomenes de temps d’arrivées multiples, et on utilise
plutdt une technique de «front d’onde» [Lambaré 02].
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Figure 2.2 Un exemple de tracé de rayons sismiques (lignes blanches). Les horizons du modele sont

affichés, en méme temps que les différents fronts d’onde (d’apres [Velten 98]).

ou v(x) est la vitesse de propagation des ondes au point x. Rappelons que cette
équation n’est valable que pour un milieu supposé parfaitement élastique, isotrope, et
pour des signaux de haute fréquence (afin que les parametres du milieu puissent étre
considérés localement comme homogenes). De plus, I’équation eikonal (équation 2.7) est
une équation aux dérivées partielles du premier ordre non-linéaire, assez difficile a résoudre
telle quelle. En général, le probleme est donc ramené a un systeme de deux équations aux
dérivées partielles plus simples. Pour cela, chaque rayon sismique est représenté par sa
trajectoire x = t(s), s correspondant a ’abscisse curviligne le long du rayon. Etant donné
que cette trajectoire est en tout point orthogonale aux fronts d’ondes, il est possible de
définir un vecteur lenteur p(s), tangent au rayon, de la maniere suivante (équation 2.8) :

1 dt(s)

s)=VT(t(s)) = —.

p(s) = VI(t(s) = o550

En dérivant cette équation par rapport a s et en l'insérant dans l’équation eikonal
(équation 2.7), on obtient alors une autre équation aux dérivées partielles, cette fois pour

p(s) (équation 2.9) :

(2.8)

dp(s) _ U(X)'V(U@l{)z)

ds 2
L’équation 2.9 est une équation aux dérivées partielles ordinaire, la encore du premier
ordre, mais cette fois-ci linéaire. Sa résolution ne nécessite que la connaissance préalable
des conditions initiales, de la vitesse de propagation des ondes dans le milieu, ainsi que
le calcul du gradient de la lenteur au carré. Finalement, une fois la fonction p(s) connue,
les trajectoires des rayons sismiques t(s) peuvent facilement se calculer grace a I’équation
2.8, ce qui résout le probleme initial. La figure 2.2 en donne une illustration. En pratique,

(2.9)
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le gradient de la lenteur est souvent choisi comme constant sur le domaine d’étude, et la
trajectoire des rayons suit alors des paraboles quadratiques.

2.1.4 Les simulations d’écoulement dans les réservoirs pétroliers
Problématique

Avant ou pendant la mise en exploitation d'un gisement d’hydrocarbures, il est impératif
de pouvoir simuler des profils de production de gaz ou de pétrole, afin de juger de sa
rentabilité, de valider ou d’optimiser la position des puits assurant le fonctionnement
de I'exploitation, ou bien encore d’estimer les répercutions d’'une modification technique
ou stratégique sur la production du gisement. Pour cela, des calculs de simulations
d’écoulement sont effectués au sein du réservoir. Elles permettent de prédire, en fonction
de la position des puits et de certaines caractéristiques pétrophysiques du milieu, comme
la porosité ou la perméabilité, I’évolution au cours du temps des proportions d’eau, de
gaz ou de pétrole dans le réservoir. Cette sous-partie récapitule brievement le modele
théorique utilisé pour caractériser ces évolutions.

Modele mathématique de la simulation d’écoulement

Soit V' un volume de controle, de surface extérieure A. Le principe de conservation de
la matiere impose que le bilan de masse sur V' soit nul ([Heinemann 94], [Verma 96,
[Blunt 02]), autrement dit que globalement, le flux de masse a travers A soit égal a
I'accumulation de masse a l'intérieur de V. Ainsi, pour un modele a n, phases et n.
composants?, I’équation de conservation de la masse peut s’écrire pour chaque composant
¢ (équation 2.10) :

p=np—1 p=np—1
P a P
- ?{4 (S Mea?.D,v,)ndA = /V 56 Y MalD,.S,).dv (2.10)
p=0 p=0

ou M, représente la masse molaire du composant ¢, 2% la fraction massique du com-
posant ¢ dans la phase p, n le vecteur normal sortant a la frontiere A, v, la vitesse de
Darcy de la phase p, S, sa saturation, et enfin ¢ la porosité du milieu. La densité molaire
spécifique D, est définie comme suit (équation 2.11) :

1
o M.t
avec p, la densité de la phase p. L’équation 2.10 suppose que la dispersion et la diffusion

sont négligeables, et qu’il n’existe pas de réactions chimiques entre les composants. Par
ailleurs, v, est donné par la loi de Darcy qui s’écrit (équation 2.12) :

D, = p,. (2.11)

v, = " LV, = A\, £V, (2.12)

Hp

2Par exemple, un modele possible pourrait concerner deux composants, huile et eau, et deux phases
(np = 2). Si les deux phases sont considérées comme miscibles, il peut y avoir du composant «huiley
dans la phase «eau» et du composant «eau» dans la phase «huiley.
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Figure 2.3 Exemple de simulation d’écoulement & une seule phase. La propriété affichée correspond
au potentiel de la phase, et les lignes bleues aux lignes de courant, c’est-a-dire a la trajectoire des particules

lors de la simulation (d’apres [Voillemont 03]).

avec k,, la perméabilité relative de la phase p, pu, sa viscosité, £ le tenseur de perméa-
bilité, @, le potentiel de la phase p (sa pression), et A, sa mobilité. Le parametre M, peut
étre retiré des deux membres de I’équation 2.10, ce qui donne (équation 2.13) :

p=np—1 p=np—1
P a D
_ % p _ p
A( pz::o 22.D,.v,).n.dA /V[at(gb, pEZO 22.D,.S,)].dV (2.13)

En insérant I’équation 2.12 dans ’équation 2.13, la nouvelle équation de conservation
de la masse pour le composant ¢ s’écrit (équation 2.14) :

p=np—1 p=np—1
P a P
j{‘( S :vf:’.Dp.)\p.E.V@p).n.dA:/V[a(gb. S D, S)dV (2.14)
p=0 p=0

Le membre de gauche de I’'équation 2.14, qui est un terme d’écoulement sur les fron-
tieres de V', peut facilement se transformer en une intégrale sur V' grace a l'application
du théoreme de la divergence. De plus, comme le volume V est arbitraire, I’égalité entre
les deux intégrales sur V' ainsi obtenues est équivalente a une égalité entre les intégrands,
soit (équation 2.15) :

p=np—1 p=np—1
P o P
VI Y DAk VO] = o6 0 al.D,S)) (2.15)
p=0 p=0

Dans I’équation 2.15, le membre de gauche est un terme d’écoulement, diffusif, faisant
intervenir une premiere inconnue ®,, (pression de la phase p), et le membre de droite est
un terme transitoire (1ié au temps), appelé terme d’accumulation, faisant intervenir une
deuxiéme inconnue S, (saturation de la phase p). Sa résolution nécessite la connaissance
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des conditions initiales de pression et de saturation, de la porosité, et du tenseur de
perméabilité sur le domaine d’étude (ce-dernier étant souvent considéré comme isotrope
ou bien anisotrope mais symétrique). L’évolution en pression et en composition d'un
réservoir d’hydrocarbures lors d’une simulation d’écoulement peut donc bien étre décrite
par des équations aux dérivées partielles. La construction de maillages spécialisés pour la
résolution de ces équations sera I'objet du chapitre 7. La figure 2.3 donne un exemple de
simulation d’écoulement.

2.2 Schémas numériques de résolution

La partie précédente (partie 2.1) a mis en évidence que les équations aux dérivées partielles
servent a modéliser de nombreux phénomenes physiques en géosciences, comme la défor-
mation des couches du sous-sol, la trajectoire des rayons sismiques (équations 2.9 et 2.8),
ou bien I'évolution de la teneur en gaz ou en pétrole d'un réservoir géologique au cours de
son exploitation (équation 2.15). La grande force de cette représentation est sa généralité.
Cependant, compte tenu de la complexité des systemes déquations obtenus (complétés
par les jeux de conditions initiales et aux limites du domaine d’étude), trouver une solu-
tion analytique au probleme semble illusoire. Cette partie présente donc un ensemble de
méthodes basées sur des maillages permettant d’obtenir une solution approchée dune ou
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles. En fonction de leurs spécificités, nous
nous attacherons a évaluer leur adéquation avec tel ou tel type de probleme de modélisa-
tion. Leur but est de discrétiser les équations sur un maillage pour les transformer en un
ensemble d’équations algébriques rassemblées dans un systeme linéaire, dont la résolution
fournit une estimation de I'approximation de la solution au probléeme étudié.

D’une maniére générale, soit u(x,t) une fonction inconnue variant avec I’espace et/ou
le temps (I’équation aux dérivées partielles faisant donc intervenir des termes dits d’espace
et/ou d’autres dits transitoires), définie sur un domaine 2 partitionné en un ensemble fini
de sous-domaines €);, appelés mailles, connectant n points arbitraires de ’espace appelés
neeuds. Toutes les techniques présentées consistent a approcher 'inconnue u(x,¢) par une
variable u(x,t) dont la valeur est calculée sur I’ensemble des nceuds de Q. Ces valeurs
seront donc les inconnues du probleme.

2.2.1 Les différences finies
Exposé de la méthode

La méthode des différences finies repose sur 'approximation de la valeur d'un opérateur
différentiel en un point (gradient, divergence, laplacien, ...) par une combinaison linéaire
de la valeur du point et de celles de ses voisins, en utilisant des développements de Taylor.
Par conséquent, la précision et la fiabilité de la solution obtenue est tres sensible au voisi-
nage utilisé (souvent dénommé schéma de discrétisation). Les différences finies semblent
donc plus adaptées aux maillages structurés, de par la facilité d’accéder aux voisins d’un
neeud. Quoiqu’il en soit, 'application de cette technique aux n nceuds du maillage permet
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de construire n combinaisons linéaires des valeurs aux noeuds (x,?). La discrétisation
des termes d’espace peut donc se schématiser par I’expression® (équation 2.16) :

[K,].a(x,t) = 0 (2.16)

avec [K;| une matrice de dimensions (n,n). L’équation 2.16 n’est qu'un schéma, car
en réalité, la matrice [K;] est une somme de matrices, chacune correspondant a la discréti-
sation d’un terme d’espace de I’équation aux dérivées partielles considérée (terme diffusif,
advectif, conditions aux limites...). L’équation 2.16 suffit & résoudre les problemes sta-
tionnaires. Cependant, dans le cas de problemes non-stationnaires, il faut ajouter une
discrétisation des termes transitoires. Une technique parmi d’autres, dite single-step, con-
siste alors a prédire I’état du systeme au temps ¢ + At connaissant celui au temps ¢. Ainsi,
un développement limité d’ordre 1 entre les temps ¢ et t + At donne (équation 2.17) :

ou(x,t) u(x,t+ At) —u(x,t)
ot At
Les termes d’espace sont ensuite évalués au temps t + 6.At (avec 0e(0, 1]), sous forme
d’une moyenne pondérée. Par conséquent, en reprenant 1’équation 2.16, leur discrétisation
devient (équation 2.18) :

(2.17)

[Kpiond (x,t+ 0.08) = (1 — 0).[K,]0(x, 1) + 0.[Kpoad0(x, t + Ab) (2.18)

Finalement, en combinant les discrétisations spatiales (équation 2.18) et transitoires
(équation 2.17) conformément a I’équation aux dérivées partielles considérée, I’état du
systeme au temps t + At se trouve completement déterminé par celui au temps t. En
partant d’'un état initial donné, il devient donc possible de suivre I’évolution de u(x,t) au
cours du temps.

Quelques critiques sur la méthode des différences finies

La méthode des différences finies apparait comme une méthode simple et robuste, d’ailleurs
tres largement utilisée dans l'industrie. Pour des problemes stationnaires, elle se réduit
a l'inversion d’une matrice. Pour des problemes transitoires, celle-ci doit étre inversée
sur une série de périodes de temps At choisies par I'utilisateur. Toutefois, cette méthode
présente quelques inconvénients :

e Elle ne semble pas tres appropriée dans un cadre d’utilisation de maillages non-
structurés. En effet, les schémas de discrétisation utilisés sont dans ce cas beaucoup
plus complexes, et la discrétisation des termes d’espace de 1’équation aux dérivées
partielles considérée génére alors des matrices [K;] quelconques, ce qui augmente la
complexité des systémes matriciels a résoudre (équations 2.16 ou 2.18).

e Par ailleurs, il existe des cas ou la méthode des différences finies ne peut s’appliquer.
Par exemple, dans le contexte d’une simulation d’écoulement, il est difficile de pren-
dre en compte des tenseurs de perméabilité k£ non-diagonaux (méme s'’ils peuvent

3Lorsque le probleme est stationnaire, la variable ¢ doit étre ignorée, bien siir.
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étre anisotropes), ce qui limite considérablement le champ d’application de la méth-
ode [Verma 96].

e De plus, dans le cas de problemes transitoires, la question du choix du pas de temps
At et du poids 6 se pose (équations 2.18 et 2.17). En effet, il faut éviter qu’entre les
temps t et t+ At, les valeurs de u(x, t) varient trop [Ledez 03]. Il est donc préférable
de choisir un pas de temps faible, mais cela ralentit bien str d’autant la convergence.
Par ailleurs, plusieurs valeurs de 6 sont couramment utilisées. Par exemple, § = 0
ou § = 1 (méthodes dites respectivement explicite et implicite) conduisent a des
simplifications de I’équation 2.18. Une autre méthode, dite de Crank-Nicholson,
utilise = 0.5.

2.2.2 Les volumes finis
Présentation du schéma de résolution

Avec la méthode des volumes finis, I’équation aux dérivées partielles n’est plus discrétisée
sur les nceuds du maillage, comme pour les différences finies, mais sur des polyedres ap-
pelés volumes de controle, définis autour de ces derniers. L’ensemble des volumes de
controle forme ainsi un maillage dual du maillage initial (que nous allons dénommer pri-
mal), comme défini dans la partie précédente de ce chapitre (partie 1.1). Les schémas
de discrétisation sont tres variables, et sont souvent gouvernés par le probleme considéré
[Verma 96]. Ainsi, certaines propriétés peuvent étre choisies comme constantes sur les
mailles du primal, d’autres sur ses noeuds, ou bien encore sur les frontieres des volumes
de controle.

Dans ce cadre, on exprime ’équation aux dérivées partielles sous une forme intégrale
(comme par exemple dans I'équation 2.14). Soit V' (x;) le volume de controle centré sur le
neeud du primal x;, et A sa frontiere. Les termes intégraux d’espace sur A peuvent alors
s’écrire sous la forme d’une somme des discrétisations de ces mémes termes sur les n faces
constituant la frontiere* de V'(x;). Si topologiquement, chacune de ces faces correspond a
une connexion entre x; et un des ses n voisins x;, cela donne par exemple pour le calcul

trivial d’'un gradient représentant un flux au travers un volume de controle (équation
2.19) :

t) —a(x;,t)

dx,x;

= ﬁ<Xj )
[72 Vu(x, ) ndAlya ~ 3 (2.19)
j=1
ou n est le vecteur normal sortant a A, et dx,x; la distance entre les nceuds x; et x;.
Finalement, comme pour les différences finies, 'application de cette technique sur tous
les volumes de controle permet de construire des combinaisons linéaires des valeurs aux
neeuds u(x, t), schématisées par I’équation 2.16.

Pour les problemes transitoires, la discrétisation s’opere entre les temps t et t + At,
comme pour la méthode des différences finies. Les termes d’espace sont également évalués

4Pour un probléme 2D, les volumes de contrdle sont des polygones dont les frontieres sont des segments.



2.2. SCHEMAS NUMERIQUES DE RESOLUTION 41

au temps t + 0.At, et les termes transitoires sont approximés de la maniére suivante
(équation 2.20) :

(A(x, t + At) — a(x, 1))
At

[ /V M.dmv(xi) ~ Vol(V(x:)).

o (2.20)

avec Vol(V(x;)) le volume de V(x;). La combinaison des discrétisations spatiales
(équation 2.18) et transitoires (équation 2.20), conformément a ’équation aux dérivées
partielles considérée, permet alors de connaitre 1’état du systeme au temps t + At con-
naissant celui au temps ¢ (des jeux de conditions initiales complétent le systéeme).

Avantages et inconvénients de la méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis est beaucoup plus attractive que celle des différences finies,
pour plusieurs raisons. Tout d’abord, la définition des volumes de controle se généralise
sans probleme a tous les types de maillage, qu’ils soient structurés, non-structurés ou
semi-structurés, quels que soient les types de mailles utilisés ([Pedrosa 85], [Palagi 91],
[Verma 96]), ce qui étend d’autant le champ d’application de la méthode. Par ailleurs,
tout en restant relativement simple, les volumes finis s’interprétent comme ’explicitation
directe du phénomene physique modélisé, directement retranscrit sur tous les volumes
de controle du maillage (conservation de la masse, de 1’énergie, principe fondamental de
la mécanique, ...). De plus, la méthode offre une tres grande flexibilité de gestion des
propriétés, ce qui permet de définir de nombreux schémas de discrétisation. Par exemple,
dans le cadre de simulations d’écoulement (& qui le chapitre 7 est entierement consacré),
les tenseurs de perméabilité k peuvent étre supposés uniformes sur une partie ou sur la
totalité des mailles du primal, ce qui permet de prendre en compte des tenseurs complete-
ment anisotropes et/ou asymétriques ([Heinemann 88|, [Verma 96], [Edwards 98]).

Cependant, méme si une grande liberté est permise quant a la définition géométrique
des volumes de controle, ceux-ci doivent néamoins satisfaire certaines contraintes (ne
serait-ce qu’avoir un volume non-nul ! - équation 2.20), ce qui pose des problémes au
niveau de la construction méme du maillage servant de support a la méthode, notamment :

e lorsque la forme des volumes de controle doit s’adapter a certaines conditions aux
limites. Par exemple, pour des simulations d’écoulement (& qui la méthode des
volumes finis est particulierement bien adaptée), un maillage spécifique est nécessaire
autour des puits ([Heinemann 94|, [Verma 97|, [Wolfsteiner 02]).

e lorsque la forme des volumes de controle doit simplifier la discrétisation de certains
termes de I’équation aux dérivées partielles considérée. Ainsi, toujours dans le cadre
de simulations d’écoulement, il est souhaitable que les faces de la frontiere des vol-
umes de controle soient orientées en accord avec les anisotropies de perméabilité
([Verma 96], [Gunasekera 97]).
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2.2.3 Les éléments finis
Principe général de la démarche

La méthode des éléments finis repose sur l’association entre et les n noeuds du maillage
x; et des fonctions d’interpolations géométriques P;(x), ou fonctions de forme, qui, sur
chaque maille €2;, approximent u(x, t) en espace par une fonction simple u® (x,t) dépen-
dant de x et des valeurs de u(x, ) aux nceuds de la maille. Si §2; connecte n; noeuds xo,

X1, ..., Xn;—1, cette approximation s’écrit (équation 2.21) :
k=n;—1
0% (x,t) = Y A(xp,t).Pi(x) (2.21)
k=0

En général, les fonctions de forme P;(x) sont des polynomes dont le degré est choisi par
I'utilisateur. Chercher une solution par éléments finis consiste donc en partie a déterminer
quel fonction de forme il faut attribuer aux nceuds pour que la solution obtenue soit la plus
précise possible, ce qui dépend aussi bien stir du nombre, de la forme et de la topologie
des mailles. Si P;(x) est nul partout dans le domaine considéré sauf dans les mailles qui
contiennent le noeud x;, la relation 2.21 devient (équation 2.22) :

u(x,t) = > a(x;,t).P(x) (2.22)
=0
La formulation 2.22 permet de discrétiser les opérateurs différentiels de 1’équation aux
dérivées partielles considérée. Par exemple, cela donne pour le calcul d'un trivial d’un
gradient (équation 2.23) :

Vu(x,t) = > u(x;,t).VP(x) (2.23)
i=0
Néamoins, 'application de cette technique ne permet pas de connaitre toutes les
valeurs aux noeuds x;, car il faut autant d’équations que de nceuds dans le maillage.
Pour cela, une formulation intégrale du systeme a résoudre (soit L(u(x,t)) = 0), dite
forme faible, est construite (équation 2.24) :

L(u(x,t)) =0 & /Q La(x, )).wX(x).dQ = 0 (2.24)
olt w¥(x) est une fonction poids en espace choisie par l'utilisateur (I’équation 2.24
est valable quelle que soit la fonction poids choisie). Comme une équation par noeud est
nécessaire, il suffit de choisir autant de fonctions poids que de noeuds dans le maillage. La
combinaison des discrétisations, conformément a I’équation aux dérivées partielles con-
sidérée, génere alors un systéme de n équations a n inconnues (les u(x;,t + At)) faisant
intervenir les 0(x;,t). Des jeux de conditions initiales permettent de déterminer com-
pletement le probleme.

Ainsi, en combinant la discrétisation des termes d’espace de I’équation aux dérivées
partielles, il est possible de construire une combinaison linéaire des inconnues a(x;,t), ce
qui peut se schématiser par I’équation suivante (équation 2.25) :
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(1) fa(xi, 1] = 0 (2.25)

avec [a(x;,t)] une matrice de dimensions (n, 1) regroupant les inconnues, et [K;] une
matrice de dimensions (n,n) dont les termes dépendent du choix des fonctions de formes
associées a chaque nceud du maillage. L’équation 2.25 n’est qu'un schéma, car en réalité,
(K] est une somme de matrices, chacune correspondant a la discrétisation d'un terme
d’espace de I’équation aux dérivées partielles considérée (terme diffusif, advectif, ...). Dans
le cas de problemes transitoires, la discrétisation s’opere entre les temps t et t+ At, comme
pour la méthode des différences finies, et les termes d’espace sont également évalués au
temps t 4+ 0.At (équations 2.17 et 2.18).

Quelques commentaires sur la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode tres flexible, car pour un méme procédé
de résolution, beaucoup de parametres sont du ressort de I'utilisateur, comme le type de
mailles utilisé, le choix des fonctions de formes associées aux nceuds ou des fonctions poids
en espace. Le choix de ces parametres influent grandement sur la précision du résultat :

e Intuitivement, plus le maillage est dense, plus le nombre de noeuds est grand et plus
la solution obtenue est une bonne approximation, mais I’augmentation du volume de
calculs qui en découle peut étre pénalisante. De plus, la convergence vers la solution
théorique est sensible au type de maille utilisé, et il s’avere parfois utile de varier
les types déléments (utilisation de maillages hybrides). D’une maniére générale, la
méthode des éléments finis s’applique facilement aux maillages structurés et non-
structurés (au contraire des différences finies), sans que son implémentation ni sa
mise en ceuvre ne soient grandement alourdies.

e [’augmentation du degré d’interpolation des fonctions de forme (polynémes de La-
grange, d’Hermite, de Tchebicheff, ...) pourrait étre une solution pour améliorer la
précision. Cependant, en pratique, des polynomes de degré inférieur a 3 ou 4 sont
utilisés, car au-dela des problemes d’instabilité apparaissent, rendant la méthode
inutilisable.

e De nombreux choix sont possibles pour les fonctions poids en espace. Une méthode
tres répandue (méthode de Galerkine) consiste a prendre comme fonctions poids en
espace les fonctions de forme, soit wX(x) = P;(x), mais il est aussi possible de pren-
dre des collocations par point (dirac centrés aux noeuds) ou encore des collocations
par domaine (wX*(x) = 1 sur un domaine particulier du maillage, et wX(x) = 0
ailleurs).






Chapitre

Représentations cellulaires des objets
géologiques

Suite aux deux premiers chapitres de cette partie, qui ont dans un premier temps présenté
les maillages comme des modeles discrets du domaine d’étude (chapitre 1), puis comme
des outils de modélisation adaptés a de nombreux problemes des géosciences (chapitre
2), ce dernier chapitre les resitue dans le cadre de la modélisation des objets bi- et tridi-
mensionnels du sous-sol. Dans un premier temps, des criteres portant sur la validité des
différentes représentations de ces objets géologiques sont dégagés. Ensuite, nous présen-
tons une méthodologie pour mailler ou remailler ces objets qui satisfait effectivement ces
criteres, avant d’aborder finalement les aspects pratiques de sa réalisation.

3.1 Caractérisation des données disponibles

Les représentations des objets solides du sous-sol ne sont pas obligatoirement basées sur
des maillages. Meéme s’il est possible de procéder directement a partir des points de
données ([Nullans 98], [Hale 02]), elles sont en général précédées par la modélisation de
leurs limites, hypothese dans laquelle nous nous plagons. Dans un espace tridimensionnel,
la, géométrie de ces objets bidimensionnels est alors décrite par des maillages!, et les
représentations des objets solides qui suivent doivent intégrer d’une maniere ou d’une
autres ces informations. Le but de cette partie est d’une part de préciser la nature
géologique des objets modélisés, mais aussi de discuter de la validité des représentations
attachées a ces objets.

Les formulations implicites [Ledez 03], sans maillage, sont une alternative intéressante.
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3.1.1 Nature des données
Modeles surfaciques

La construction d’un modele surfacique (appelé aussi modéle structural) est réalisée a par-
tir de données discretes, comme les images sismiques, les relevés de terrain, les diagraphies,
ou encore les mesures gravimétriques. Ce modele fournit avant tout une représentation
discrete des objets du sous-sol de dimension p (0 < p < 2) et des limites du domaine
d’étude, par 'intermédiaire de p-complexes cellulaires qui décrivent leur géométrie dans
un espace de dimension 3. Dans la tres grande majorité des cas, cela concerne essen-
tiellement les horizons et les failles. Ces objets ainsi que leurs bords ont des topologies
variables : ils peuvent par exemple étre aussi bien ouverts que fermés.

L’établissement d’un tel modele constitue une problématique de recherche a part en-
tiere ; les techniques qui s’y rapportent sont nombreuses [Duvinage 00] et dépassent le
cadre de ce travail. Par la suite, nous considérerons donc ces objets comme des données.
En général, chaque surface géologique est construite indépendamment des autres : elle
est constituée par des ensemble de lignes et de points, qui certes constituent ces bords,
mais qui lui sont propres. En d’autres termes, aucune ligne ou point du modele n’est alors
commun a plusieurs surfaces.

Modeles volumiques
Notion de région

Les modeles volumiques s’attachent a la représentation des objets solides du sous-sol,
ce qui implique nécessairement l'identification de volumes clos, qui seront par la suite
dénommeés régions. Plusieurs techniques existent pour construire de telles régions :

e la représentation dite booléenne (appelée aussi dans la littérature de langue anglaise
constructive solid geometry), par exemple, définit les régions comme le résulat de
I"union, de I'intersection ou d’autres combinaisons de primitives géométriques variées
comme des parallelépipedes, des spheres ou encore des cylindres. Cette technique
n’est toutefois pas applicable aux objets naturels.

e les représentations par frontiéres, quant a elles, les définissent plutot par leurs
bords, qui sont les surfaces correspondant aux limites des objets géologiques mod-
élisés (horizons, failles, toits ou murs d’intrusions) et du domaine d’intérét. Cette
derniere approche est stirement 1'une des plus utilisées dans le domaine des géo-
sciences [Caumon 03-(1)]. Pour construire une telle représentation, les intersections
entre les surfaces sont calculées pour rendre leurs bords coincidents, ce qui n’est
initialement pas le cas, rappelons-le. Ceci induit en général une déterioration assez
forte de la qualité du maillage initial des surfaces ([Euler 99], [Caumon 03-(1)]).

e les représentations cellulaires, ¢’est-a-dire par des maillages, ol les régions sont con-
stituées par des ensembles connexes de 3-cellules. Ces maillages ne sont cependant
pas nécessairement adaptés a la modélisation du processus physique a laquelle ils
sont destinés. Il serait donc souhaitable de les remailler.
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Quelle que soit la technique utilisée pour le définir, il est possible de subdiviser
I’ensemble des régions d’'un modele volumique du sous-sol en plusieurs catégories, cha-
cune étant propre a un objet géologique particulier de dimension 3, dont par exemple les
couches géologiques, qui sont des régions délimitées par deux horizons donnés, les fron-
tieres du domaine d’étude et éventuellement un groupe de faille affectant la couche, les
blocs de faille, dont les limites sont constituées par un ensemble de failles données, ou en-
core les morphologies perturbées comme les couches saliferes, les intrusions magmatiques,
ou les minéralisations, dont les représentations sont diverses du fait de la topologie variée
de ces objets (surfaces limites ouvertes, fermées, toriques).

Les modeéles volumiques comme complément des modéles surfaciques

Un modele surfacique n’est pas suffisant pour la tres grande majorité des applications
sur lesquelles débouchent la modélisation du sous-sol, ou l'identification de régions est
nécessaire pour par exemple :

e connaitre leur volume et pouvoir ainsi estimer la dimension dun réservoir pétrolier
ou d’une minéralisation,

e qu’elles puissent servir de support a un modele de propriétés, chaque région pouvant
avoir ses propres caractéristiques pétrophysiques,

e visualiser les corps géologiques modélisés, juger de leur forme et de leur agencement,
et éventuellement détecter des incohérences dans le modele,

e localiser de maniere précise un point dans le modele et savoir a quelle région il
appartient. Cette possibilité est requise par de nombreux algorithmes, dont ceux
concernant le tracé de rayons sismiques, présenté au début du chapitre précédent
(partie 2.2).

Des informations de contact entre les objets

Le role des modeles surfaciques et volumiques est aussi de dégager des informations sur
les contacts de dimension 2, 1 ou 0 pouvant exister respectivement au sein des ensembles
de régions, de surfaces et de lignes qu’ils contiennent. En effet, il n’est pas rare que par
exemple les failles (ou & une autre échelle les fractures) soient organisées en réseaux, et
donc inter-connectées de maniere parfois complexe. Les horizons, quant a eux, sont bordés
par les failles qui les affectent, et sont donc en contact avec celles-ci. De la méme maniere,
les régions d’'un modele volumique sont en contact les unes avec les autres.

Il existe un tres grand nombre de contacts possibles. Cependant, par la suite, comme le
montre la figure 3.1, seuls les contacts entre objets de méme dimension seront considérés,
car ce sont les plus significatifs dans le cas de données géologiques (un contact entre
une ligne et une surface a par exemple peu d’intérét). Nous supposerons de plus que
tous les objets de dimension p du modele sont des p-variétés, c’est-a-dire que tous leurs
points ont un voisinage homéomorphe a un disque de dimension p (0 < p < n). Les
contacts entre plusieurs p-variétés ne constituent pas nécessairement une p-variété. Par
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exemple, un contact entre trois bords de surfaces, ou un contact entre un bord de ligne
avec l'intérieur d'une autre, sont respectivement une 2- et une 1-non-variété. Les p-non-
variétés n’admettent une représentation que dans les espaces de dimension supérieure a
p (0 < p < n). Notre espace d’étude étant tridimensionnel, les 3-non-variétés y seront
donc exclues. La figure 3.1 présente les différents types de contacts considérés dans notre
étude.

— | C

Figure 3.1 Les différents contacts de I'espace tridimensionnel considérés dans notre travail. Les
lignes correspondent & la dimension du contact (0, 1, ou 2), et les colonnes au type du contact. Les

contacts de la colonne du milieu sont des objets non-variétés.

A ce stade, nous considérons qu'un contact de dimension p (0 < p < 2) est juste
une information, précisant seulement qu'un ensemble d’objets géologiques de dimension
(p+1) sont supposés s’intersecter, et que cette intersection est matérialisée par un ensemble
d’objets géologiques de dimension p. Sauf quand cette intersection a été explicitement
calculée, comme c’est le cas par exemple pour les modeles volumiques définis par frontiéres,
il n’a donc pas de signification topologique et géométrique réelle. Ceci laisse toutefois une
tres grande souplesse quant a leur définition dans le modele.

3.1.2 Représentation des données par une partition cellulaire
Principe

Quelle que soit la forme sous lesquelles elles se présentent, les données sont donc un ensem-
ble de surfaces, de lignes, de points et éventuellement de régions, plongés dans un espace
tridimensionnel, correspondant indifféremment aux objets géologiques modélisés, a leurs
limites et a celles du domaine d’étude. Un modele surfacique ou volumique F' peut donc
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étre représenté par les ensembles { Fy, I, Fy, F3}, F), étant une collection { f§, f1, ..., fi, _1}
de n, macro-cellules de dimension p (0 < p < 3), dont les bords sont des macro-cellules
de F,_; ('ensemble Fj étant vide pour les modeles surfaciques), comme l'illustre la figure
3.2. Sans perdre en généralité, nous allons considérer que les relations d’incidence entre
les macro-cellules de F' sont données, et que :

e chaque macro-cellule de F; est incidente a au moins une macro-cellule de F} lorsqu’il
s’agit d'une surface ouverte, et a aucune lorsqu’elle est fermée.

e chaque macro-cellule de F) est incidente a deux ou zéro macro-cellules de Fy, ce
qui correspond respectivement & une ligne ouverte (avec deux extrémités) ou fermée
(sans extrémité).

Figure 3.2 (A) : schéma d’une partition cellulaire de dimension 2, constitué de 3 macro-cellules de
dimension 2 entretenant entre elles des contacts définis implicitement par les pointillés. Il existe aussi des
contacts entre les macro-cellules de dimensions inférieures. (B),(C),(D) : quelques exemples concrets de

modeles géologiques du sous-sol vus comme des partitions cellulaires.

Cette représentation est tout a fait équivalente a celle d’une partition cellulaire de
dimension 3, au sens ou nous l'avons défini dans le premier chapitre de cette partie.
Toutefois, ses p-cellules (0 < p < 3) n'ont pas de géométrie bien définie, car dans F,
elles ont avant tout un sens géologique. C’est pourquoi nous utilisons plutot le terme de
p-macro-cellule pour les désigner.
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Interrogations sur la validité de la représentation
Enoncé des critéres de validité

Pour qu’il soit valide, un modele surfacique ou volumique F' doit satisfaire a des condi-
tions bien précises ([Requicha 80], [Euler 99], [Caumon 03-(1)]), non-seulement lors de sa
construction, mais aussi lors d’éventuelles modifications pouvant y étre apportées. FEn
particulier, il est nécessaire que les intersections entre ses régions, ses surfaces et ses lignes
correspondent a leur bord commun de dimension maximale. Ceci implique que toutes les
(p+1)-macro-cellules impliquées dans un contact de dimension p (0 < p < 2) doivent étre
incidentes a la méme p-macro-cellule. En d’autres termes, s’il est envisagé sous la forme
d’une partition cellulaire, F' doit aussi étre un complexe cellulaire. En complément de ce
critere portant sur la validité de la représentation, il est possible d’ajouter des criteres de
validité géologique [Caumon 03-(1)] :

1. Les failles sont les seules interfaces dont les bords peuvent ne pas étre en contact
avec d’autres interfaces. Autrement dit, les bords des horizons ne doivent jamais
étre libres, et sont toujours connectés a d’autres interfaces, qui peuvent étre les
limites du domaine d’intérét.

2. Lorsqu’ils existent, les contacts entre limites de couches, comme les horizons ou les
surfaces d’érosion, ne peuvent se faire qu’en leurs bords externes.

Enfin, les surfaces et les lignes des modeles surfaciques ou des modeles volumiques
définis pas frontieres, ou encore les régions des modeles volumiques cellulaires, doivent
avoir un maillage adéquat en termes de forme ou de taille, afin de pouvoir servir de
support valide a différentes applications, comme nous I’avons vu dans le chapitre précédent
(chapitre 2).

Etude de la validité

Dans le cas le plus général, la partition cellulaire F' ne constitue évidemment pas une
représentation valide. En effet, un ensemble de (p + 1)-macro-cellules (0 < p < 2) sup-
posées s’intersecter d’apres les données du modele ne sont pas nécessairement adjacentes,
c’est-a-dire toutes incidentes a une unique p-macro-cellule du contact :

e Certaines (p+1)-macro-cellules ne sont incidentes a aucune p-macro-cellule matéria-
lisant le contact (0 < p < 1).

e Certaines (p+1)-macro-cellules sont certes incidentes a une p-macro-cellule matéria-
lisant le contact, mais celle-ci est différente pour chacune d’entre elles (0 < p < 2).

De plus, I’ensemble des p-macro-cellules représentant un méme contact ne possedent
pas toutes la méme géométrie. Ces deux problemes viennent du fait que les intersections
entre les macro-cellules de F' n’ont pas de signification géométrique. Ainsi, sauf si F est un
modele volumique défini par frontiéres, il ne peut pas constituer un complexe cellulaire.
Ce modele doit donc étre modifié pour constituer une représentation valide.
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Par ailleurs, et c¢’est le cas par exemple pour les surfaces des modeles volumiques définis
par frontieres, les macro-cellules de F' n’ont pas nécessairement un maillage satisfaisant
au regard des usages auxquels il est destiné. Il est donc également souhaitable de pouvoir
remailler correctement toutes ces macro-cellules.

3.2 Proposition d’une représentation cellulaire valide
le Soft Frame Model

Cette partie présente un ensemble de concepts et de structures de données permettant
d’assurer la validité représentative et applicative d'un modele F' donné, qu’il soit surfacique
(n = 2) ou volumique (n = 3), dans ’hypothese ou celui-ci se présente sous la forme d’une
collection de p-macro-cellules (0 < p < n) ne s’intersectant pas nécessairement au niveau
de leurs bords, et d’informations sur les contacts qui les lient. Le macro-modele que
nous proposons, appelé Soft Frame Model de dimension n, constitue une contribution
importante de notre travail. Il sera I'objet central des chapitres suivants.

3.2.1 Notion d’élément radial
Définitions des éléments radiaux

Au sein de la partition cellulaire F', les contacts de dimension p sont matérialisés par un
ensemble de macro-cellules de F), (0 < p < n — 1) correspondant a 'intersection virtuelle
d’un ensemble fini de ¢ macro-cellules de F},y;. Soit r, un élément abstrait attaché au
contact entre ces c cellules. Par la suite, nous ’appellerons élément radial de dimension
p, et ¢ constituera son cardinal (¢ > 1). Les éléments radiaux de dimension 0 seront ainsi
dénommés neuds radiaur, ceux de dimension 1 lignes radiales, ceux de dimension 2 sur-
faces radiales, et ceux de dimension 3 régions (pour les modeles volumiques uniquement).

Par conséquent, un élément radial r, de dimension p et de cardinal c est a la fois un
ensemble de ¢ macro-cellules de F}, 1, que nous regrouperons sous le terme parents, mais
aussi un ensemble de e macro-cellules de F), matérialisant le contact, et qui constituent
ce que nous appellerons ses enfants dans F'. Celles-ci sont les bords des parents de 7).
Rappelons quun parent de r, ne possede pas toujours de bord constituant un enfant de
rp, dans quel cas il sera dit flou, et déterminé sinon. Par extension, nous dirons qu’un élé-
ment radial est déterminé si tous ces parents le sont (ce qui n’implique pas nécessairement
¢ = e). D’apres les hypotheéses que nous avons formulées sur les contacts définis dans un
modele volumique, une surface radiale est donc toujours déterminée. La figure 3.3 donne
quelques exemple schématiques de noeuds radiaux et de lignes radiales.

Les éléments radiaux de dimension n n’ont bien stur pas de parents (il n’existe pas de
macro-cellules de dimension (n 4 1) dans F)), et elles ont un unique enfant qui est une
macro-cellule de F,,.
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Figure 3.3 Quelques exemples schématiques de nceuds et de lignes radiales (encerclés en rouge).
Les traits verts représentent des informations de contact. (A) : un noeud radial déterminé a 3 enfants et
6 parents. (B) : un nceud radial déterminé & 2 enfants et 2 parents. (C) : un noeud radial flou & 1 enfant
et 3 parents (dont 1 flou). (D) : un neeud radial déterminé & 1 enfant et 2 parents. (E) : un neeud radial
flou a 1 enfant et 4 parents (dont 2 flous). (F) : une ligne radiale déterminée a 3 enfants et 3 parents.
(G) : une ligne radiale déterminée & 1 enfant et 1 parent. (H) : une ligne radiale floue & 2 enfants et 3

parents (dont 1 flou).

Propriétés des éléments radiaux

Il découle tout d’abord de ces définitions qu'un élément radial de cardinal 1 correspond
a un bord libre. Si F' est géologiquement valide, cette configuration ne peut seulement

concerner en dimension 2 que les limites du domaine d’étude, et en dimension 1 que les
bords des failles [Caumon 03-(1)].

Par ailleurs, étant donné qu’une macro-cellule du modele F' de dimension 0, 1 ou 2 ne
peut logiquement prendre part qu’a un seul contact, toutes les macro-cellules de Fp, F}
et F, constituent un enfant d’un unique élément radial de méme dimension. En d’autres
termes, il est impossible qu'une macro-cellule de Fjy soit un enfant de plusieurs nocuds
radiaux, qu’'une macro-cellule de F} soit un enfant de plusieurs lignes radiales, et qu’une
macro-cellule de F, soit un enfant de plusieurs surfaces radiales. Pour la méme raison,
tous les enfants d’'un élément radial donné sont topologiquement équivalents, et ils ont en
particulier le méme nombre de bords.

Les éléments radiaux entretiennent entre eux des relations d’incidence et d’adjacence
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que nous définissons comme suit (voir figure 3.4) :

e Un élément radial r, et un élément radial r,,; sont dits incidents si et seulement
s'il existe un parent de r, qui soit un enfant de r,+1 (0 <p <n—1).

e Deux éléments radiaux de dimension p sont dits adjacents s’ils sont incidents a un
méme élément radial de dimension (p — 1) (1 < p < n).

Par conséquent, si un élément radial r, et un élément radial r,,; sont incidents, alors
tous les enfants de 7,41 possedent le méme nombre k£ (K > 0) de bords qui sont enfants
de 7,. Tous les enfants de 7,4, sont de plus des parents tous flous ou tous déterminés de
Tp, auquel cas 7,41 sera dit respectivement flou par rapport a r, ou déterminé d’ordre k
par rapport a 7, (k est alors non-nul). Enfin, nous appellerons m-descendance de r, les
éléments radiaux de dimension m tels qu’il existe une série {ry,, rp1, ..., "}, OU Tpy1 e€st
incident a 7, (p+1 < k+1<m <n). De méme, les m-ancétres de r, sont les éléments
radiaux de dimension m tels qu’il existe une série {r.,, rmi1, ..., 7}, Ol 7411 est incident
ary,(m+1<k+1<p<n).

NR6

ancetres descendance

A

Figure 3.4 Cette figure illustre la notion d’incidence entre éléments radiaux. En haut : partition
cellulaire de départ. Les pointillés représentent les informations de contact (& gauche). Visualisation
des éléments radiaux (& droite). En bas : graphe d’incidence associé aux éléments radiaux. Les arcs en

pointillés correspondent aux relations d’incidence floues.
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Notion de Soft Frame Model

Un Soft Frame Model de dimension n est une représentation d’un modele F' surfacique
(n = 2) ou volumique (n = 3) basée sur les éléments radiaux, o chaque macro-cellule de
F,, est associée a une surface radiale (n = 2) ou a une région (n = 3), et chaque informa-
tion de contact de dimension p a un élément radial de dimension p (0 < p <n —1). Elle
constitue un macro-modele tres flexible, car uniquement déterminée par des informations
de contact. Un Soft Frame Model est par conséquent facile a mettre a jour en cas de
modifications de ces données.

Comme les complexes cellulaires, un Soft Frame Model est entierement décrit par un
graphe d’incidence, dont les nceuds sont ses éléments radiaux. Ce graphe peut étre valué
si 'on associe a chaque relation d’incidence son ordre de détermination (un ordre nul
caractérisant une relation d’incidence floue).

3.2.2 Validité d’un modele basé sur des éléments radiaux
Assurance de la validité topologique

La validité topologique de ce modele est inhérente a la définition des éléments radiaux.
En effet, ceux-ci sont construits de sorte qu'un contact de dimension p défini dans un
modele surfacique ou volumique soit représenté par un ensemble d’éléments radiaux de
dimension (p+1) tous incidents a un unique élément radial de dimension p (0 < p < n—1).
En d’autres termes, un ensemble de macro-cellules de F), qui s’intersectent virtuellement
dans F' sont toujours associées a des éléments radiaux de dimension p qui sont adjacents
(1<p<n).

Assurance de la validité géométrique
Principe

Chaque élément radial r, d'un Soft Frame Model (0 < p < n), et donc chaque contact de
dimension p défini dans le modele F' (0 < p < n — 1), doit avoir une unique signification
géométrique. Supposons que cette signification prenne la forme d’un complexe cellulaire
de dimension p, qui sera par la suite noté M, . Ce complexe doit alors nécessairement
prendre en compte la géométrie :

e des éléments radiaux de dimension (p — 1) incidents a r,, autrement dit les (p — 1)-
ancétres de r,, qui constituent un premier ensemble noté A,_1(r,),

e des éléments radiaux de dimension ¢ incidents aux éléments radiaux de Agq1(rp),
c’est-a-dire les g-ancétres de 7,, qui constituent les ensembles A, (r,) (0 < g < p—2).

L’ensemble C(r,) = {A,—1(rp), ..., Ao(r,)} définit ce que nous appellerons les éléments
radiaux de contrainte sur la géométrie de r, (la figure 3.5 en donne une illustration). Ces
contraintes sont satisfaites si et seulement s’il existe dans le complexe M, une union
de g-cellules qui sont en correspondance géométrique avec la totalité des g¢-cellules des
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Figure 3.5 Les l-ancétres de la surface radiale SR3 sont les lignes radiales LRy, LRg et LRz, et ses
0-ancétres sont les nceuds radiaux N Ry, NR3, NRy NRg, et NR7. La géométrie de cette surface radiale

doit donc étre contrainte par celle de tous ces éléments radiaux.

complexes associés aux éléments radiaux de A,(r,) (0 < g <p-—1).

Les g-cellules de M,  correspondant a celles du complexe associé a un élément de
contrainte r, (0 < ¢ < p—1) ont une localisation bien précise. En effet, si r, est déterminé
par rapport a au moins un élément de la (p — 1)-descendance de r, qui appartient a

Ap_1(rp), alors ces g-cellules sont toutes sur le bord de M, . Sinon, elles sont situées a
I'intérieur de ce complexe.

Implications

Assurer la validité géométrique d’un Soft Frame Model implique d’avoir des outils per-
mettant tout d’abord de créer des maillages de dimension p (0 < p < n < 3) dans un
espace tridimensionnel. Il est de plus impératif de pouvoir contraindre ces maillages d'une
maniére ou d’une autre en y imposant des ensembles de g-cellules donnés (0 < ¢ < p—1).
Les cas des nceuds radiaux et des lignes radiales est trivial, et sera abordé dans la suite
de ce chapitre. Générer de tels complexes cellulaires en dimension 2 et 3 est plus délicat ;
les parties suivantes (partie II et III) y seront d’ailleurs largement consacrées. Quoiqu’il
en soit, cette validité doit étre maintenue lors de modifications éventuelles du maillage
associé a un élément radial. S’il est de dimension p, il suffit pour cela de re-contraindre les
complexes de tous les éléments radiaux qui font partie de sa g-descendance (p+1 < ¢ < n).
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Le fait que les maillages associés aux éléments radiaux soient contraints a par ailleurs
de tres fortes répercussions sur la taille ou la forme de leurs cellules. Par exemple, un
triangle auquel une aréte de petite taille est imposée doit avoir une taille du méme ordre
de grandeur pour garder une forme raisonnable, et il en est de méme pour un tétraedre
contraint par une aréte de petite taille ou une face de petite taille mais avec une forme
acceptable. En revanche, un tétraedre contraint par une face dégénérée ne peut avoir de
forme satisfaisante, quelle que soit sa taille [George 99]. Par conséquent, si un maillage
doit satisfaire a des criteres précis de taille ou de forme relatifs a ses cellules, alors les
maillages qui le contraignent doivent aussi les accommoder.

Contraintes mises a part, toute liberté est donnée pour mailler les éléments radiaux,
et donc assurer la validité applicative d’'un Soft Frame Model. Ces maillages doivent
toutefois étre le plus proche possible de ceux de leurs enfants, s’ils existent (les régions
d’un modele volumique défini par frontiéres, par exemple, ne sont pas maillées), afin de
rester cohérents avec les objets du modele F' initial.

3.2.3 Structures de données associées aux éléments radiaux
Topologie des éléments radiaux

Supposons que les macro-cellules de Fy, Fy, F» et éventuellement F3 (si le modele de
départ est volumique), dont les relations d’incidence sont connues, soient respectivement
représentées par des structures de type Cel1_0 (points), Cel1l_1 (lignes) Cell_2 (surfaces),
et Cell_3 (régions), sans plus de précision. Que le modele F' soit surfacique ou volumique,
les structures de données représentant les éléments radiaux sont les mémes (structures 3.1,
3.2,33 et 3.4):

typedef struct Radial_Node {

List<Cell_1%> hard_parents_;

List<Cell_1*> fuzzy_parents_;

List<Cell_O%*> children_;

Table<Radial_Line*,int> incident_radial_lines_;
} Radial_Node; (3.1)

typedef struct Radial_Line {

List<Cell_2%> hard_parents_;

List<Cell_2x*> fuzzy_parents_;

List<Cell_1%> children_;

Table<Radial_Node*,int> incident_radial_nodes_;

Table<Radial_Surface*,int> incident_radial_surfaces_;
} Radial_Line; (3.2)
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typedef struct Radial_Surface {
List<Cell_3%> hard_parents_;
List<Cell_2%*> children_;
Table<Radial_Line*,int> incident_radial_lines_;
Table<Region*,int> incident_regions_;

} Radial_Surface; (3.3)

typedef struct Region {

Cell_3%* child_;

Table<Radial_Surface*,int> incident_radial_surfaces_;
} Region; (3.4)

Ces structures décrivent entierement les relations qu’entretiennent entre eux les élé-
ments radiaux du Soft Frame Model. FEn effet, chacun stocke :

e des informations sur le contact qu’il matérialise : ses enfants (variables children_),
ses parents déterminés et flous (variables hard_parents_ et fuzzy_parents_).
Compte-tenu des hypotheses qui ont été faites sur la nature des contacts au sein
d’un modele volumique, les surfaces radiales n’ont jamais de parents flous.

e les éléments radiaux de dimension inférieure et supérieure qui lui sont incidents.
Rappelons qu’a chacune de ces relations d’incidence est associée un ordre de détermi-
nation, représenté par un entier. Cette information ne nécessite pas obligatoirement
d’étre stockée, car elle peut étre calculée relativement facilement.

Grace a ces structures, les descendances ou les ancétres de n’importe quel élément
radial s’obtiennent tres facilement. Notons que si le modele F' est surfacique, la variable
hard_parents_ de la structure 3.3 ne contient aucun élément, tout comme la variable
incident_regions_. La variable children, quant a elle, n’en contient alors qu'un seul.

Géométrie des éléments radiaux

Comme nous 'avons vu précédemment, les structures de données associées aux maillages
sont diverses et dépendent du modele de représentation utilisé (demi-arétes, n-Cartes,
n-G-Cartes, ...). Toutefois, si les maillages en question constituent la géométrie d'un élé-
ment radial de dimension p, ces structures doivent intégrer le fait qu’ils sont contraints
par des g-cellules d’autres maillages (0 < ¢ < p—1). Considérons le complexe M, associé
a cet élément radial r,. Chacune de ses g-cellules (0 < ¢ < p — 1) peut correspondre a
une g-cellule d'un des g-ancétres de r,. En méme temps, chacune de ses p-cellules est une
contrainte pour chacun des éléments radiaux de la ¢-descendance de r, (p+1 < g < n).
Par conséquent, toutes les cellules du complexe M, sont susceptibles de contenir des
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informations relatives aux contraintes.

Par exemple, considérons un Soft Frame Model de dimension 3, ot les maillages associés
aux éléments radiaux sont tous représentés par des modeles topologiques de la famille des
demi-arétes (a priori, il est méme envisageable d’utiliser un modele topologique différent
par élément radial) :

e Les O-cellules des nceuds radiaux sont représentées par des structures de type Node,

e Les O-cellules des lignes radiales sont représentées par des structures de type Seg-
ment_Node, et leurs 1-cellules par des structures de type Segment_Half_Edge,

e Les O-cellules des surfaces radiales sont représentées par des structures de type
Polygon_Node, leurs 1-cellules par des structures de type Polygon_Half_Edge, et
leurs 2-cellules par des structures de type Polygon,

e Les 0-cellules des régions sont représentées par des structures de type Polyhe-
dron_Node, leurs 1-cellules par des structures de type Polyhedron_Half_Edge, leurs
2-cellules par des structures de type Polyhedron_Half_Polygon, et leurs 3-cellules
par des structures de type Polyhedron.

Sous ces hypotheses, les structures de données suivantes peuvent étre utilisées pour
matérialiser les contraintes sur les ¢-cellules des maillages des élément radiaux de dimen-
sionp (0<g<p—-1<n-—-1):

e La structure 3.5 ci-dessous représente les contraintes associées aux 0-cellules des
lignes radiales, surfaces radiales et régions (la variable radial_node_ est un 0-
ancétre de ces éléments). Elle est donc attachée aux structures de type Segment_Node,
Polygon_Node et Polyhedron_Node :

typedef struct Constraint_0d {
Radial_Node* radial_node_;
Node* node_;

} Constraint_0d; (3.5)

e La structure 3.6 ci-dessous représente les contraintes associées aux 1-cellules des
surfaces radiales et des régions (la variable radial_line_ est un l-ancétre de ces
éléments). Elle est donc attachée aux structures de type Polygon_Half_Edge et
Polyhedron_Half_Edge :

typedef struct Constraint_1id {

Radial_Linex* radial_line_;

Segment_Half_Edge* half_edge_;
} Constraint_1d; (3.6)
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e La structure 3.7 ci-dessous représente les contraintes associées aux 2-cellules des
régions (la variable radial_surface_ est un 2-ancétre de ces éléments). Elle est
donc attachée aux structures de type Polyhedron_Half_Polygon :

typedef struct Constraint_2d {
Radial_Surface* radial_surface_;
Polygon* polygon_;

} Constraint_2d; (3.7)

Les contraintes définies sur la totalité des p-cellules des complexes représentant les
éléments radiaux de dimension p (0 < p < n — 1), quant a elles, peuvent par exemple se
décliner sous la forme suivante :

e La structure 3.8 ci-dessous est associée a la 0-cellule d'un neeud radial (structure de
type Node), les variables constraints_1d_, constraints_2d_ et constraints_3d_
correspondant respectivement aux 1-, 2- et 3-descendances du noeud radial :

typedef struct Constraint_Node {
Table<Radialline*,Segment_Nodex> constraints_1d_;
Table<RadialSurface*,Polygon_Node*> constraints_2d_;
Table<Region*,Polyhedron_Node*> constraints_3d_;

} Constraint_Node; (3.8)

e La structure 3.9 ci-dessous est associée aux 1-cellules d'une ligne radiale (structures
de type Segment_Half_edge), les variables constraints_2d_ et constraints_3d_
correspondant respectivement aux 2- et 3-descendances de la ligne radiale :

typedef struct Constraint_Segment_Half_Edge {
Table<RadialSurface*,Polygon_Half_Edge*> constraints_2d_;
Table<Region*,Polyhedron_Half_Edge*> constraints_3d_;

} Constraint_Segment_Half_Edge; (3.9)
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Figure 3.6 Un premier exemple de construction d’un Soft Frame Model & partir d’un modele
structural synthétique (& gauche). La géométrie des nceuds radiaux et des lignes radiales est affichée a

droite.

e La structure 3.10 ci-dessous est associée aux 2-cellules d’une surface radiale (struc-
tures de type Polygon), les variables constraints_3d_ correspondant a la 3-descen-
dance de la surface radiale :

typedef struct Constraint_Polygon {
Table<Region*,Polyhedron_Half_Polygon*> constraints_3d_;
} Constraint_Polygon;  (3.10)

Dans le cas d'un Soft Frame Model de dimension 2, les structures 3.7 et 3.10 n’ont bien
str pas de raison d’étre, tout comme les variables contraints_3d_ des structures 3.8 et
3.9, qui ne contiennent alors aucun élément. Quoiqu’il en soit, le maintien de toutes ces
structures, lors de la création du modele ou de la modification d’un maillage attaché a un
de ses éléments radiaux, est garant de sa validité géométrique.

3.2.4 Construction d’un Soft Frame Model

En guise de conclusion a cette partie, nous donnons quelques exemples concrets de Soft
Frame Models construits a partir de modeles structuraux (voir figures 3.6 et 3.7). Rap-
pelons que les éléments radiaux et leurs relations d’incidence sont uniquement déterminés
par les informations de contact définis au sein des surfaces, lignes et points du modele
structural. Par conséquent, si ces contacts ne sont pas cohérents, le Soft Frame Model est
invalide, ce qui peut rendre impossible I'assignation d'une géométrie aux éléments radiaux.

La détermination d’une géométrie contrainte pour les nceuds radiaux et les lignes
radiales d'un Soft Frame Model ne pose aucune difficulté :

e Pour un nceud radial, nous prenons la moyenne de la position de ses enfants et des
points d’tmpacts sur ses parents flous, c’est-a-dire les points les plus proches sur ces
lignes.



3.2. PROPOSITION D’'UNE REPRESENTATION CELLULAIRE VALIDE : LE SOFT FRAME MODEL 61

e Pour une ligne radiale, nous prenons une ligne polygonale de résolution choisie,
incluant comme sommets les points matérialisant la géométrie des nceuds radiaux
incidents a la ligne radiale (ses 0-ancétres). Les autres sommets de la ligne sont une
moyenne des positions des points de méme abscisse curviligne sur ses enfants, et des
points dimpacts sur ses parents flous, c¢’est-a-dire les points les plus proches sur ces
surfaces.

De cette facon, la géométrie des nceuds radiaux et des lignes radiales reste une bonne
approximation de celle de leurs enfants. Les maillages des surfaces radiales et des régions
d'un Soft Frame Model sont eux beaucoup plus délicats a construire. Ils seront abordés
en détail dans les parties suivantes (parties II et III).

Figure 3.7 Un autre exemple de construction d’un Soft Frame Model & partir d’'un modele structural
réel (modele TOTAL), représenté & gauche. La géométrie des nceuds radiaux et des lignes radiales (avec

une résolution uniforme) est affichée a droite.



Conclusions

Dans cette premiere partie, nous avons introduit plusieurs notions centrales, qui seront
largement reprises dans les parties suivantes. Nous y avons vu que les maillages sont des
objets a la fois géométriques et topologiques, et que ces deux aspects déterminent respec-
tivement leur régularité et leur structure. Ces propriétés ont un impact fort sur 'efficacité
et la précision des méthodes numériques couramment employées en géosciences pour ré-
soudre des problemes gouvernés par des équations aux dérivées partielles, comme 1’étude
des déformations des couches du sous-sol, le tracé de rayons sismiques, ou encore les simu-
lations d’écoulement de fluides au sein de réservoirs d’hydrocarbures. La modélisation de
ces phénomenes physiques par des maillages tridimensionnels nécessite une connaissance
des interfaces du domaine d’étude, qui constituent un modeéle structural, et surtout des
contacts qu’ils entretiennent. Pour cela, nous avons proposé un macro-modele, baptisé
Soft Frame Model, qui permet non seulement de gérer souplement la définition des con-
tacts au sein de modeles structuraux, mais aussi de leur assurer une validité géométrique.
Ceci constitue une premiere contribution de notre travail.

La construction d’une géométrie contrainte pour les éléments de Soft Frame Models
est ainsi I'objet des deux parties suivantes.



Partie 11

Génération de maillages simpliciaux
pour les surfaces tridimensionnelles






Chapitre

Méthodes de génération de maillages de
simplexes

Notre problématique est de générer un maillage simplicial pour matérialiser la géométrie
des surfaces radiales d’un Soft Frame Model, qui satisfasse différents criteres de forme et de
taille. Avant d’aborder précisément les algorithmes que nous avons congus en conséquence,
ce chapitre introduit plusieurs notions indispensables qui nous permettront de justifier les
choix que nous avons faits sur les méthodes de construction de maillages de simplexes
adoptées dans notre travail.

4.1 Algorithmes classiques de construction de mail-
lages de simplexes

Les simplexes sont de loin les mailles constitutives les plus courantes des maillages non-
structurés. Cette partie de synthese présente un ensemble de méthodes et d’algorithmes
fréquemment employés dans le domaine de la génération de complexes simpliciaux bi- et
tridimensionnels. Rappelons que les simplexes de ces maillages sont contraints, et doivent
inclure des ensembles connus de 0-, 1- et 2-simplexes connus (pour le cas tridimensionnel,
qui sera abordé dans la partie III). Toutes ces méthodes peuvent se ranger dans trois
grandes catégories : les méthodes par propagation de front, celles basées sur des arbres
octaux, et enfin celles dites de Delaunay. Les méthodes développées dans notre travail ap-
partiennent a cette derniere catégorie, et seront présentées plus en détail dans les chapitres
suivants (chapitres 5 et 6).

63
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4.1.1 Maillages générés par méthodes frontales
Présentation de I’algorithme de propagation de front

Avec cette méthode, le maillage est construit par additions progressives de simplexes sur
un front constitué par une union de 1- ou de 2-simplexes (cas respectivement bi- ou tridi-
mensionnel). Ce front est initialisé avec les simplexes de contrainte sur la maillage, et
maintenu au fur et a mesure que le maillage se complete élément par élément et que le
front progresse vers l'intérieur du domaine d’étude 2.

Figure 4.1 Sur cette figure, les contraintes sur la triangulation sont matérialisées par des lignes
plus épaisses. Le front est représenté par les lignes rouges. Le point p encerclé, bien qu’idéalement situé,
n’est pas un candidat valide pour former un nouveau triangle avec ’aréte a, car celui-ci intersecterait des

arétes déja formées.

Chaque nouveau triangle ou tétraedre du maillage est donc formé a partir d’un sim-
plexe du front et d’un point supplémentaire. Le choix de la position de ce nouveau point
est crucial (voir figure 4.1). En général, il fait intervenir la définition d’une région qui
englobe tous les points de I'espace qui sont tels que le triangle ou le tetraedre résultant soit
satisfaisant en termes de forme et de taille ([Seveno 97|, [Fleischmann 97|, [Rassineux 98]).
Ensuite, tous les noeuds du front appartenant a cette région sont classés en fonction de la
qualité du simplexe ainsi construit. S’il n’y en a aucun, un nouveau nceud est créé dans
le maillage a une position idéale. En plus de ces considérations, une attention toute par-
ticuliere doit étre portée aux éventuelles intersections (souvent appelées collisions) d'un
simplexe nouvellement formé avec le front courant ([Fleischmann 99]) :

e Aucun des 1-simplexes nouvellement formés ne doit intersecter les 1- et 2-simplexes
(pour le cas tridimensionnel) du front (voir figure 4.1),

e Aucun des 2-simplexes nouvellement formés ne doit intersecter les 1-simplexes du
front (pour le cas tridimensionnel uniquement),
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e Le 2- ou 3-simplexe nouvellement formé ne doit contenir aucun 0-simplexe du mail-
lage.

Si ces conditions ne sont pas remplies, le 1- ou 2-simplexe du front en question est
rejeté, mais seulement temporairement, car il peut tres bien constituer un support valide
une fois le front modifié ([Frey 96|, [Martha 01]). La génération du maillage s’arréte
lorsqu’aucun nouveau simplexe ne peut étre formé sans violer les contraintes de taille et
de forme, ou intersecter le front.

Discussion

Un intérét immédiat des méthodes par propagation de front est que les simplexes de
contrainte sont par construction présents dans le maillage final. De plus, la taille des
éléments générés est facilement controlable et s’integre naturellement dans 1’algorithme
([Seveno 97], [Owen 98|, [Borouchaki 00], [Martha 01]). Ces deux points sont incon-
testablement des points forts de ces méthodes. Toutefois, la mise en ceuvre de ces méth-
odes est en général tres délicate, et peu d’entre elles produisent des maillages satisfaisants
([Frey 96], [Shewchuk 97]). En effet, elles requiérent non-seulement des tests géométriques
d’inter-section robustes, souvent cotiteux en temps calcul, mais aussi la mise en place
de nombreuses heuristiques, notamment en ce qui concerne la définition des régions de
I’espace dans lesquelles doivent étre situés les points complétant le front, et les tests
d’appartenance de points dans ces régions [Frey 96].

Par ailleurs, ’algorithme présenté auparavant laisse presque toujours dans le domaine
Q2 des régions qui ne sont pas maillées, et des post-traitements sont alors impératifs pour
remplir les cavités restantes avec des simplexes qui ne satisfont logiquement pas les im-
pératifs de forme ou de taille (surtout si cette taille varie brusquement). Pour ces raisons,
la qualité du maillage final est souvent bonne pres des simplexes de contrainte, mais
se dégrade systématiquement vers l'intérieur du domaine d’étude Q [Shewchuk 97|, sauf
post-traitements spécifiques. Il est donc souhaitable que les simplexes de contrainte aient
eux-mémes une qualité satisfaisante.

Les méthodes par propagation de front semblent donc plus adaptées aux cas ou les col-
lisions sont rares, comme par exemple lorsque c’est plutot ’extérieur et non plus I'intérieur
d’un objet qui doit étre maillé.

4.1.2 Maillages basés sur des arbres octaux
Principe de la méthode
Définition des arbres octaux

Les quadtrees et octrees sont des structures de données représentant des arbres ou tous les
neeuds non-terminaux sont respectivement reliés a 4 et 8 nceuds enfants. Le premier nceud
de cet arbre (sa racine) est un quadrilatere ou un parallelépipede rectangle englobant le
domaine d’étude 2 a mailler, et chaque nceud non-terminal de 'arbre (ses cellules) peut
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Figure 4.2 Un exemple de quadtree construit a partir d’un ligne polygonale fermée. Les cellules
ont été récursivement subdivisées en quatre de maniere a ce que chaque sommet de la ligne soit contenu

dans une seule cellule.

ainsi étre récursivement décomposé en 4 ou 8 quadrilateres ou parallelépipedes rectangles
adjacents, comme le montre la figure 4.2 dans le cas bidimensionnel.

La profondeur de subdivision de I'arbre est du ressort de l'utilisateur. FEn général,
elle est cohérente avec les données de contrainte sur le maillage a générer, et une cellule
contenant entierement ou non un simplexe de contrainte doit étre divisée si sa taille n’est
pas k fois inférieure a celle du simplexe ([Shephard 91|, [Martha 01]). Le réel k doit étre
choisi inférieur a 1 et de sorte a ne pas générer trop de cellules dans ’arbre, la valeur
0.4 semblant étre couramment utilisée. Par conséquent, au final, chaque 0-cellule de
contrainte est seule dans la cellule de I'arbre qui le contient.

Génération du maillage

Une fois la décomposition du domaine € effectuée, la génération du maillage en elle-méme
est relativement simple. Chaque cellule terminale de ’arbre est maillée indépendamment
et spécifiquement, de maniere a créer des simplexes adjacents avec ceux issus des cellules
terminales voisines. Le maillage final est donc 'union des maillages des toutes les cel-
lules terminales. La génération du maillage d’une cellule terminale ne contenant pas de
simplexes de contrainte ne pose pas de probleme. Il inclue les sommets de la cellule et
éventuellement les points d’intersection avec les cellules voisines. En revanche, plusieurs
approches peuvent étre envisagées pour générer celui des cellules contenant des simplexes
de contrainte :

e Elle peuvent tout d’abord étre maillées de la méme maniere que les autres. Ensuite,
un post-traitement spécifique modifie la géométrie des noeuds du maillage global de
maniere a respecter au mieux les contraintes et a ne pas créer de recouvrement entre
les simplexes. Ceci peut aussi étre vu comme un pré-traitement sur la géométrie des
cellules de 'arbre, dont la topologie est conservée [Bern 99].
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e Chaque cellule contenant un 0O-simplexe de contrainte peut aussi étre maillée de
sorte a inclure en plus ce point dans le maillage. Ensuite, la géométrie du maillage
global est modifiée de maniere a respecter au mieux les contraintes et a ne pas créer
de recouvrement entre les simplexes [Frey 98].

Il faut noter que le maillage final n’est pas celui du domaine d’étude 2, mais celui
d’'un quadrilatere ou d’un parallelépipede rectangle englobant §2. Beaucoup de simplexes
extérieurs a {2 ont donc été générés, et doivent étre retirés du maillage.

Avantages et inconvénients de la méthode

L’inconvénient majeur de cette approche est de ne pas respecter strictement les simplexes
de contrainte. En effet, rien n’est fait pour assurer qu’il existe au sein du maillage global
un ensemble de 1- et éventuellement 2-simplexes correspondant aux contraintes. Par
conséquent, ces contraintes ne sont qu’approximées géométriquement. De plus, des post-
traitements sont souvent nécessaires pour améliorer la beauté des simplexes du maillage

([Shewchuk 97], [Owen 98]).

Toutefois, l'intérét de 'utilisation de quadtrees ou d’octrees réside dans le controle
tres fort de la taille des simplexes générés. En effet, celle-ci est directement gouvernée
de maniere tres simple par la taille des cellules de ’arbre. Pour éviter de trop brusques
variations, qui induisent des simplexes de forme peu acceptable, la différence maximum de
niveaux de subdivision entre cellules adjacentes de I’arbre est souvent limitée a 1. Ce con-
trole est souvent exploité par les méthodes de propagation de front décrites précédemment
[Martha 01].

4.1.3 Génération de maillages de Delaunay
Qu’est-ce qu’un maillage de Delaunay ?
Premieres définitions

Soit P un ensemble {x¢, X, ..., X;,—1 } de m points de I'espace bidimensionnel, avec x; # x;
Vi # j. La triangulation de Delaunay de P, introduite dans [Delaunay 34|, est 'unique
complexe simplicial dont les sommets sont les éléments de P, et dont tous les triangles ont
un cercle circonscrit vide, c¢’est-a-dire ne contenant aucun point de P dans leur intérieur.
Cette définition se généralise aux compleres simpliciaur de Delaunay de dimension n,
dont les n-spheres circonscrites aux n-simplexes sont vides (voir figure 4.3), et qui sera
désormais noté 7 ,(P). En particulier, dans une tétraédrisation de Delaunay de points de
I’espace tridimensionnel, toutes les spheres circonscrites aux tétraedres du maillage sont
vides.

Les maillages de simplexes de Delaunay peuvent étre définis d’une autre maniere : soit

V(x;) (0 <i < m) la région de I'espace n-dimensionnel associée au point x; de P, définie
comme suit (équation 4.1) :

V(xi) = {x [ x = x; [|<[[ x = x; || V5 # 4,5 € [0,m[} (4.1)
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Figure 4.3 A gauche : la triangulation des points figurés en noir est de Delaunay car tous les
triangles ont un cercle circonscrit vide. A droite : le diagramme de Voronot (en rouge) en est un complexe
cellulaire dual. Ses sommets sont les centres des cercles circonscrits aux triangles (points blancs). Un
point appartenant a la cellule de Voronoi associée au sommet x;, figurée en bleu, est plus proche de x;
que de tous les autres sommets. Celle associée & x; est non-bornée car ce sommet est situé sur le bord

de la triangulation, c’est-a-dire sur ’enveloppe convexe de ses sommets.

En d’autres termes, V(x;) est la région de 'espace qui contient tous les points qui
sont plus proches (au sens des distances euclidiennes) de x; que de tous les autres x; de P
(0 < j < m). Cette région s’appelle la cellule de Voronoi associée au point x; [Voronoi 08].
Les figures 4.3 et 4.4 en donnent une illustration.

Figure 4.4 En calculant une distance euclidienne & un ensemble de points donnés (en blanc), les
contours des cellules de Voronoi se dessinent au niveau des zones d’égales distances entre les couples de
points (d’aprés [Ledez 03]).

Il est possible de montrer que chaque cellule de Voronoi est convexe, et que leur
union forme un complexe cellulaire de dimension n, appelé diagramme de Voronoi de
P. Ce complexe est le dual du complexe simplicial de Delaunay 7 ,(P). D’un point de
vue géométrique, un sommet du diagramme de Voronoi situé a la jonction des cellules
{V(x;), ..., V(x;)} est le centre des n-spheres circonscrites aux points {x;, ...,x;}, comme
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le montre la figure 4.3. Par ailleurs, les cellules du diagramme de Voronoi de I’ensemble
P ne sont pas toutes des polytopes bornés. En effet, si x; est sur I’enveloppe convexe de
P (0 <1 < m), alors V(x;) est non-bornée. Ainsi, 'ensemble des p-simplexes de 7 ,,(P)
qui sont situés sur son bord (0 < p < n) constituent ’enveloppe convexe de P.

Les diagrammes de Voronoi ont de treés nombreuses applications, dans les études de
voisinage principalement [Ledez 03]. Il faut noter que ces diagrammes peuvent étre définis
non seulement sur des ensembles de points, mais aussi sur des ensembles de segments
[Held 01], de polygones ou encore de polyedres. Par ailleurs, d’autres métriques que la
métrique euclidienne peuvent étre utilisées pour calculer les distances.

Propriétés des maillages de Delaunay

Au sein du complexe 7 ,,(P), les n-spheres circonscrites aux n-simplexes (triangles, tétra-
edres) sont vides. Une premiere propriété importante est que tous les p-simplexes (1 <
p < n)de 7T,(P) ont alors eux-mémes une n-sphere circonscrite vide (voir figure 4.5). La
réciproque est également vraie : si tous les p-simplexes (1 < p < n) de 7,(P) ont une
n-sphere circonscrite vide, alors les n-spheres circonscrites aux n-simplexes de 7 ,,(P) sont
vides [Shewchuk 97]. Ainsi, tous les simplexes de 7 ,(P) sont dits de Delaunay. Notons
que les p-simplexes (1 < p < n) du maillage n’ont pas une unique n-sphére circonscrite.
S’ils sont de Delaunay, alors ils ont au moins une n-sphere circonscrite vide, et en partic-
ulier celle de plus petit rayon.

Figure 4.5 Dans une triangulation de Delaunay, tous les triangles ont un cercle circonscrit vide
(& gauche). Ceci implique que toutes les arétes ont au moins un cercle circonscrit vide (& droite), et
réciproquement. Notons qu’il n’est pas nécessaire de considérer les arétes du bord de la triangulation,

car il est toujours possible de leur trouver un cercle circonscrit qui soit vide.

Au regard de ces propriétés, il peut étre démontré que le complexe simplicial de De-
launay 7 ,(P) est unique. Ainsi, s’il existe au moins une n-sphere circonscrite a p points
distincts de 'ensemble P qui soit vide (ce qui constitue un test non ambigii), alors il
existe nécessairement dans 7 ,(P) un p-simplexe formé par ces points (0 < p < n). Cette
propriété d’unicité peut donc aussi s’exprimer sous cette forme : s’il n’existe pas dans
7 ,(P) un p-simplexe formé par p points distincts de P, alors il n’existe pas de n-sphére
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circonscrite a ces points qui soit vide.

Toutefois, des sous-ensembles dégénérés de P peuvent briser 'unicité du n-complexe
simplicial de Delaunay 7 ,,(P). En effet, si au moins (n+2) points de P sont cosphériques,
c’est-a~dire situés sur le bord d'une n-sphere qui ne contient pas d’autres points de P,
alors le centre de cette n-sphere est nécessairement un sommet du diagramme de Voronoi
de P situé a la jonction d’au moins (n + 2) cellules de Voronoi. Ceci implique que le
dual du diagramme est constitué certes de n-simplexes, mais aussi localement de poly-
topes & au moins (n + 2) sommets [Fleischmann 99], comme le montre la figure 4.6. Pour
constituer un complexe simplicial, il faut donc diviser chacun de ces polytopes en un en-
semble de n-simplexes dont la topologie n’est pas définie : 7, (P) n’est donc pas unique.
Ces configurations ne sont pas les seuls cas de dégénérescence. En fait, tous les sous-
ensembles de P formés de (n + 2 — k) points situés sur le bord d'une (n — k)-sphere qui
ne contient pas d’autres points de P peuvent étre qualifiés de cosphériques (0 < k < n—2).

PP

Figure 4.6 En haut : Les sommets (points blancs) d'un diagramme de Voronoi d’un ensemble de

points contenant des sous-ensembles dégénérés (ici 5 points sont cocycliques) correspondent localement
a la jonction de plus de 3 cellules (& gauche). La maillage dual n’est alors pas entierement constitué de

triangles (& droite). En bas : il existe donc plusieurs triangulations de Delaunay de I’ensemble de points.

D’autres propriétés fondamentales des n-complexes simpliciaux de Delaunay concer-
nent la beauté des n-simplexes du maillage : en effet, de tous les complexes simplici-
aux possibles de 'ensemble de points P, 7,,(P) est celui qui a la plus faible granularité
[Rajan 91]. La granularité d’'un complexe simplicial est la valeur la plus élevée des rayons
des plus petites n-spheres contenant les n-simplexes du complexe (ce ne sont pas forcé-
ment les n-spheéres circonscrites aux n-simplexes). Cette propriété est la seule qui soit
valable en dimension n. Dans le cas particulier de la dimension 2, la triangulation de
Delaunay est aussi celle qui maximise le plus petit angle au sommet des triangles, et qui
minimise le rayon du plus grand cercle circonscrit aux triangles. Grace a ces propriétés,
un complexe simplicial de Delaunay de dimension n est en général constitué de beaux
p-simplexes (2 < p < n), autrement dit proches de leur forme réguliere (voir partie I).
Ces maillages sont par conséquent tres attractifs.
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Méthodes de construction d’un maillage de Delaunay

Le critere des sphéres vides ne constitue pas en lui-méme un algorithme pour générer le
maillage de Delaunay 7 ,(P) d’'un ensemble P de m points distincts {xg, X1, ..., Xm_1}-
Cependant, dans un tel algorithme, il doit guider la maniere avec laquelle sont connec-
tés les noeuds. Il existe de tres nombreuses méthodes pour construire des maillages de
Delaunay, et en particulier dans le cas bidimensionnel des triangulations ([Shewchuk 97],
[Fleischmann 99]). Une présentation de ces méthodes et une comparaison de leurs per-
formances sont données dans [Su 97]. Par choix, nous ne présentons ici que celles qui
peuvent étre utilisées a la fois en dimension 2 et 3.

Méthodes incrémentales

Avec ces méthodes, les points de I’ensemble P sont insérés un par un dans un n-complexe
simplicial qui est de Delaunay avant la premiere insertion, et maintenu comme tel apres
chaque insertion d’un nouveau point dans le maillage (voir figure 4.7). Elles nécessitent
donc d’avoir a disposition un complexe initial 7 ,,(P) englobant tous les points de P
mais ol aucun point n’a encore été ajouté. Ce complexe prend en général la forme d'un
quadrilatere divisé en deux triangles adjacents pour n = 2 basés sur 4 sommets artificiels,
et celle d'un parallelépipede rectangle divisé en 5 ou 6 tétraedres adjacents basés sur 8
sommets artificiels pour n = 3. Deux principales voies sont possibles pour ensuite réaliser
chaque insertion d'un point x; de P (0 <i <m) :

e La premiere consiste a trouver tout d’abord le n-simplexe de 7 ,(P) qui contienne
x; et & le supprimer. Cette suppression crée une cavité bordée par (n + 1) (n — 1)-
simplexes étoilés par rapport a x;, c’est-a-dire visibles depuis ce point. A partir de
cette cavité, (n + 1) nouveaux n-simplexes ayant x; comme sommet sont ensuite
construits. Ces nouveaux éléments ne sont pas dans le cas général de Delaunay,
comme le montre la figure 4.7. Pour qu’ils le soient effectivement, des changements
locaux de la connexion des noeuds sont alors réalisés. Le maillage 7 ,,(P) est alors de
Delaunay, et une nouvelle insertion peut avoir lieu. Cette approche, dont le succes
est garanti, est par exemple proposée dans [Guibas 92] pour les triangulations, et
dans [Joe 91] ou [Miicke 98] pour les tétraédrisations.

e La deuxiéme, introduite simultanément dans [Bowyer 81] et [Watson 81|, commence
de maniere similaire a la premiere, a savoir par trouver le n-simplexe de 7 ,,(P) qui
contienne x;. Ensuite, ce simplexe et ses voisins sont récursivement examinés pour
déterminer ceux qui contiennent x; dans leur n-sphere circonscrite, et a les supprimer
si c’est le cas. Cette suppression crée une cavité bordée par des (n — 1)-simplexes
étoilés par rapport a x;, ¢’est-a-dire visibles depuis ce point. A partir de cette cavité,
des nouveaux n-simplexes ayant x; comme sommet sont ensuite construits, comme
le montre la figure 4.7. 1l est possible de montrer que ces nouveaux éléments sont
nécessairement de Delaunay. Une nouvelle insertion peut alors avoir lieu.

L’algorithme de Bowyer-Watson, présenté ci-dessus, est un standard de la génération
de maillages de Delaunay par méthodes incrémentales. Ces méthodes sont relativement
simples a réaliser, et tres robustes a condition d’éviter certains problemes de précision
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Figure 4.7 Deux méthodes incrémentales pour construire une triangulation de Delaunay. En haut :
une cavité est formée en éliminant du maillage le triangle contenant le point a ajouter (en blanc), trois
nouveaux triangles sont créés, et des changements de connexions sont réalisés de maniere a ce que les
triangles et les arétes soient de Delaunay. En bas : une cavité est formée en éliminant du maillage tous

les triangles contenant le point & ajouter dans leur cercle circonscrit.

numérique ([Borouchaki 95|, [Devillers 03]) : par exemple, elles nécessitent la mise en
place de mécanismes permettant de trouver dans 7,(P) un n-simplexe contenant un
point donné, ce qui peut se faire de maniere exacte a l'aide de prédicats géométriques
localisant ce point par rapport a des (n — 1)-hyper-plans [Miicke 98]. Il est aussi possible
d’utiliser de tels prédicats pour déterminer de maniere exacte si un point donné est situé
dans une n-sphere circonscrite & un n-simplexe de 7 ,,(P) [George 99].

Il faut noter que le maillage final obtenu par ces méthodes n’est pas celui de ’ensemble
de points P, car il contient aussi des n-simplexes s’appuyant sur les sommets artificiels
d’un domaine qui englobe P. Ils doivent donc étre supprimés, afin que le bord de 7 ,,(P)
soit effectivement 1’enveloppe convexe de P.

Méthode par balayage

Soient (dy,dy, ...,d,—1) les n dimensions de l'espace auquel appartiennent les points de
I’ensemble P, et supposons que les points de cet ensemble soient classés dans une liste
L par coordonnée croissante selon dy. Pour éviter toute ambiguité, si deux points de P
ont la méme coordonnée selon d;, alors ils sont discriminés par leur coordonnée selon d; 1
(0 < i < n—2). Initialisons maintenant un front par deux (n — 1)-simplexes adjacents
reliant les (n + 1) points de P de coordonnée minimum selon dj, et enlevons ces points
de la liste L. La construction du maillage de Delaunay 7 ,,(P) des points de P par une
méthode de balayage est basée sur les mécanismes de base suivants (voir figure 4.8) :

1. Deux (n — 1)-simplexes du front adjacents définissent un pseudo-n-simplexe dont le
centre et le rayon de la n-sphere circonscrite sont connus. Avec ces données, il est
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possible de calculer le point de cette sphere de coordonnée maximum selon dy. Ce
point est inséré en bonne place dans la liste L.

2. Si le premier élément de L (de coordonnée minimum selon dy) est un point associé
a un pseudo-n-simplezre, alors le nouveau n-simplexe correspondant est ajouté a
T,.(P), et cet élément est retiré de L. Par construction, ce nouveau n-simplexe est
de Delaunay, car il ne peut pas contenir de points de P.

3. Si le premier élément de L (de coordonnée minimum selon dy) est un point de P,
alors un nouveau (n—1)-simplexe est formé a partir de ce point et du (n—2)-simplexe
du front le plus proche. Cet élément est retiré de L, et des points correspondant a
des pseudo-n-simplezes y sont ajoutés ou retirés (voir point 1).

4. Le maillage 7,,(P) est terminé lorsque la liste L est vide.

Y
Y

Y

> > >

Figure 4.8 Construction d'une triangulation de Delaunay par balayage. Les points sont classés par
coordonnée croissante selon ’axe horizontal. Les centres des cercles circonscrits aux pseudo-triangles sont

en blanc.

Les méthodes par balayage sont en général moins rapides que les méthodes incrémen-
tales, méme si de nombreuses techniques peuvent les rendre plus efficaces ([Fortune 87],
[Su 97], [Shewchuk 00-(2)]). Elles nécessitent de plus le maintien de plusieurs structures
de données, ne serait-ce que la liste L, ce qui rend leur réalisation souvent compliquée

[Shewchuk 02].

Méthode dite de Gift-Wrapping

Cette méthode maintient tout au long de la génération du maillage une liste de (n — 1)-
simplexes constituant le bord de 7,(P), initialisée avec les (n + 1) faces de dimension
(n—1) d’un n-simplexe donné qui est de Delaunay. Ensuite, chacun des éléments de cette
liste est associé a un point judicieusement choisi de P pour former un nouveau n-simplexe
dont la n-sphere circonscrite soit vide, et ’ajouter au maillage. La liste est alors mise a
jour et la procédure peut se repéter. Le maillage final obtenu est alors de Delaunay par



74 CHAPITRE 4. METHODES DE GENERATION DE MAILLAGES DE SIMPLEXES
construction.

La mise en ccuvre d’un algorithme basé sur ce mécanisme simple est toutefois délicate,
car la difficulté est de trouver rapidement les points de P qui sont des candidats valides
pour la formation des nouveaux n-simplexes du maillage [Dwyer 91]. Par ailleurs, cette
méthode est souvent mise en défaut par les sous-ensembles dégénérés de P, qui peuvent
induire des recouvrements dans le maillage [Shewchuk 98-(1)]. Il existe des solutions a
ces problemes, mais ’algorithme final est en général rendu beaucoup plus lent que ceux
inspirés des méthodes incrémentales ou par balayage ([Su 97|, [Shewchuk 02]).

Méthodes de respect des contraintes dans un maillage de Delaunay

Les méthodes présentées précédemment permettent de construire un maillage de Delaunay
de dimension n basé sur un ensemble de points P, noté 7,(P). Cependant, ce maillage
est potentiellement contraint et doit inclure des p-simplexes donnés (0 < p < n — 1),
supposés ne pas s’intersecter. Le fait d’incorporer les sommets de ces contraintes dans le
maillage ne garantit pas qu’elles soient naturellement honorées (sauf évidemment dans le
cas trivial des O-simplexes de contrainte). En effet, comme nous I'avons vu, ce n’est le
cas que si les p-simplexes de contrainte sont de Delaunay (1 < p < n — 1), condition qui
n’est dans le cas général pas vérifiée. Nous présentons maintenant trois approches bien
distinctes pour contraindre un maillage de Delaunay. Chacune d’entre elles a plusieurs
dénominations ; nous suivons ici celles données par [George 97| et [Shewchuk 02]. Comme
nous allons le voir, le respect de ces contraintes nécessite parfois I'insertion de nouveaux
points dans le maillage, appelés points de Steiner.

o R
i

Figure 4.9 Méthodes de respect des contraintes dans un maillage de Delaunay (les éventuels points

de Steiner sont gris et encerclés en rouge). (A) : la contrainte a respecter dans la triangulation est l'aréte
rouge plus épaisse. (B) : approche par cassage des contraintes. (C) : approche conforme. (D) : approche

par forcage des contraintes.
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Approche par cassage des contraintes

Cette approche, proposée par exemple dans [Hazlewood 93] et [Cavalcanti 99], produit des
maillages qui sont dits approzimativement de Delaunay. Son mécanisme est relativement
simple : si un p-simplexe de contrainte n’est pas présent dans 7 ,(P) (1 < p <n —1),
alors des points de Steiner sont insérés dans le maillage aux endroits précis o le simplexe
de contrainte intersecte les g-simplexes de 7 ,(P) (1 < ¢ < n — 1), comme le montre
la figure 4.9. Cette approche assure donc 'existence des simplexes de contrainte sous la
forme d’une partition de ces simplexes dans le maillage résultant. Autrement dit, chaque
p-simplexe de contrainte est présent dans 7 ,,(P) sous la forme d’une union de p-simplexes
de T,(P) (1<p<n-1).

Les contraintes ne sont donc pas honorées strictement dans 7 ,,(P), elles ont été au
besoin subdivisées et ce sont ces subdivisions qui sont présentes dans 7 ,(P) ([Frey 99],
[George 99]). Lors de ce processus, 'insertion des points de Steiner est faite de maniere a
créer dans la mesure du possible des simplexes de Delaunay (d’ou le nom de cette méth-
ode), mais aussi et surtout de maniere a éviter de détruire des simplexes qui correspondent
a des contraintes déja honorées. Le maillage final 7 ,(P) n’est donc pas entierement de
Delaunay. Cette approche est garantie de succes quelle que soit la dimension du mail-
lage (en particulier pour n = 2 et n = 3), et elle est pour cette raison souvent utilisée.
Toutefois, a proximité des contraintes, les simplexes de 7 ,,(P) peuvent étre de qualité tres
médiocre, que ce soit au niveau de leur forme ou de leur taille.

Approche conforme

Cette méthode repose sur la construction d’un ensemble de simplexes de contrainte qui
soient tous de Delaunay dans l’espace a n dimensions considéré, afin qu’ils soient na-
turellement respectés dans 7 ,,(P). Ce n’est généralement pas le cas des simplexes de con-
trainte initiaux, et ceux-ci doivent alors étre remplacés. Ces substitutions se font a I'aide
d’insertion de points de Steiner ne créant que des simplexes de Delaunay, mais localisés a
des endroits judicieusement choisis, ne serait-ce que pour garantir que le processus arrive
a terme (voir entre autres [Ruppert 92|, [Pébay 98], [Cavalcanti 99|, [Shewchuk 00-(1)],
[Murphy 01], [Boivin 02], [Cohen-Steiner 02], ou encore [Miller 02]). La encore, les con-
traintes ne sont donc pas strictement honorées : ce sont seulement des unions de p-
simplexes du maillage (1 <p <n — 1) qui les représentent (voir figure 4.9).

Le principal attrait de cette méthode est de générer un maillage final 7 ,(P) qui est
de Delaunay, constitué de simplexes de forme optimale. Cependant, le nombre de points
de Steiner nécessaires prend souvent des proportions trés importantes [Shewchuk 02], et
par conséquent, la taille des simplexes du maillage final peut ne plus correspondre aux
éventuels criteres de taille imposés. Par exemple, pour des cas tridimensionnels, il n’est
pas rare que le nombre final de sommets dans la tétraédrisation soit entre 3 et 10 fois plus
grand que le nombre de sommets des simplexes de contrainte initiaux [Cohen-Steiner 02].
Ceci peut ralentir de maniere conséquente les éventuelles simulations de type éléments
finis réalisés sur ces maillages (voir partie I).
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Approche par forcage des contraintes

Le but de cette méthode, contrairement aux deux précédentes, est d’assurer la présence
de chaque p-simplexe de contrainte (1 < p < n — 1) sous la forme d’un unique p-simplexe
de 7,(P). Aucun point de Steiner n’est inséré théoriquement dans le maillage, et les
contraintes sont alors honorées strictement, comme le montre la figure 4.9. Le maillage
obtenu est dit Contraint-Delaunay'. Les techniques utilisées pour parvenir a ce résultat
sont nombreuses [Owen 98]. La plupart font intervenir des heuristiques et fonctionnent par
des modifications locales de la connexion des nceuds de 7, (P) situés au voisinage des sim-
plexes de contrainte absents, de maniere a faire apparaitre ces-derniers dans le maillage
(voir par exemple [Chew 89], [Joe 92], [Weatherhill 94], [Borouchaki 95], [George 99]).
D’autres techniques consistent a modifier les algorithmes de génération de maillages de
Delaunay par balayage ou Gift-Wrapping pour prendre en compte directement les con-
traintes ([Shewchuk 00-(2)], [Shewchuk 02]).

Figure 4.10 Le triangle ¢ est Contraint-Delaunay, car les points qui sont contenus dans son cercle
circonscrit (en pointillés) ne sont pas wvisibles depuis son intérieur, du fait de la présence d’arétes de
contrainte (lignes plus épaisses). L’aréte e est également Contraint-Delaunay, car il est possible de lui

trouver un cercle circonscrit qui ne contienne pas de points wvisibles depuis son intérieur.

Quoi qu’il en soit, apres forcage des contraintes, le maillage n’est bien stur plus de
Delaunay ([George 97|, [Owen 98]), car certains de ses simplexes n’ont pas de n-sphere
circonscrite qui soit vide. Seulement, dans ce maillage, si un p-simplexe de 7, (P) n’est
pas de Delaunay (1 < p < n), alors il n’existe pas de ligne joignant un point de son
intérieur et un sommet du maillage contenu dans une de ses n-spheres circonscrites, qui
n’intersecte pas un (n — 1)-simplexe de contrainte ([Shewchuk 97], [Baker 98]). Ces p-
simplexes sont alors dits Contraint-Delaunay, comme le maillage auquel ils appartiennent
(voir figure 4.10). Les maillages Contraint-Delaunay conservent une bonne partie des pro-
priétés des maillages de Delaunay, y compris celles sur la qualité des éléments générés :
ainsi, en dimension 2, parmi toutes les triangulations contraintes possibles ou aucun point
de Steiner n’a été ajouté, celle qui est Contraint-Delaunay maximise le plus petit angle

!Dans le littérature de langue anglaise, ces maillages sont appelés indifféremment Boundary-
Constrained Delaunay Meshes ou Constrained Delaunay Meshes, plus simplement.
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au sommet des triangles [Shewchuk 00-(2)].

Malheureusement, pour un ensemble de p-simplexes de contrainte donnés (0 < p <
n — 1), Pexistence d’un maillage Contraint-Delaunay sans insertion de Point de Steiner
n’est prouvée que pour n = 2. Pour des dimensions supérieures, il n’est pas possible
de démontrer qu'un maillage Contraint-Delaunay existe (il existe méme des cas ou il est
prouvé qu’il n’en existe pas), mais cela ne veut pas dire qu’il n’existe pas, et les tech-
niques présentées précédemment fonctionnent la plupart du temps [George 97]. Cepen-
dant, si elles échouent, il est nécessaire d’insérer des points de Steiner, mais dans une
moins grande proportion que les deux approches précédentes ([George 91], [Shewchuk 02]).
Ces nouveaux points sont nécessairement des points internes pour les maillages stricte-
ment Contraint-Delaunay ([Borouchaki 95], [Liu 00]), mais certaines approches autorisent
I’ajout de points de Steiner situés a 'intérieur des p-simplexes de contrainte. Dans ce cas,
ils seront présents dans le maillage sous la forme d’une union de p-simplexes de 7,,(P), et
le maillage est alors dit Contraint-Delaunay Conforme ([Shewchuk 98-(1)], [Murphy 01]).
Quoiqu’il en soit, la détermination du nombre minimal et de la position de ces nouveaux
points constitue un probleme délicat.

4.2 Techniques propres aux maillages de surfaces tridi-
mensionnelles

Dans le cadre de la modélisation tridimensionnelle, les données, quelle que soit la forme
sous laquelle elles se présentent, s’appuient sur des points de l'espace. Ceci implique
que les résultats connus sur la génération de maillages a base de triangles dans le plan,
présentés dans la partie précédente de ce chapitre (partie 4.1), ne sont pas utilisables
directement dans le cas des surfaces clairement curvilinéaires auxquelles nous avons affaire
(appelées aussi surfaces 2D et 1/2) dans le domaine des géosciences [Mallet 02]. Cette
partie présente les solutions les plus couramment employées pour résoudre ce probleme :
certaines consistent a générer des triangles directement dans l’espace tridimensionnel ;
d’autres consistent a définir un espace bidimensionnel dans lequel le maillage est construit,
puis a revenir dans Iespace tridimensionnel par une transformation appropriée [Owen 98|.
Dans notre travail, une solution originale de ce dernier type a été mise en ceuvre, et nous
expliquerons pourquoi et comment.

4.2.1 Maillage des surfaces dans ’espace tridimensionnel

Cette méthode consiste a mailler une surface curvilinéaire quelconque directement dans
I’espace tridimensionnel avec une approche de type propagation de front. Pour que le
front puisse progresser correctement, des données sur la normale a la surface sont néces-
saires [Owen 98]. 1l faut de plus assurer que les sommets du maillage sont bien situés
effectivement sur la surface, et que les triangles générés ne se recouvrent pas, tache plus
délicate et surtout plus couteuse en temps calcul que dans un espace bidimensionnel.
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Figure 4.11 Principe de la triangulation par projection, avec de haut en bas : contraintes dans
lespace tridimensionnel (ligne polygonale fermée), projection dans le plan moyen, triangulation contrainte

dans le plan moyen (les arétes de contrainte sont en rouge), et retour dans I'espace tridimensionnel.

4.2.2 Méthodes par projection des contraintes
Principe de la projection

La triangulation & construire est contrainte par un ensemble de p-simplexes (0 < p < 1)
plongés dans un espace tridimensionnel. Un moyen simple de générer les triangles est de
projeter orthogonalement 1’ensemble de ces simplexes dans un plan (mais en gardant une
trace de la géométrie des sommets), puis d’utiliser une méthode classique de triangula-
tion contrainte dans ’espace bidimensionnel correspondant, comme le montre la figure
4.11. Une fois la triangulation terminée, il suffit de restaurer la géométrie des sommets
pour obtenir le maillage final. Par ailleurs, les positions tridimensionnelles des éventuels
points de Steiner ajoutés a la triangulation sont obtenues par un procédé d’interpolation
barycentrique.

Inconvénients de la méthode

Meme si cette technique est tres simple, elle n’est souvent pas garantie de fonctionner
[Mallet 02]. En effet, le plan doit tout d’abord étre choisi tel que les 1-simplexes une
fois projetés ne s’y intersectent pas : si c’est le cas, il ne devient plus possible d’honorer
ces contraintes dans la triangulation. Ce probleme n’est pas trivial, et dans beaucoup
de configurations, il n’a pas de solution. C’est le cas par exemple lorsque les 1-simplexes
de contrainte forment une ou plusieurs lignes polygonales tridimensionnelles complexes,
ouvertes ou fermées. Il existe toutefois des techniques permettant de générer une trian-
gulation honorant ces contraintes ([Conraud 95], [Mallet 02]).

Par ailleurs, méme si les 1-simplexes de contrainte ne s’intersectent pas dans le plan
de projection, le succes de la méthode n’est pas non plus garanti : la construction d’une
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triangulation honorant les contraintes est certes possible, mais la surface correspondante
dans l’espace tridimensionnel peut comporter soit de nombreuses intersections entre ses
simplexes, soit ne pas reproduire la géométrie souhaitée, ce qui la rend inutilisable. Il
n’existe pas de moyen simple pour assurer que le plan de projection choisi assure que la
surface générée soit valide en trois dimensions [Conraud 95]. Cette méthode a donc peu
d’applications dans un contexte de remaillage de surfaces par exemple.

4.2.3 Remaillage des surfaces dans un espace paramétrique
Calcul d’une paramétrisation sur une surface triangulée
Problématique

Cette méthode suppose que la surface tridimensionnelle est déja représentée par un 2-
complexe simplicial initial C'; mais qui ne satisfait pas aux criteres de forme ou de taille
des simplexes imposés. Cette surface doit donc étre remaillée en conséquence et rester
géométriquement proche de sa forme initiale [Hormann 01]. Pour cela, le maillage initial
doit étre mis en bijection avec un domaine bidimensionnel D inclus dans R?, de maniére
a pouvoir y générer une triangulation ([Botsch 01|, [Alliez 02], [Alliez 03]). La fonction
&~ qui & un point de D associe un point de I'espace tridimensionnel R? situé sur C, est
appelée paramétrisation de C' (équation 4.2) :

T
p=<z>€D,DcR2—>®1(p)=X= y |€C.CCR (42)
z

Le domaine D est appelé domaine paramétrique (voir figure 4.12). Par définition, la
fonction ®~! est bijective. Elle a donc une fonction inverse ®, appelée paramétrisation
inverse de C, définie comme suit (équation 4.3) :

T
x= |y EC,CCR?’—HI)(x):p:(Z)ED,DCR2 (4.3)

z

Si {x0,X1, ..., Xm—1} sont les m sommets du complexe simplicial C, les valeurs de la
paramétrisation inverse ® sont stockées dans C sous la forme d’une fonction discrete ¢
définie au niveau des x; (0 <7 <m — 1) . De cette fagon, ® est une fonction définie par
morceaux comme l'interpolation linéaire de ¢ sur chacun des triangles de C' ([Lévy 98],
[Mallet 02]), et si ¢ est un triangle de C' dont les trois sommets sont les points x;, x; et x;,
(i, 7,k € [0,m][), alors un point x situé a l'intérieur de t° a pour valeur de paramétrisation
inverse (équation 4.4) :

D(x) = (1= A = 1).6(x5) + \o(x5) + r.b(x) (4.4)

avec A et pu les coordonnées barycentriques de x dans le triangle ¢ (comprises entre 0 et
1). Ainsi, la connaissance des valeurs de ¢ suffit pour définir completement la paramétri-
sation inverse de C'. Ces valeurs doivent étre calculées avec soin, car il ne doit pas y avoir
trop de distorsion entre les triangles t de C et leur image t? dans le domaine paramétrique
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Figure 4.12 La fonction de paramétrisation inverse ® associe des points du complexe simplicial tridi-
mensionnel C' a des points du domaine paramétrique bidimensionnel D, et la fonction de paramétrisation
®~1 est son inverse (d’apres [Mallet 02]).

D. Autrement dit, il est souhaitable que la paramétrisation conserve le plus possible les
distances et les angles ([Owen 98], [Lévy 99], [Sander 01]). De cette fagon, un triangle de
forme réguliere dans D aura une forme quasi-réguliere dans R*. Mathématiquement, une
distorsion nulle implique que le tenseur métrique fondamental G associé a la fonction de
paramétrisation @1 soit égal au tenseur unité sur tout le domaine D [Mallet 02], soit
(équation 4.5) :

g, Vo) a;%;l (o, v0)

" 10
V - D G — 25 —1 2a4—1 - 45
Po ( o ) € D,G(p) 2% (1, vo) %(uo,vo) ( 0 1 ) (4.5)

Cette équation peut se scinder en deux équations distinctes, 'une assurant la préserva-
tion des distances (équation 4.6), et 'autre assurant la préservation des angles (équation
4.7) :

o 92! 920!
VPo= ( Vo ) €D W(uo,vo) T o2 (w0, v0) =1 (4.6)
B o a2q)—1 B
V pO - < vy ) € D? auav (u07 UO) - O (47)

Si I'on imagine que les valeurs de la paramétrisation inverse sont deux propriétés
scalaires u et v définies sur C, ces conditions de non-distorsion sur ®~! contraignent le
gradient de ces propriétés sur la triangulation : les vecteurs tangents aux lignes iso-u et
iso-v doivent étre en tout point de C' orthogonaux et de méme longueur, ce qui correspond
dans l'idéal a une paramétrisation dite conforme [Lévy 02]. Il existe de trées nombreuses
méthodes pour calculer des valeurs de paramétrisation inverse sur les nceuds de C' qui
minimisent la distorsion ([Lévy 98], [Mallet 02], [Khodakovsky 03]) ; elles ne seront pas
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discutées ici dans le détail.

Cette technique s’applique tres bien dans notre contexte de travail. En effet, si I'on
souhaite générer une triangulation contrainte pour matérialiser la géométrie d'une surface
radiale d'un Soft Frame Model, il est tout a fait possible de calculer dans un premier
temps une paramétrisation d’un des enfants de cet élément radial. Ensuite, si I’on associe
aux sommets des simplexes de contrainte des coordonnées dans le domaine paramétrique
correspondant, la construction du maillage peut alors étre effectuée sans probleme, la
forme tridimensionnelle des triangles étant toutefois directement affectée par la distorsion
de la paramétrisation.

Techniques de paramétrisation

Dans notre contexte, une autre contrainte peut étre ajoutée au calcul de la paramétrisa-
tion : en effet, il est nécessaire qu’il n’y ait pas de recouvrements entre les images des
triangles de C' dans le domaine paramétrique [Hormann 01]. Ceci arrive en particulier pres
des paires de bords internes des horizons géologiques du modele surfacique ou volumique
que nous considérons. Une solution simple consiste a faire en sorte que ces bords aient
des images proches dans le domaine paramétrique [Lévy 99].

La plupart de techniques de paramétrisation conforme du complexe C' sont basées sur
I'inversion d’une matrice creuse de dimension (m x m), dont les coefficients sont issus
de la géométrie du maillage et d’autres contraintes éventuelles ([Sander 01}, [Alliez 02],
[Lévy 02], [Mallet 02]). Cette inversion est réalisée par exemple a 'aide d’un solveur
de type Gradient Conjugué ou SSOR (avec préconditionnement). Les criteres de non-
distorsion de la paramétrisation sont donc minimisés au sens des moindres carrés. Pour
fonctionner efficacement, une solution initiale est souvent nécessaire. Celle-ci peut se cal-
culer tres rapidement en utilisant la méthode décrite dans [Massot 02], que nous rappelons
brievement :

e Les gradients grad,, et grad, des propriétés u et v sont supposés définis et constants
sur les triangles de C', mais leurs valeurs sont stockées au niveau des m sommets de
C, comme celles des propriétés u et v.

e Soit ¢t un triangle de C, de sommets x;, x; et x;, (7,j,k € [0,m[), et de vecteur
normal n;. Sila valeur des propriétés u et v sur le sommet x;, notées u(x;) et v(x;),
sont connues, alors celle sur les autres sommets de t¢ s’obtient de la maniere suivante
(équations 4.8 et 4.9) :
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e [’algorithme de calcul, basé sur les principes ci-dessus, est le suivant : les som-
mets du complexe C' sont parcourus plusieurs fois de maniere explosive. A chaque
fois qu'un sommet x; est considéré (i € [0,m[), la valeur de grad,(x;) est utilisée
pour calculer dans chacun des triangles t ayant x; comme sommet, a ’aide d’une
projection, les valeurs grad, (t¢) et grad, (t°) propres au triangle. Ensuite, a 'aide
des équations 4.8 et 4.9, les valeurs des propriétés u et v sont mises a jour sur les
sommets X; et x;, de t¢ différents de x; (7, k € [0, m]), en méme temps que celles des
gradients grad,, (x,) et grad,,(x;) (al'aide de grad, (t°)), et grad, (x;) et grad, (x;)
(a I'aide de grad,(t°)).

Des traitements spécifiques permettent en plus de prendre en compte les contraintes sur
les valeurs des propriétés u et v sur les paires de bords internes des surfaces, comme énoncé
plus haut. Cet algorithme donne une solution initiale en général satisfaisante, sauf pour
les surfaces fortement plissées ou possédant de nombreuses discontinuités [Massot 02].

Limites de la méthode

Seules les surfaces dites développables peuvent étre paramétrisées sans aucune distorsion,
car leur courbure totale est nulle en tout point [Lévy 99]. Cependant, les surfaces des
modeles surfaciques et volumiques auxquels nous avons affaire ne sont en général jamais
strictement développables, et leur paramétrisation présente donc toujours une certaine
distorsion, quelle que soit la technique utilisée pour la calculer. Nous ’avons dit, cette dis-
torsion induit proportionnellement des biais entre les propriétés géométriques des triangles
générés dans ’espace paramétrique et celles de leur image dans ’espace tridimensionnel?,
qui sont celles qui nous intéressent au final (notamment leur forme). Deux solutions sont
envisageables pour minimiser ce probleme [Owen 98] :

1. Modifier les algorithmes de génération de triangulations afin qu’ils produisent dans
I'espace paramétrique des triangles étirés ou anisotropes (cohérents avec les données
du tenseur métrique associé¢ & 1), tels que leur image dans I’espace tridimensionnel
soit optimale [George 97|,

2. Réduire au maximum la distorsion de la paramétrisation. Pour cela, une tech-
nique tres répandue (surtout dans le domaine du plaquage de textures - [Sander 01],
[Lévy 02]) consiste a réaliser une partition du complexe simplicial C' en sous-ensem-
bles adjacents de triangles, appelés patches. Les patches sont créés de telle sorte que
leur paramétrisation puisse étre conforme (autrement dit avec le minimum de dis-
torsion). Ils sont ensuite remaillés indépendamment dans leur espace paramétrique,
I'union des images tridimensionnelles de ces maillages formant le remaillage final de
C. La figure 4.13 donne une illustration de ce principe.

211 faut noter que méme avec une paramétrisation conforme, les aires des triangles ne sont jamais
conservées. Par conséquent, un maillage uniforme en taille dans ’espace paramétrique l’est rarement
dans lespace tridimensionnel ([Hormann 01], [Alliez 02]).
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Figure 4.13 Principe du remaillage par patches d’une surface tridimensionnelle. La surface ini-
tiale (un prisme) est fermée et ne peut donc pas étre paramétrisée de maniere conforme. C’est le cas
des 4 patches résultant de sa partition. Chacun peut étre remaillé indépendamment dans un espace
paramétrique (les contraintes sont en rouge et les nouveaux points en blanc). L’union des nouveaux

maillages dans I'espace tridimensionnel forme le remaillage final de la surface.

Dans notre travail, nous avons opté pour la deuxieéme solution. Sa mise en ceuvre
nécessite de trouver les parametres adéquats permettant la construction de patches qui
sont les plus développables possibles. Ceci implique de prendre en compte d'une maniere
ou d'une autre la courbure du complexe simplicial C.

Calcul d’une partition de la surface en patches
Choix d’une technique de partition

Il existe deux grandes familles de techniques pour réaliser une partition en patches d’une
surface tridimensionnelle (que nous supposerons, sans perdre en généralité, faite de trian-

gles) :

e La premiere consiste a extraire tout d’abord des lignes de forte courbure sur la
surface, puis de contraindre les patches a avoir ces lignes comme frontiere ([Lévy 02],

[Alliez 02], [Alliez 03]).

e La deuxieme consiste a partir d’une situation initiale avec un patch par triangle
de la surface, puis a fusionner les patches entre eux jusqu’a atteindre des criteres
donnés ([Garland 01], [Inoue 01], [Sander 01], [Sheffer 01]).
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Dans la majorité des cas, les lignes de forte courbure sont construites a partir d’un
ensemble d’arétes constituant les crétes de la surface. Ces crétes peuvent par exemple
étre identifiées a partir des ellipsoides de corrélation [Gumhold 01] calculés sur les som-
mets (qui caractérisent la forme générale du voisinage), ou bien a partir des plus fortes
variations angulaires du vecteur normal associé aux triangles ([Kobbelt 01], [Alliez 03]).
La distance aux lignes des forte courbure ainsi extraites est ensuite calculée sur les tri-
angles de la surface. Les maxima locaux de cette fonction servent finalement de graines
pour construire les patches, qui se rencontrent donc nécessairement au niveau des crétes
[Lévy 02]. Méme si ces techniques donnent de bons résultats en pratique, elles sont peu
applicables aux surfaces ou il n’existe pas de variations franches de courbure (comme sur
une sphere par exemple), car dans ces cas les crétes identifiées n’ont pas de véritable sig-
nification. Des traitements spécifiques sont alors nécessaires [Lévy 02]. Ces configurations
sont toutefois tres courantes dans notre contexte : en effet, méme si la morphologie des
surfaces du sous-sol est parfois tres perturbée, comme sur des domes ou des lentilles de
sel, les variations de courbure sont toujours relativement lisses.

En revanche, un procédé itératif de fusion de paires de patches (appelé iterative pair-
wise merging dans la littérature de langue anglaise) s’applique tres bien aux surfaces
tridimensionnelles que nous considérons. Les algorithmes basés sur ce principe sont tous
construits sur le méme mode ; les seuls points qui les différencient sont les criteres per-
mettant d’ordonner toutes les fusions possibles entre patches. En effet, a chaque étape
du processus de croissance des patches, c’est la fusion la plus avantageuse qui est réalisée.
Pour cela, de nombreux criteres sont envisageables. Par la suite, nous noterons p;; le
patch virtuel résultant de la fusion entre deux patches adjacents p; et p;.

e [l est tout d’abord nécessaire d’obtenir les patches les plus plans possibles :

— En général, la planarité de p;; est mesurée par la distance au carré moyenne
entre les points de p;; et son plan moyen ([Garland 01], [Sander 01], [Pauly 02]),
plan obtenu par exemple a l'aide d'une analyse en composantes principales
(ACP). Tel quel, ce critere de planarité est inutilisable, car le vecteur normal
au plan moyen de p;; n’est pas toujours une bonne approximation des normales
a ses triangles : par exemple, dans le cas d'un horizon géologique fortement
plissé et retourné sur lui-méme, les vecteurs normaux a la surface sont sur un
coté du pli I'inverse du vecteur normal au plan moyen.

— Pour prendre en compte ce phénomene, il faut associer a la planarité de p;; un
critere d’orientation, qui peut se définir comme la moyenne des écarts entre
le vecteur normal a son plan moyen et les vecteurs normaux a ses triangles,
moyenne pondérée par leur aire [Garland 01]. De cette fagon, les fortes varia-
tions tres localisées du vecteur normal sont ignorées [Inoue 01].

— Un autre moyen pour obtenir des patches relativement plans est d’éviter les
fusions entre patches dont les arétes communes présentent localement de fortes
courbures [Sheffer 01]. Toutefois, la mise en place de ce procédé nécessite de
définir un seuil discriminant les courbures acceptables des autres, ce qui est peu
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pratique car fortement dépendant de la surface considérée. Nous n’emploierons
donc pas ce critere de planarité.

e Il est aussi nécessaire de controler la taille des patches (autrement dit leur aire), car
ceux-ci doivent étre de taille homogene. Il faut donc éviter les fusions entrainant la
création de patches trop grands. Dans [Sheffer 01], les patches de petite taille sont
encouragés a fusionner avec un de leurs patches voisins éventuellement de grande
taille, sauf si le patch résultant dépasse une aire fixée par l'utilisateur. Une fois
de plus, ceci nécessite de fixer une aire de patch limite, facteur tres dépendant de
la surface considérée. Cette solution n’est donc pas envisageable. Cette remarque
vaut également pour la technique présentée dans [Inoue 01], qui garantit une aire
minimale de patch. Laissons pour l'instant le probleme du controle de la taille
ouvert. Nous verrons par la suite la solution que nous y apportons.

e Enfin, les patches résultant de la partition doivent avoir une forme acceptable. Deux
solutions sont alors envisageables : soit faire en sorte que les patches soient dans la
mesure du possible de forme circulaire ([Garland 01], [Sander 01]), soit favoriser les
fusions entre les patches qui ont les frontieres communes les plus longues ([Inoue 01],
[Sheffer 01]). Nous pensons que cette derniére solution est plus générale, car il
n’est pas toujours possible ou souhaitable d’avoir des patches qui soient proches de
disques. Par ailleurs, elle tend plus naturellement a éviter les configurations ot un
patch se retrouve inclus totalement a l'intérieur d’'un autre.

Ainsi, dans notre approche, nous choisissons tout d’abord comme critere de planarité
¢p celui défini dans [Inoue 01, qui traduit la variance du vecteur normal au sein des
triangles des patches. Initialement, les patches sont tous formés d’un seul triangle, et
donc cette variance est nulle. Si une fusion est ensuite réalisée entre les patches p; et p;,
alors la variance du patch résultant vaut (équation 4.10) :

e)(pi) = Alpi)-cp(pi) + Alpy)-p(p;) | Alpi)-Alp;)
A(pij) A(pij)?

avec A(p;) l'aire du patch p;, et n; le vecteur normal a son plan moyen. Ce critere a

toujours des valeurs positives ou nulles, mais il ne peut pas étre facilement borné. Les
valeurs faibles de ¢, correspondent a des fusions affectant peu la planarité des patches.

Jni—mg? (410)

Comme critere de taille ¢;, afin d’éviter 1'utilisation d’heuristiques définissant une
taille minimale [Inoue 01] ou maximale [Sheffer 01] de patch, dépendantes de la surface
considérée, nous proposons d’utiliser le critere suivant (équation 4.11) :

. Alpag)
1—e ™ &

1—ek

ot A(p;;) représente 'aire du patch virtuel p;;, A; aire totale de la surface, et k un réel
constant strictement positif (voir figure 4.14). Ce critére est borné et varie dans I'intervalle
10, 1] quelle que soit la valeur de k. 11 tend vers 0 quand la fusion génere des patches de rel-
ativement petite taille, et vers 1 dans le cas contraire. De plus, comme on peut le voir sur

a(py) = (4.11)
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Figure 4.14 Allure générale du critere de taille ¢; choisi dans notre approche. Comme on peut
le voir, plus le parametre k est grand, et plus ¢; devient rapidement proche de 1. Le cas k = 0 est une
exception (voir équation 4.11).

la figure 4.14, plus k est grand, et plus ¢; se rapproche rapidement de 1 lorsque la taille rel-
ative des patches devient grande. Ce critere est donc modulable, et permet de discriminer
de maniere plus ou moins forte les fusions générant de grands patches, selon la valeur de k.

Enfin, comme critére de forme c¢; pour les patches, nous choisissons également celui
décrit dans [Inoue 01], qui tend a favoriser les fusions entre les patches qui ont une longue
frontiere commune. Ainsi, si L(p;) est le périmetre du patch p;, et que la frontiere commune
aux patches p; et p; a une longueur [, le critere ¢y vaut (équation 4.12) :

Lty (4.12)

(77—
L(pi)" L(p;)
Ce critére est borné, et varie dans l'intervalle |0, 1]. Les valeurs faibles correspondent
a des fusions a éviter, car les patches en question ont une courte frontiere commune. Au
contraire, les valeurs proches de 1 sont des fusions recommandées. FEn particulier, la valeur
maximum 1 traduit l'inclusion entiere d'un patch dans un autre (voir figure 4.15).

¢t (pij) = max

Nous l'avons dit, il faut maintenant trouver un moyen de combiner ces différents
criteres de planarité, de taille et de forme, pour pouvoir ordonner correctement les fu-
sions de patches et obtenir ainsi une partition satisfaisante de la surface. Cette étape de
I’algorithme fait souvent intervenir de nombreuses heuristiques, et une simple addition de
la forme suivante (équation 4.13) est en général proposée pour définir le critere final ¢
([Garland 01], [Inoue 01], [Sander 01}, [Sheffer 01]) :

C = Wp.Cp + Wy.Cct + Wys.Cy, avec wy + wy +wyp =1 (4.13)
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cf(pjj)=0.4

Cf(pij)=0-7 I—«i

cf(pij)=1

Figure 4.15 Quelques exemples de valeurs du critere de forme c; choisi dans notre approche. Les

lignes rouges plus épaisses matérialisent les frontieres entre deux patches adjacents.

avec w,, w; et wy trois réels compris entre 0 et 1 caractérisant les poids relatifs des
différents criteres. Cette approche est a premiere vue tres séduisante, car elle permet de
moduler facilement 'influence des différents criteres. Cependant, nous pensons qu’elle
présente les inconvénients suivants :

1. Pour que le critere global ¢ ainsi défini soit valide, il est nécessaire que les valeurs
de ¢,, ¢; et ¢y soient comparables, c’est-a-dire qu’elles varient dans le méme sens et
dans le méme intervalle, ce qui n’est a priori pas le cas (notamment pour le critere
de planarité). Si jamais les différents critéres ne sont pas bornés, ou bornés mais
ne variant pas dans le méme intervalle, la partition finale sera sujette aux effets
d’échelle : par exemple, si toutes les coordonnées des sommets de la surface étaient
multipliés par une constante (ce qui conserverait ses propriétés géométriques, dont
sa courbure), les valeurs des criteéres varieraient dans des proportions différentes,
et si les poids restaient les mémes, la partition finale serait elle différente, ce qui
n’est pas acceptable : une fois de plus, des ajustements au cas pas cas seraient alors
obligatoires.

2. Les poids affectés aux différents criteres sont constants au cours de la partition de
la surface. Nous pensons cependant que leur role est d’importance variable :

(a) lors de ce processus, la taille des patches ne peut qu’augmenter a chaque fusion,
ce qui n’est pas le cas de leur forme ou de leur planarité. L’intérét du critere de
taille est d’éviter de générer des patches d’aire trop faible. Ainsi, lorsque tous
les patches ont une aire acceptable, ce critere devient obsolete et son poids doit
devenir minime.

(b) le poids de la forme de patches doit étre lui conservé lors de la partition.

(c) enfin, la planarité doit avoir tout au long de la partition une importance
prépondérante par rapport a la taille ou a la forme de patches, car c’est le
critere qui a le plus d’influence sur la distorsion de la paramétrisation. De
plus, cette priorité doit étre accentuée sur la fin de la partition, a partir du
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moment ou les limites des patches deviennent véritablement les lignes de forte
courbure de la surface.

Notre méthode apporte une solution simple a ces différents problemes et prérequis.
En premier lieu, afin que la planarité soit le critere le plus discriminant tout au long de
la partition de la surface, nous définissons la fusion la plus avantageuse comme celle qui,
parmi une fraction des fusions présentant les plus faibles valeurs de c,, possede le meilleur
compromis de taille et de forme. De plus, pour que le poids de la planarité devienne
plus important au fil des fusions, nous faisons naturellement diminuer cette fraction au
cours du temps, en la définissant comme un pourcentage constant p du nombre courant
de patches sur la surface. La sélection de la fusion la plus avantageuse se fait d’ailleurs
exclusivement selon la planarité a partir du moment ou le nombre de patches devient
inférieur a l'entier le plus proche de 200/p. En pratique, nous prenons comme fraction 10
ou 15%.

Figure 4.16 A gauche, les compromis taille/forme acceptables (¢; < 0.5, (1 —cyf) < 0.5) sont associés
a des valeurs de ¢’ allant de 0 jusqu’a 1, ce qui est un intervalle trés large (voir équation 4.14). A droite,
les mémes compromis sont beaucoup mieux discriminés, avec des valeurs de ¢’ comprises entre 0 et 0.25

(voir équation 4.15).

Pour caractériser la fusion qui a le meilleur compromis de taille et de forme ¢’, de la
méme maniere que dans ’équation 4.13, une moyenne entre les valeurs de ¢; et (1 — ¢y)
pourrait étre classiquement utilisée (voir équations 4.11 et 4.12), car ces deux criteres
varient dans le méme sens et dans le méme intervalle [0, 1] (équation 4.14) :

d=c+(1—c¢) (4.14)

Plus la valeur de ¢ serait faible (¢ € [0,2]), et meilleur serait le compromis. Cette
solution ne semble toutefois pas optimale. En effet, dans ce cas, comme le montre la figure
4.16, aucune différence ne serait faite entre :

1. les fusions a la fois treés bénéfiques pour la forme des patches (cy ~ 1) et tres
pénalisantes pour leur taille (¢; & 1), soit ¢ ~ 1,
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2. les fusions a la fois trés bénéfiques pour la taille des patches (¢; = 0) et tres pénal-
isantes pour leur forme (c; &~ 0), soit une nouvelle fois ¢’ ~ 1,

3. les fusions moyennement pénalisantes (ou bénéfiques) pour la taille (¢; ~ 0.5) et la
forme des patches (cy ~ 0.5), soit encore ¢’ ~ 1.

Or, nous pensons que cette derniere famille de fusions doit étre favorisée par rapport
aux deux premieres. A cette fin, nous proposons plutot de caractériser le compromis en
taille et en forme par le critere suivant (équation 4.15) :

d=c+(1—cp)? (4.15)

La encore, plus le critere ¢’ est faible, et plus le compromis est meilleur (¢’ € [0,2]).
Ce critere discrimine beaucoup mieux que le précédent (équation 4.14) les différentes sit-
uations (voir figure 4.16). De plus, nous avons défini le critere de taille de telle sorte
que sa valeur soit plus ou moins rapidement tres proche de 1, en fonction d’un unique
parametre k. Ainsi, en fonction de cette valeur, 'influence du critere de taille devient plus
ou moins rapidement minime, car on a alors ¢ &~ (1 — ¢;)? + 1 (voir figure 4.17). Notons
que le choix d'un k proche de 0 assure que la taille de patches soit toujours prise en compte.

poids relatif
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Figure 4.17 Evolution du poids relatif des critéres de planarité (A), de forme (B) et de taille (C)
au cours du processus de partition en patches. Avec le temps, le nombre de patches diminue, et le poids
du critere de planarité (équation 4.10) devient constamment plus fort. Au temps 1, il est méme le seul
a étre pris en compte. Par ailleurs, I'aire des patches ne fait également qu’augmenter, et a partir d’une
certaine taille (temps tg), le critere ¢; ne devient plus discriminant (équation 4.11). Le poids du critere

de forme (équation 4.12), quant & lui, reste constant. On peut trés bien avoir aussi ¢1 < to.

Pour résumer, notre méthode de partition a l'avantage de faire intervenir tres peu
d’heuristiques : en effet, il est seulement nécessaire de définir la proportion p de fusions a
considérer pour trouver le meilleur compromis ¢, et le nombre k qui détermine I'influence
du critere de taille dans le méme compromis ¢’. Ces deux valeurs ne sont pas sujettes aux
effets d’échelle et n’ont pas besoin d’étre adaptées a la surface considérée. Pour arriver
a terme, le processus de partition n’a besoin d’aucun seuil fourni par 'utilisateur, mais
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seulement du nombre désiré de patches. Comme le montre la figure 4.17, notre approche
permet en plus de faire varier naturellement 'influence des criteres de taille, de forme et
de planarité au cours du temps, ce-dernier étant choisi comme le plus prépondérant, car
plus influent sur la distorsion de la paramétrisation.

D’une maniere plus classique, I'application d’un post-traitement permet au final de
lisser les frontieres entre les patches. Pour cela, tous les triangles d’un patch p; qui ont
deux arétes situées sur une frontiere avec un patch adjacent p; sont affectés au patch p;.
Ce procédé est a la fois simple et efficace.

Résultats

La figure 4.18 ci-dessous donne un exemple de partition en patches réalisée sur une surface
triangulée représentant le toit d’une couche de sel (modele UNOCAL). Comme on peut le
voir, sa morphologie est tres perturbée.

Figure 4.18 Exemple de partition en patches d'une surface triangulée (modele UNOCAL). La
surface initiale figure en haut a gauche. Telle quelle, cette surface ne peut étre paramétrisée simplement
et rapidement de maniére conforme (en haut & droite, les lignes iso-u et iso-v sont affichées). En bas a
gauche, la surface est divisée en patches (ici 20), et les paramétrisations obtenues sont valides (en bas &
droite).



Chapitre

Geénération de maillages triangulés par
raffinement de Delaunay

Ce chapitre présente I’ensemble des techniques que nous avons mises en place pour con-
struire des maillages a base de triangles, afin de matérialiser la géométrie des surfaces
radiales d'un Soft Frame Model. Ces maillages sont non seulement contraints par un en-
semble de 0- et de 1-simplexes donnés, mais doivent aussi satisfaire a des criteres portant
a la fois sur la forme et la taille des mailles. Nous avons opté pour une approche de type
raffinement de Delaunay (notion introduite dans [Ruppert 92|, [Chew 93], [Ruppert 95]),
c’est-a-dire que tous les simplexes du maillage sans exception sont maintenus de Delaunay,
quelles que soient les modifications apportées au maillage, et en particulier lors du respect
des contraintes, qui suit une approche conforme (voir partie 4.1).

5.1 Satisfaction des contraintes par une approche con-
forme

Cette partie présente tout d’abord les méthodes qui sont classiquement employées dans
une approche de type raffinement de Delaunay pour respecter un ensemble de 0- et 1-
simplexes de contraintes au sein d'une triangulation. Ensuite, nous montrons pourquoi
elles ne sont pas directement applicables dans notre contexte, et présentons une technique
originale qui atteint effectivement cet objectif.

91
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5.1.1 Présentation des méthodes existantes
Principes de base
Triangulations dans un espace bidimensionnel

A notre connaissance, la totalité des triangulations obtenues par raffinement de Delaunay
dans un espace bidimensionnel sont construites a partir de PSLGs (pour Planar Straight
Line Graphs), c’est-a~-dire des ensembles de points et de segments de contrainte pour la
triangulation, qui vérifient les conditions suivantes [Shewchuk 97] :

1. Les extrémités de tous les segments d’'un PSLG font partie du PSLG.

2. Deux segments d’un PSLG ne peuvent s’intersecter qu’au niveau de leurs extrémités.

Les points et les segments d'un PSLG P sont tous coplanaires, et sa triangulation
7T (P) est par exemple construite dans le plan qu’ils définissent. Nous allons supposer que
nous partons d’une situation initiale on 7 (P) est une triangulation de Delaunay dans
laquelle tous les points de P sont représentés par un sommet. Comme nous l'avons vu
dans le chapitre précédent (chapitre 4), cette triangulation de départ peut par exemple
avoir été obtenue par une méthode incrémentale de type Bowyer-Watson. Ceci satisfait
de maniere triviale les contraintes de dimension 0 sur 7 (P).

Les segments du PSLG P sont aussi des contraintes, et une approche conforme est
adoptée pour les honorer. Autrement dit, il est nécessaire d’assurer que tous ces segments
soient de Delaunay ([Pébay 98], [Boivin 02]). Ainsi, un segment de P sera dit accroché
si son cercle circonscrit diamétral contient dans son intérieur au moins un sommet de
la triangulation 7 (P), ou s’il n’est pas présent dans la triangulation sous forme d’une
aréte ([Ruppert 92|, [Shewchuk 97]). Ainsi, si tous les accrochages sont éliminés, alors
les contraintes de dimension 1 seront satisfaites. L’algorithme présenté a cette fin dans
[Ruppert 92] est basé sur les regles suivantes :

e Si un segment n’est pas accroché, alors son cercle circonscrit diamétral est vide, et
il est présent dans 7 (P) sous la forme d’une aréte: il est de Delaunay.

e Si un segment est accroché, cela ne signifie pas nécessairement qu’il n’est pas de
Delaunay, car il peut trés bien étre présent dans 7 (P) sous la forme d’une aréte,
mais qui contient au moins un sommet dans son cercle circonscrit diamétral. Par
conséquent, ce segment est divisé en deux nouveaux segments par l'insertion d'un
point de Steiner en son milieu qui préserve le caractere de Delaunay de 7 (P), comme
le montre la figure 5.1. Ces nouveaux segments ont certes un cercle circonscrit
diamétral plus petit, mais ils peuvent tout a fait étre accrochés a leur tour.

Ces regles sont appliquées jusqu’a ce que tous les segments du PSLG soient présents
dans la triangulation sous la forme d’une aréte (voir figure 5.1). Ainsi, lorsque 'algorithme
se termine, chaque segment initial est représenté par une série contigué d’arétes. Cette
méthode tres simple est garantie de succes, car elle exploite une des propriétés des mail-
lages de Delaunay qui stipule qu’il existe toujours une aréte reliant un sommet et son plus
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Figure 5.1 Un segment de contrainte (en pointillés) n’est pas présent dans la triangulation de
Delaunay car son cercle circonscrit diamétral n’est pas vide (A). Ce segment est divisé en deux nouveaux
segments de contrainte, et un nouveau point est ajouté a la triangulation. Ces deux segments sont
accrochés & leur tour (B). Finalement, deux nouvelles bissections permettent d’honorer les contraintes

dans la triangulation (C).

proche voisin [Cavalcanti 99].

Cependant, utilisé tel quel, ce procédé peut induire des insertions de points excessives
au niveau des segments constituant le bord d’éventuelles cavités ou de zones de concavités
dans le PSLG. Toutefois, les accrochages ne concernent alors que des parties du maillage
qui ne seront au final pas maillées [Ruppert 95]. Une solution consiste alors a construire
dans un premier temps une triangulation Contraint-Delaunay dont les contraintes sont
les segments situés sur le bord du PSLG, triangulation qui existe nécessairement et qui
ne demande l'insertion d’aucun point de Steiner, comme nous I’avons vu dans le chapitre
précédent (partie 4.1). Ensuite, les triangles situés a l'extérieur du PSLG ou dans les
cavités sont enlevés de la triangulation, et ’approche conforme décrite précédemment peut
prendre place. Cependant, les accrochages concernant les segments du bord ne doivent
alors étre pris en compte que si le sommets de la triangulation qui en sont responsables
sont les sommets des triangles ayant comme arétes ces segments [Shewchuk 97]. Cette
solution est également tres facile a mettre en ceuvre et évite parfois des insertions inutiles
de points de Steiner.

Triangulations dans un espace tridimensionnel

Pour générer des triangulations plongées dans un espace tridimensionnel, les données
initiales sont traditionnellement des PLCs (pour Piecewise Linear Complezes). En plus
de points et de segments, un PLC contient des facettes qui sont des plans de 'espace.
Les points, segments et facettes d'un PLC sont appelés ses faces [Cohen-Steiner 02]. Les
conditions de validité d’un PLC sont les mémes que celles des PSLGs :

1. Le bord d’une face d’'un PLC est une union de faces du PLC.
2. L’intersection de deux faces d'un PLC est soit vide, soit une union de faces du PLC.

La triangulation de chacune des facettes d’'un PLC peut étre réalisée dans le plan
qu’elle définit, indépendamment de celle des autres, en suivant la méthode adoptée pour
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les PSLGs décrite précédemment [Shewchuk 98-(2)]. En effet, ’ensemble des segments et
des points constituant le bord de chaque facette du PLC est un PSLG, matérialisant les
contraintes pour la triangulation. Cependant, lorsqu’un segment du PLC est a un moment
ou a un autre divisé en deux nouveaux segments, I'insertion d'un point de Steiner doit se
faire dans toutes les triangulations existantes qui ont ce segment comme contrainte. Ces
nouveaux points ont bien sir tous la méme géométrie.

Prise en compte des angles faibles
Caractérisation des configurations problématiques

Malgré tout, il existe des configurations ou la convergence d’un algorithme basé sur des bis-
sections récursives de segments d’'un PSLG ou d’un PLC n’est pas assurée ([Ruppert 95],
[Shewchuk 97], [Cavalcanti 99]). Ceci concerne les segments incidents a un méme point
qui sont séparés par des angles relativement faibles. Par la suite, nous appellerons épi un
ensemble des segments incidents & un méme point d’'un PSLG ou PLC.

V1

Figure 5.2 Le segment s; est accroché par extrémité ve du segment s3. Un nouveau point (en
noir) est donc ajouté en son milieu. Si ce nouveau point accroche & sont tour le segment so, alors une

cascade infinie de bissections s’enchaine. Ceci ne peut arriver que si 'angle ¢ est inférieur a 45 degrés.

La configuration de base provoquant une cascade infinie de bissections correspond a
un épi fait de deux segments s; et s, incidents qui ne sont pas de longueur égale. Nous
allons noter ces longueurs respectivement [ et [, avec [; > [5. Supposons que l'extrémité
opposée au centre de 1’épi de s, accroche s; (voir figure 5.2). Ceci peut arriver a priori
quelle que soit la valeur de 'angle ¢ formé par les deux segments (¢ < 7/2). En effet, il
suffit que (inégalité 5.1) :

ly <ly.cos¢ (5.1)

Le segment s; est par conséquent divisé en deux nouveaux segments de longueur
égale, et 'épi est alors formé de deux segments, I'un de longueur Iy (segment ss), autre
de longueur [;/2. Toutefois, si le point milieu de s; accroche a son tour le segment s,
une bissection de ce dernier doit également étre faite, ce qui aboutit a un épi fait de deux
segments de longueur l;/2 et l3/2. L’angle entre ces deux segments vaut toujours ¢, et
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comme l'inégalité 5.1 est satisfaite, le segment de longueur /1 /2 est a son tour nécessaire-
ment accroché par le point milieu de sy. Cette situation est tout a fait équivalente a celle
de départ ; il est donc impossible d’éviter les accrochages par des bissections. Toutefois,
nous avons fait les hypotheses suivantes :

e Les deux segments initiaux de 1’épi s; et s, ne sont pas de longueur égale. Dans
le cas contraire, les extrémités des deux segments opposées au centre de 'épi ne
pourraient pas étre responsables d’un accrochage, et la convergence serait assurée.

e Suite a la premiére bissection, le point milieu du plus grand segment s; doit accrocher
le plus petit segment sy, autrement dit (inégalité 5.2) :

l
51 < ly.cos ¢ (5.2)

L’inégalité 5.1 étant par ailleurs satisfaite, ceci implique que cos¢ > v/2/2, soit
¢ < m/4. Ainsi, la convergence serait assurée si les deux segments incidents s; et so
formaient un angle supérieur a 45 degrés, quelle que soit leur longueur respective.

Solution adoptée

D’une maniere générale, nous allons désormais considérer les épis formés d’un ensemble
de nb segments incidents & un méme point (nb > 2), tels que chacun d’entre eux forme
un angle inférieur a 45 degrés avec au moins un autre segment de 1’épi. Une condition
nécessaire et suffisante pour assurer la convergence est que tous les segments de cet épi
aient strictement la méme longueur. En effet, dans ce cas, ils sont tous de Delaunay
et aucun accrochage ne peut exister. Un premier algorithme assurant cette condition a
été proposé dans [Ruppert 95| pour les PSLGs, puis une forme plus générale en a été
donnée dans [Cavalcanti 99] et [Shewchuk 00-(1)] pour les PLCs. La problématique est
de diviser un minimum de segments et d’éviter de créer des segments trop hétérogenes en
taille, ce qui aurait des conséquences néfastes sur la qualité de la triangulation. Imaginons
que les nb segments {sg, s1, ..., Spp—1} de 1'épi soient ordonnés par longueur décroissante.
Plusieurs segments peuvent avoir des longueurs identiques, et on a l; > l;11Vi € [0, nb— 2],
avec [; la longueur du segment s;. Ainsi, cette séquence de segments correspond & une
séquence {lo,l1,...,lm—1} de m longueurs décroissantes strictement différentes (m < nb).
Le principe de l'algorithme est le suivant :

1. Soit Sy l'ensemble des segments de longueur [y, et S; 'ensemble des segments de
longueur Iy, avec [y > ly. Soit r le ratio l1/lp (0 <r < 1):

(a) Si r > 2/3, le meilleur compromis pour assurer des longueurs égales est de
diviser les segments de S; en leur milieu, et ceux de Sy a la distance [;/2 du
centre de 1’épi (voir figure 5.3).

(b) Si1/3 <r <2/3, le meilleur compromis pour assurer des longueurs égales est
de diviser les segments de S a la distance [; du centre de I’épi (voir figure 5.3).
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(c) Si0 < r < 1/3,le meilleur compromis pour assurer des longueurs égales est de
diviser les segments de Sy en leur milieu, puis de se ramener au cas b ou ¢ (voir

figure 5.3).

2. Une fois que les segments de Sy et éventuellement de Sy ont été divisés pour former
des nouveaux segments de longueur égale, la liste des segments de 1’épi est mise a
jour, et l'algorithme repart au point numéro 1.

77J
=

Figure 5.3 En haut : les trois régles de divisions de deux segments adjacents séparés par un angle

faible, selon que le rapport de longueur I /Iy est supérieur & 2/3 (A), compris entre 1/3 et 2/3 (B), ou
inférieur & 1/3 (C). En bas : I'application de ces régles permet d’éviter les séquences infinies d’accrochages
au niveau des angles faibles. Les autres accrochages se reglent ensuite de maniére classique, par des
bissections.

Toutefois, les divisions assurant une longueur identique aux segments d'un épi peu-
vent concerner des segments appartenant a d’autres épis, centrés sur les extrémités des
segments opposées au centre de cet épi. Si jamais les segments de ces épis adjacents sont
tous de méme longueur, alors ils doivent tous étre divisés en leur milieu. Cet algorithme
est tres efficace et produit les divisions les plus équilibrées possibles. En effet, lorsqu’un
segment de longueur [ est divisé, les segments générés ont nécessairement une longueur
comprise entre un et deux tiers de [, ce qui conserve une certaine homogénéité dans la
taille des segments.

En conclusion, une fois les épis traités, si jamais un segment d’'un PSLG ou d'un PLC
doit étre divisé (qu’il s’agisse ou non d’une bissection), et que ce segment appartienne a
un épi, alors tous les segments de 1’épi doivent étre divisés, et autant de nouveaux points
de méme géométrie doivent étre insérés dans les triangulations des facettes situées autour
de ces segments. Ceci garantit qu’aucun accrochage ne sera créé et que tous les segments
de I’épi seront présents sous forme d’arétes dans les triangulations.
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5.1.2 Application aux surfaces radiales des Soft Frame Models
Problématique
Rappels sur la nature des données

Dans notre contexte de travail, les données disponibles ne se présentent pas sous la forme
d’un PLC, mais plutot d’un Soft Frame Model de dimension 2, ou :

1. chaque nceud radial 7y est représenté par un point de ’espace M,,,, autrement dit
un 0-simplexe de l'espace tridimensionnel. Le point M, est supposé approximer au
mieux la géométrie des enfants de rg.

2. chaque ligne radiale r; est représentée par une ligne polygonale M, faite de 0- et
1-simplexes plongés dans 'espace tridimensionnel, incluant les points correspondant
a la géométrie des nceuds radiaux incidents a la ligne radiale (ses 0-ancétres). La
ligne polygonale M, est supposée approzimer au mieux la géométrie des enfants de
1.

3. Un enfant de chaque surface radiale ry (celui-ci provenant éventuellement d’une
partition en patches d'un ancien enfant d’une ancienne surface radiale - voir par-
ie 4.2) a été paramétrisé, et se trouve donc en correspondance avec un espace
tie 4.2 t trisé, ot se t d d
paramétrique bidimensionnel D(r3), dans lequel est réalisée la triangulation matéri-
alisant la géomé-trie M,., de ry. Cette triangulation doit approzimer au mieux la
géométrie des enfants de 7o, et satisfaire a des criteres de forme et de taille.

Pour générer le maillage de chaque surface radiale, il aurait été possible de consid-
érer un de ses enfants et, sous I'hypothese que ce-dernier se présente sous la forme d’un
2-complexe cellulaire, construire un PLC dont les points, segments et facettes seraient
respectivement les 0-, 1- et 2-cellules du complexe. Dans ce cas, chacune des faces du
PLC se retrouverait dans la triangulation finale sous la forme d’une union de 0-, 1- ou
2-simplexes ([Cavalcanti 99], [Murphy 01], [Cohen-Steiner 02]). Méme si la triangulation
finale approxime alors parfaitement la géométrie de ’enfant de la surface radiale considéré,
cette approche n’a pas de sens dans notre contexte :

e [l n’est pas possible de prendre en compte les contraintes provenant des lignes radi-
ales par rapport auxquelles la surface radiale est floue, ni celles provenant des nceuds
radiaux par rapport auxquels les 1-ancétres de la surface radiale sont flous.

e Sauf si les géométries des enfants de chaque nceud et ligne radiale étaient identiques,
la géométrie des lignes radiales ne serait pas unique, ce qui violerait la validité
géométrique du Soft Frame Model.

e Nous avons choisi de contraindre les triangulations par des lignes polygonales ar-
bitraires, ou la longueur des 1-segments s’adapte a des criteres de taille précis. Si
jamais les segments du PLC sont trop petits, la triangulation peut générer des tri-
angles qui certes satisfont les criteres de forme, mais pas nécessairement ceux de
taille.
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Pour ces raisons, nous suivons ’approche suivante : comme nous l'avons déja spécifié
auparavant, la triangulation de chaque surface radiale r5 est contrainte par un ensemble
de O-simplexes qui constituent la géométrie de ses 0-ancétres, et par un ensemble de 1-
simplexes qui constituent la géométrie de ses 1-ancétres. Pour inclure ces éléments dans la
triangulation, une image dans le domaine paramétrique D(rs) doit étre attribuée a chacun
d’entre eux, comme le montre la figure 5.4. De cette facon, nous nous ramenons au cas
de la triangulation conforme d’'un PSLG.

SURFACE RADIALE 2 /\

SURFACE RADIALE 1

Figure 5.4 Les triangulations matérialisant la géométrie des surfaces radiales se font chacune dans un
espace paramétrique différent. Ici, la ligne polygonale aux points blancs représente la géométrie assignée
a une ligne radiale d’un Soft Frame Model. Elle a deux parents (dont un est flou), et chaque point blanc

(dont les extrémités) a une image paramétrique (encerclées en rouge) dans chacun des domaines associés.

Par la suite, nous appellerons s¢ et s{ les images paramétriques dans D(ry) respective-
ment d’un O-simplexe sg et d'un 1-simplexe s; faisant partie respectivement de la géométrie
d’un neceud et d’une ligne radiale de contrainte pour une surface radiale ro donnée.

Difficultés de la prise en compte des angles faibles

Pour régler le probleme des angles faibles, supposons tout d’abord que nous adoptions
la solution présentée précédemment pour un espace tridimensionnel, en considérant cette
fois des épis faits de 1-simplexes s; incidents a un méme O-simplexe sg. Nous voyons un
inconvénient majeur a cette méthode : dans le cas des PLCs, le résultat obtenu suffit a
garantir que les segments soient tous de Delaunay dans le plan de la triangulation des
facettes. Ce n’est cependant plus vérifié dans notre cas, car du fait de la distorsion des
paramétrisations, la longueur d’un segment s¢ n’est pas rigoureusement identique a celle
de son image s; dans 'espace tridimensionnel. De méme, les angles entre paires de seg-
ments incidents de ’espace tridimensionnel ne sont pas parfaitement conservés dans un
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espace paramétrique. Par conséquent il n’est pas possible d’affirmer que les 1-simplexes
de contrainte soient de Delaunay dans chaque domaine paramétrique, et donc automa-
tiquement présents sous la forme d’arétes dans les triangulations (voir figure 5.5).

)
@]
g

Figure 5.5 En haut : un épi a été détecté et résolu dans I'espace tridimensionnel au niveau de
la géométrie d’une ligne radiale (zone encerclée). Toutefois, dans le domaine paramétrique D ol ses
segments ont une image, des accrochages peuvent exister du fait de la distorsion de la paramétrisation.
En bas : le méme épi est d’abord résolu dans le domaine paramétrique D par insertion des deux points
jaunes, qui sont aussi ajoutés dans le domaine paramétrique D’. Un autre épi est résolu dans D’ par ajout
des points bleus, qui ont leur équivalent dans D”. Un troisieme épi est résolu dans D’ par insertion du
point rouge, qui a lieu également dans D. Cette derniere insertion va provoquer des bissections infinies

des segments des trois épis.

Supposons maintenant que le probleme des angles faibles soit réglé dans chacun des
espaces paramétriques, en considérant cette fois des épis faits de 1-simplexes s¢ incidents
a un méme O-simplexe sd. Cette méthode n’est pas non plus optimale, en effet :

1. Les nouveaux 0-simplexes matérialisant les divisions des 1-simplexes n’appartiennent
pas nécessairement au domaine paramétrique, et ces points n’ont alors pas d’image
dans I'espace tridimensionnel. Remarquons que ce probleme ne se pose que lorsque
le domaine paramétrique D(ry) n’est pas convexe.

2. Faisons abstraction du probleme ci-dessus, et considérons que tous les 0-simplexes
résultant des divisions ont une image dans l’espace tridimensionnel. Dans ce cas,
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lorsqu’un 1-simplexe s¢ est divisé, il I'est aussi dans tous les autres domaines paramé-
triques ou s; a une image. Cependant, si jamais les images de s; n’ont pas initiale-
ment toutes la méme longueur, cette division peut entrainer en cascade des séries
infinies d’autres divisions de s¢ et des images paramétriques des 1-simplexes inci-
dents a s;, comme le montre la figure 5.5.

Par ailleurs, indépendemment de ces considérations, le moyen d’attribuer des images
paramétriques aux 0- et 1—simplexes de contrainte doit étre précisé.

Solutions adoptées

Pour régler le probleme des angles faibles, nous avons donc le choix de travailler soit
dans l'espace tridimensionnel, soit dans les espaces paramétriques associés aux surfaces
radiales, chacune des méthodes ayant ses inconvénients. Nous pensons que le probleme
soulevé par ’approche tridimensionnelle n’a pas de solution simple. En revanche, pour le
cas bidimensionnel, des solutions peuvent étre apportées.

Garantie d’une image tridimensionnelle valide

Nous devons tout d’abord trouver une image tridimensionnelle a tous les nouveaux 0-
simplexes de contrainte sd ajoutés pour assurer que les épis soient tous faits de 1-simplexes
s¢ de méme longueur, s’ils n’en ont pas déja une qui soit valide. Pour cela, il serait par
exemple possible d’agrandir le domaine paramétrique en suivant la technique prometteuse
présentée dans [Lévy 03], car elle permettrait d’ajuster naturellement la géométrie de ces
points a celle des enfants des lignes radiales. Cependant, elle n’a pas pu étre intégrée dans
notre travail.

Nous avons opté pour une technique plus simple, mais moins élégante : soit s¢ un
point situé a [’extérieur d’'un domaine paramétrique. Une premiere géométrie lui est at-
tribuée a partir de ses coordonnées barycentriques par rapport aux extrémités de ’ancien
1-simplexe sur lequel il a été ajouté. Si une de ces extrémités n’a pas elle-méme d’image
tridimensionnelle, celle-ci est alors calculée de la méme maniere. Récursivement, nous
pouvons ainsi dans tous les cas trouver une image initiale a s¢ dans espace tridimension-
nel. Ensuite, ces positions peuvent étre interpolées de maniere a ne pas trop déformer les
triangles et a s’ajuster au mieux a la géométrie de ’enfant de la ligne radiale concernée.
Cette technique sera présentée plus en détail dans la derniere partie de ce chapitre.

Régles de division des 1-simplexes de contrainte dans les domaines paramétriques

Il est aussi nécessaire d’assurer la terminaison de 'algorithme et d’éviter les boucles in-
finies de divisions de 1-simplexes dans les domaines paramétriques. Nous ’avons déja
dit, ces problemes de convergence sont liés au fait que les images paramétriques d'un 1-
simplexe de contrainte de 1’espace tridimensionnel n’ont pas toutes strictement la méme
longueur. Pour éviter ce phénomene, lorsqu’un 1-simplexe de contrainte scll” est divisé dans
un domaine paramétrique d’indice p, pour supprimer les accrochages dans un épi centré
sur le O0-simplexe sgp, la division de son image silq dans un autre domaine paramétrique
d’indice ¢ se fait selon les regles suivantes :
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. dg g . (. , . d o .
1. Si s7? fait partie d'un épi centré sur le O-simplexe s,’, alors la division est faite de
SN . . N dg .
maniere a ce que la longueur des nouveaux 1-simplexes incidents a s,” et sy* soit la
méme (voir figure 5.6).

. d : . . , . d o
2. Si 57" ne fait partie d’aucun épi centré sur le O-simplexe s,’, alors la division est
: oy : P d dg . A
faite de maniere a ce que les poids des extrémités de s;” et s;? soient les mémes.

o
o
O

o
o
O

Figure 5.6 En haut, les insertions de nouveaux points sur les segments se font en conservant les poids
des extrémités dans chaque domaine paramétrique. Ceci entraine des cascades infinies de bissections (voir
figure 5.5). En bas : les insertions de nouveaux points se font en conservant les longueurs des segments
incidents au centre des épis dans chaque domaine paramétrique. Ceci regle le probleme des épis. Les
divisions sont peu équilibrées, mais en pratique, les longueurs d’un segment varient peu en fonction du

domaine paramétrique, ce qui limite ce phénomene.

Nécessité d’un pré-traitement des images des 1-simplexes de contrainte

La regle numéro 2 présentée précédemment peut s’appliquer dans toutes les configurations,
mais ce n’est pas le cas de la regle numéro 1. En effet, supposons que la division du 1-
simplexe sf”, de longueur [%, se fasse en un point qui a pour poids par rapport & sgp
le réel # (0 < x < 1). Pour produire un nouveau l-simplexe de longueur (1 — z)./%
incident a sgq dans le domaine paramétrique d’indice ¢, la condition [%.(1 — z) < % doit
N . . d dq 5 s

étre satisfaite, avec [“¢ la longueur de s7?. Or, comme nous I'avons vu précédemment, le
poids z est toujours dans U'intervalle [1/3,2/3]. Par conséquent, un condition suffisante de
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convergence pour notre algorithme est que pour tout segment s; faisant partie d’au moins
deux épis dans les domaines paramétriques d’indices p, on ait initialement (inégalité 5.3) :

2
: dp “ dp
n%ln(l ) > 3 m;;:tx(l ) (5.3)

Cette condition est largement remplie avec des paramétrisations méme légerement
distordues, et ne remet donc pas en cause notre méthode!. Une fois cette condition
assurée, le traitement des angles faibles peut avoir lieu, et se fait épi par épi, dans chaque
domaine paramétrique, en respectant les regles que nous avons prescrites.

Calcul des images des 0- et 1-simplexes de contrainte dans un domaine paramétrique

Pour pouvoir construire la triangulation conforme matérialisant la géométrie d’une sur-
face radiale, il ne nous reste plus qu’a déterminer les images initiales des 0- et 1-simplexes
de contrainte dans le domaine paramétrique associé. Ces simplexes correspondent a la
géométrie des nceuds et lignes radiales qui sont les 0- et 1-ancétres de la surface radiale.
Les images paramétriques des 1-simplexes sont déterminées par celles de leurs extrémités.
Par conséquent, nous pouvons nous focaliser sur le calcul des images paramétriques des
0-simplexes uniquement.

Nous partons du principe qu’'une paramétrisation a été calculée sur un des enfants de
la surface radiale, et que les valeurs de la paramétrisation inverse sont deux propriétés
u et v définies sur cet enfant. Les contraintes que nous devons prendre en compte pour
déterminer ces images paramétriques sont les suivantes :

e Les différentes images paramétriques d'un 1-simplexe doivent étre dans la mesure du
possible homogenes en taille, pour les raisons que nous avons précisées auparavant
(équation 5.3).

e Pour un domaine paramétrique donné, les 1-simplexes doivent seulement s’intersecter
au niveau de leurs extrémités. Sinon, il ne sera pas possible de construire une tri-
angulation.

Pour calculer I'image paramétrique du O-simplexe matérialisant la géométrie d’un
neeud radial, nous considérons tout d’abord les lignes radiales qui sont a la fois inci-
dentes a la surface radiale, et qui appartiennent aussi a la 1-descendance du noeud radial.
Ensuite, nous procédons comme suit :

1. Supposons qu’il n’existe aucune de ces lignes radiales par rapport a laquelle la surface
radiale en question soit déterminée. Autrement dit, tous les enfants de la surface
radiale n’ont pas de bord qui soit un enfant de ces lignes radiales. Dans ce cas,
I'image paramétrique du nceud radial est quelque part a ["intérieur de 'enfant de la
surface radiale sur lequel a été calculée la paramétrisation (voir figure 5.7).

IDes divisions préalables des 1-simplexes permettraient de satisfaire cette condition au cas ot elle ne
le serait pas.
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2. Supposons maintenant que ces lignes radiales sont au moins deux, et qu’il n’existe
qu’'une seule de ces lignes radiales par rapport a laquelle la surface radiale en question
soit déterminée. Considérons alors I'enfant de la surface radiale sur lequel a été
calculée la paramétrisation, et son (ou éventuellement un de ses) bord(s) qui soit un
enfant de cette ligne radiale. Dans ce cas, I'image paramétrique du nceud radial est
quelque part a lintérieur de ce (ou éventuellement d’un de ces) bord(s), comme le
montre la figure 5.7.

3. Supposons enfin que la surface radiale est déterminée par rapport a la totalité ou
a plusieurs de ces lignes radiales. Considérons alors l’enfant de la surface radiale
sur lequel a été calculée la paramétrisation, et les bords de cet enfant qui soient
enfants de ces lignes radiales. Dans ce cas, ces bords sont nécessairement incidents,
et 'image paramétrique du neeud radial est l’extrémité commune de ces bords (voir
figure 5.7).

Il n’existe donc que trois situations possibles pour calculer 'image d’un nceud radial
dans le domaine paramétrique associé a une surface radiale. Pour résumer, cette image
est soit a ['intérieur (cas numéro 1), soit a lintérieur d’un des bords (cas numéro 2) ou
soit sur le bord d’un des bords (cas numéro 3) de I'enfant sur lequel la paramétrisation a
été calculée. Si nous supposons maintenant que cet enfant se présente sous la forme d’un
2-complexe cellulaire C', alors nous proposons ’approche suivante :

e Le cas numéro 3 ne pose aucune difficulté, et son image paramétrique est un point
bidimensionnel dont les coordonnées sont les valeurs des propriétés u et v définies
sur un sommet du bord de C.

e Dans le cas numéro 2, I'image paramétrique est un point bidimensionnel dont les
coordonnées sont les valeurs des propriétés u et v du point du bord de C qui est le
plus proche du 0-simplexe matérialisant la géométrie du noeud radial. Pour calculer
ce point, il est d’abord nécessaire de trouver la 1-cellule du bord de C'la plus proche.

e Dans le cas numéro 3, 'image paramétrique est un point bidimensionnel dont les
coordonnées sont les valeurs des propriétés u et v du point de C' qui est le plus
proche du O-simplexe matérialisant la géométrie du nceud radial. Pour calculer ce
point, il est d’abord nécessaire de trouver la 2-cellule de C' la plus proche.

Penchons nous désormais sur le calcul des images paramétriques des 0-simplexes con-
stituant la géométrie des lignes radiales de contrainte (s’ils ne correspondent pas a des
neeuds radiaux, auquel cas leur image a déja été calculée). Deux configurations seulement
sont envisageables :

1. Supposons que la surface radiale en question ne soit pas déterminée par rapport a
la ligne radiale. Autrement dit, tous les enfants de la surface radiale n’ont pas de
bord qui soit un enfant de la ligne radiale. Dans ce cas, I'image paramétrique des
O-simplexes est quelque part a l’intérieur de 'enfant de la surface radiale sur lequel
a été calculée la paramétrisation (voir figure 5.7).
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Figure 5.7 Principe du calcul des images paramétriques. Le graphe d’incidence des éléments radiaux
est a droite. Les lignes en pointillés représentent les relations d’incidence floues. La surface radiale SRo
n’est pas déterminée par rapport a la ligne radiale LR, donc I'image paramétrique du noeud radial N R
(en rouge) sur SRy est a lintérieur de la surface Sy. La ligne radiale LRy est la seule par rapport a
laquelle la surface SRy soit déterminée, donc I'image paramétrique du noeud radial NRy (en vert) sur
SRy est a 'intérieur d’'un bord de la surface Ss. La surface radiale SRy est déterminée par rapport aux
deux lignes radiales LRy et LRj3, donc 'image paramétrique du nceud radial NR; (en rouge) sur SR
est sur le bord d’un bord de la surface S;. La surface radiale SRy est déterminée par rapport a la ligne
radiale LR, donc I'image paramétrique du nceud p sur SR; est a 'intérieur d’un bord de S;. La surface
radiale SRy n’est pas déterminée par rapport a la ligne radiale LR, donc 'image paramétrique du noeud

p sur SRy est a l'intérieur de Ss.

2. Supposons que la surface radiale soit déterminée par rapport a la ligne radiale. Con-
sidérons alors ’enfant de la surface radiale sur lequel a été calculée la paramétrisa-
tion, et son (ou éventuellement un de ses) bord(s) qui soit un enfant de la ligne radi-
ale. Dans ce cas, I'image paramétrique des O-simplexes est quelque part a l’intérieur
de ce (ou éventuellement d’un de ces) bord(s), comme le montre la figure 5.7.

Pour traiter la situation numéro 1, nous utilisons le méme procédé que pour les noeuds
radiaux, a savoir, sous I’hypothese que ’enfant de la surface radiale sur lequel a été cal-
culée la paramétrisation se présente sous la forme d'un 2-complexe cellulaire C', trouver
les 2-cellules de C' les plus proches des O-simplexes, et en déduire les valeurs des propriétés
u et v définissant les images paramétriques.

Nous pourrions également utiliser cette technique pour régler la situation numéro 2,
en calculant cette fois-ci les 1-cellules de C' les plus proches des O-simplexes, mais nous
préférons adopter la méthode suivante, a la fois plus rapide et plus précise : en effet, si
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une abscisse curviligne est associée au 0-simplexe le long de la ligne polygonale a laquelle
il appartient, alors son image paramétrique est un point bidimensionnel dont les coordon-
nées sont les valeurs des propriétés u et v du point de méme abscisse curviligne sur le
bord de C' qui est I'enfant de la ligne radiale.

Nous ne discuterons pas de la maniere avec laquelle nous déterminons la 1- ou 2-cellule
de C qui est la plus proche (avec toutes les différentes significations que peut prendre ce
terme) d’un point donné de 'espace tridimensionnel. De nombreuses techniques, présen-
tées par exemple dans [Euler 99] ou [Mallet 02], permettent de remédier & ce probleme.

Synthése sur la méthode proposée

Pour conclure, nous rappelons les principales étapes de I'algorithme que nous avons mis en
place pour respecter de maniere conforme les contraintes pour la triangulation des surfaces
radiales d'un Soft Frame Model, dont les résultats ont été présentés dans [Lepage 02-(1)]
et [Lepage 02-(2)] :

1. Au préalable, les surface radiales sont éventuellement partitionnées en patches, ce
qui induit la création de nouveaux noeuds, lignes et surfaces radiales. Le Soft Frame
Model est mis a jour en conséquence, et une paramétrisation est calculée sur un
enfant de chaque surface radiale.

2. Les géométries des nceuds et lignes radiales du Soft Frame Model sont ensuite fixées
arbitrairement, de maniere a constituer une bonne approximation de la géométrie
de leurs enfants, et a satisfaire différents criteres de taille donnés. Au final, nous
avons a disposition des ensembles de 0- et 1-simplexes de I’espace tridimensionnel.

3. Une image paramétrique est calculée pour chaque 0-simplexe des nceuds radiaux, et
ce dans tous les domaines paramétriques correspondant a des surfaces radiales pour
lesquelles ils sont un 0-ancétre.

4. Une image paramétrique est calculée pour chaque 0-simplexe des lignes radiales ne
correspondant pas a un nceud radial, et ce dans tous les domaines paramétriques
correspondant a des surfaces radiales avec lesquelles elles sont incidentes.

5. Pour chacune des surfaces radiales, nous avons désormais a disposition un ensemble
de 0- et 1-simplexes de contrainte plongés dans le domaine paramétrique. Une trian-
gulation Contraint-Delaunay est alors construite (sans ajout de points de Steiner),
puis les triangles situés a 'extérieur du domaine maillé sont retirés. Comme nous
I’avons expliqué précédemment, ceci évite des insertions de points inutiles lors du
traitement des épis.

6. Les épis sont détectés et traités un par un, dans les domaines paramétriques, selon
la technique que nous avons présentée. Elle s’inspire des méthodes classiques, mais
modifie légerement la localisation de certaines divisions de maniere a assurer une
convergence. Dans chaque triangulation, tous les 1-simplexes de contrainte sont
désormais de Delaunay. Ils y sont donc naturellement présents sous forme d’arétes.
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7. Notons enfin que la géométrie tridimensionnelle de tous les points des triangulations
est connue, sauf (éventuellement) celle des 0-simplexes ajoutés lors du traitement
des épis. Toutefois, il est possible d’en calculer une facilement selon la méthode que
nous avons présentée.

Nous avons donc pu nous ramener au cas standard de la triangulation d’'un PSLG dans
un plan. Désormais, si jamais un 1-simplexe de contrainte appartenant a un épi doit étre
divisé (qu'il s’agisse ou non d’une bissection), alors tous les 1-simplexes de 1’épi doivent
I’étre également, ainsi que toutes leurs images dans les autres espaces paramétriques.
Le maillage tridimensionnel des lignes radiales concernées est par ailleurs mis a jour en
conséquence.

5.2 Optimisation de la forme et de la taille des tri-
angles

Dans la partie précédente (partie 5.1), nous avons décrit la maniere avec laquelle nous
honorons de maniere conforme les contraintes sur les triangulations des surfaces radiales
d'un Soft Frame Model. Le résultat est certes valide, mais constitue une approximation
tres pauvre de la géométrie des surfaces initiales. En effet, les triangles ne satisfont ni
les criteres de forme, ni ceux de taille que nous sommes susceptibles d’imposer. Cette
partie présente ainsi les solutions apportées permettant de satisfaire ces contraintes. Elles
concernent dans un premier temps les optimisations en forme, puis celles en taille.

5.2.1 Optimisation de la forme des triangles
Choix d’un critere de beauté

Avant tout, améliorer la forme des triangles implique de pouvoir mesurer ce qui les sépare
de leur forme réguliere. Comme nous ’avons vu dans la partie I, il existe de tres nom-
breux criteres valides permettant d’évaluer la beauté d'un triangle donné [George 97|, et,
comme mis en évidence dans [Labbé 99], plusieurs optimisations gouvernées chacune par
un critere de forme différent conduisent a des résultats équivalents. Le choix du critere
est donc a priori libre.

Au sein d’une méthode de type raffinement de Delaunay, 'optimisation consiste a
ajouter de nouveaux points au maillage jusqu’a ce que sa qualité atteigne les objectifs
fixés. Ces points sont les centres des cercles circonscrits aux triangles dont la forme
n’est pas satisfaisante. En effet, puisque tous les simplexes sont maintenus de Delaunay,
I'insertion d’'un centre du cercle circonscrit a un triangle ¢, de rayon R, provoque a coup
str ’élimination de ¢t dans le maillage. Par ailleurs, les nouvelles arétes formées ont néces-
sairement une longueur supérieure ou égale a R [Shewchuk 97|, comme le montre la figure
5.8.
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Figure 5.8 Le mauvais triangle ¢ a été raffiné en insérant le centre de son cercle circonscrit dans le
maillage (A). Les nouvelles arétes créées (en pointillés) ont toutes une longueur supérieur & R; (B). Si on

a Ry/d; > B, alors leur longueur est aussi supérieure a B.d;.

Soit ¢ le critere de beauté d'un triangle ¢ défini comme le rapport entre le rayon R; du
cercle circonscrit a t et la longueur [; de sa plus petite aréte. Il est lié a la valeur du plus
petit angle «; dans le triangle par la relation (équation 5.4) :

_BE__ 1 (5.4)

l; 2.s8in oy

c(t)

Ce critere semble naturellement optimisé pour les algorithmes de type raffinement de
Delaunay. En effet, supposons que le centre du cercle circonscrit a un triangle, dont le
critere de beauté vaut ¢y = Ry/ly, soit ajouté au maillage. Dans ce cas, les nouvelles
aretes formées ont nécessairement une longueur supérieure ou égale a cq.ly, et donc si
co > 1, alors il n’est pas possible de créer de nouvelles arétes qui soient plus courtes que
celles existant déja dans le maillage (voir figure 5.8). Par conséquent, les nouveaux points
insérés dans le maillage lors de 'optimisation seront toujours séparés de leur plus proche
voisin d'une distance supérieure a celle de la plus petite aréte dans le maillage initial

[Shewchuk 97].

En conclusion, si les centres des cercles circonscrits a tous les triangles du maillage
ayant un critére ¢ supérieur a un seuil B sont systématiquement ajoutés au maillage (avec
B > 1), et que ce processus se termine, alors le plus petit angle a,;, entre deux arétes
incidentes de la triangulation finale aura pour valeur (équation 5.5) :

1
a arcsin o— (5.5)

Algorithme de raffinement
Principe

Le principe d’'un algorithme de raffinement de Delaunay est tres simple. Il est basé sur
les deux regles données ci-apres. Nous qualifierons désormais les triangles dont la valeur
du critere de beauté ¢ est supérieure a un seuil B de triangles B-mauvais (B > 1).
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1. Si une aréte de contrainte est accrochée par un point v (c’est-a-dire que son cercle
circonscrit diamétral contient v), alors elle est divisée en son point milieu en deux
nouvelles arétes de contrainte, et ainsi de suite jusqu’a ce que les accrochages liés
au point p disparaissent. Ce processus fonctionne si les épis ont été préalablement
traités, comme nous l’avons énoncé dans la partie précédente (partie 5.1).

2. Chaque B-mauvais triangle du maillage est éliminé en insérant le centre v de son
cercle circonscrit dans la triangulation. Toutefois, si le point v accroche une ou
plusieurs arétes de contrainte, alors il n’est pas inséré (il sera alors dit rejeté), et
ces arétes sont divisées conformément a la regle numéro 1, opération susceptible
d’éliminer le triangle du maillage. Si ce n’est pas le cas, v est inséré dans le maillage.

Discussions sur la convergence du raffinement

Cependant, la convergence de cet algorithme n’est atteinte que pour certaines valeurs de
B. En effet, lorsque le centre du cercle circonscrit d'un B-mauvais triangle, dont le critere
de beauté vaut ¢y = Ry/ly (co > B > 1), est considéré pour une nouvelle insertion, et que
ce point accroche des arétes de contrainte, les nouvelles arétes formées n’ont pas néces-
sairement une longueur supérieure ou égale a Ry, ce qui empéche I'algorithme d’arriver a
son terme. Toute la problématique est donc de caractériser et de traiter les configurations
responsables de la création d’arétes encore plus petites. Pour cela, nous introduisons les
notions suivantes :

e Le rayon dinsertion d'un sommet v de la triangulation est la longueur de la plus
petite aréte incidente a v directement apres 'ajout de v au maillage. Ainsi :

— Si v est un sommet de la triangulation, son rayon d’insertion est la distance a
son plus proche voisin.

— Siw est le point milieu d'une aréte de contrainte, son rayon d’insertion est égal
a la demi-longueur de cette aréte.

— Si v est le centre du cercle circonscrit a un triangle, son rayon d’insertion est
égal au rayon de ce cercle.

e Le parent d’'un sommet v de la triangulation est le point intuitivement responsable
de l'insertion de v. Autrement dit :

— Si v est un sommet initial de la triangulation, il n’a pas de parent.

— Si v est le point milieu d’une aréte de contrainte, son parent est le centre
d’un cercle circonscrit qui a été rejeté (le parent n’est donc dans ce cas pas un
sommet de la triangulation).

— Si v est le centre du cercle circonscrit a un triangle, son parent est, parmi
les deux extrémités de la plus petite aréte du triangle, celui qui a été le plus
récemment ajouté au maillage.



5.2. OPTIMISATION DE LA FORME ET DE LA TAILLE DES TRIANGLES 109

Ces notions sont moins générales que celles utilisées habituellement dans les méthodes
de raffinement de Delaunay (voir par exemple [Shewchuk 97|, [Shewchuk 00-(1)]), car dans
notre contexte, nous partons d’une situation initiale ot toutes les arétes de contrainte sont
déja de Delaunay. Dans ce cas, les accrochages ne peuvent donc provenir que du centre
d’un cercle circonscrit a un B-mauvais triangle du maillage. Deux situations peuvent alors
se présenter :

1. Le centre v du cercle circonscrit a un B-mauvais triangle ¢ n’accroche aucune aréte
de contrainte. Par conséquent, ce point sera inséré dans le maillage. Le rayon
d’insertion r, du parent p de v est au moins égal a la longueur de la plus petite aréte
de t. Comme t est B-mauvais et que le rayon d’insertion r, de v est égal au rayon
du cercle circonscrit a ¢, on a (inégalité 5.6) :

"> p (5.6)
T'p

2. Le centre p du cercle circonscrit a un B-mauvais triangle ¢ accroche une aréte de
contrainte. Par conséquent, p est rejeté et une bissection sera faite sur cette aréte,
résultant en un nouveau point v, de parent p (voir figure 5.9). Le rayon d’insertion
Ty de v est la demi-longueur de l'aréte, et celui de son parent r, est égal au rayon
du cercle circonscrit a t. Il est alors possible de montrer qu’on a (inégalité 5.7) :

r

_”Z\/i

r, T 2

Figure 5.9 Le centre p du cercle circonscrit & un mauvais triangle accroche une aréte de contrainte.

Par conséquent, le point v est ajouté au maillage. On a alors r,/r, > v/2/2.

Toutefois, le point p n’a pas été ajouté au maillage. Dans ce cas, le rayon d’insertion
a considérer pour 7, est celui du parent de p (le grand-parent de v), c’est-a-dire
Iextrémité de la plus petite aréte de t la plus récemment ajoutée au maillage. Ceci
nous ramene au cas numéro 1, et on a donc (inégalité 5.8) :

fv > B.g (5.8)

Tp
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En conclusion, pour éviter la création d’arétes plus courtes que celles existant déja dans
le maillage, il suffit d’assurer que r, > r, en toutes circonstances, soit a priori B > V2,
ce qui équivaut a un angle minimum de 20.7 degrés d’apres 1’équation 5.5.

/
qDmin

'min

Figure 5.10 (A) : les segments sq et s; ne sont pas initialement accrochés. Le point p est ajouté
au maillage mais il accroche le segment sqg. Le point milieu de sg est par conséquent ajouté au maillage,
mais ceci va provoquer 'accrochage du segment si, et donc l'insertion de son point milieu. Au final, les
deux nouveaux segments ne sont pas accrochés. Cette situation ne peut arriver que si ¢ < /3. (B) :
si tous les segments formant entre eux des angles inférieurs ou égaux a 60 degrés ont la méme longueur
[, alors la bissection de I'un provoque celle de tous les autres, et la plus petite aréte formée vaut alors
Tmin = L. $I0(Pmin/2).

Malheureusement, dans certaines configurations bien précises, cette condition n’est pas
suffisante pour assurer la convergence. En effet, la bissection d’une aréte de contrainte
accrochée sy (de longueur ly) est susceptible d’induire la bissection d’une autre aréte
incidente s; (de longueur [y, formant un angle ¢ avec sg), si celle-ci se trouve a son tour
accrochée par le point milieu de sg. Ceci ne peut arriver que dans le cas ou lp > [ et
cos ¢ > 0.5, soit ¢ < /3, comme le montre la figure 5.10. Si jamais le rayon d’insertion
du point milieu de s; est inférieur a celui de sq, alors I’algorithme risque de ne pas terminer
[Shewchuk 00-(1)]. Avant de réaliser une bissection sur une aréte accrochée, il est donc
nécessaire d’évaluer le rayon d’insertion minimum 7,,;, de tous les points dont elle induit
la création. Le calcul de r,,;, est facile si toutes les arétes incidentes en un point formant
entre elles des angles ¢; inférieurs ou égaux a 60 degrés ont la méme longueur [ (voir figure
5.10). En effet, on a alors (équation 5.9) :

Tonin = L. sin(%((bi)) (5.9)

Afin d’assurer une longueur commune aux arétes, il est possible, en préalable au raffine-
ment, d’employer 'algorithme présenté dans la partie précédente concernant le traitement
des épis (ou I'angle limite était cette fois de 45 degrés - voir partie 5.1), ce qui élargit ou
crée de nouveaux épis. Ainsi, si 7, est le rayon d’insertion du parent du centre du cercle
circonscrit accrochant une aréte de longueur [ appartenant a un épi dont I'angle minimal
est Gmin, €t 7, est le plus petit rayon d’insertion des points insérés en conséquence, alors
on a (inégalité 5.10) :
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2' ) (5.10)

La condition 5.10 implique en particulier d’écarter du processus de raffinement tous
les B-mauvais triangles incidents a deux arétes de contrainte faisant partie d'un épi
[Shewchuk 00-(1)]. En conclusion, avant le début du raffinement, si toutes les arétes
de contraintes adjacentes qui forment entre elles des angles inférieurs ou égaux a 60 de-
grés, mais supérieurs ou égaux a ¢,,,, ont la méme longueur, alors la convergence est
assurée si les B-mauvais triangles considérés vérifient (inégalité 5.11) :

Be V2 5.11)
2. sin(fmin )

Améliorations de la qualité du maillage

Le choix d’un seuil B constant vérifiant la condition 5.11 garantit de mener le processus
de raffinement a terme. Toutefois, la valeur de B utilisée peut alors étre arbitrairement
grande, et ainsi affecter la qualité de la triangulation finale dans les zones non-situées a
proximité des arétes de contrainte. En effet, le fait d’insérer le centre du cercle circonscrit
a un B-mauvais triangle qui n’accroche aucune aréte de contrainte ne menace en rien
la convergence si B > 1 (inégalité 5.6). Par conséquent, nous pensons qu’une stratégie
visant a utiliser comme seuil B = 1, mais a contréoler a chaque insertion qu’il n’y a pas
diminution du rayon d’insertion, produit des triangulations de meilleure qualité. Comme
nous l'avons vu, cela revient a s’assurer qu’aucune aréte plus courte que la plus petite
aréte du mauvais triangle ne soit jamais créée.

Synthése

En conclusion, nous résumons ici les étapes de ’algorithme final de raffinement que nous
avons utilisé dans notre travail, et discutons de la qualité du maillage obtenu. Dans
son fonctionnement, la principale originalité de cet algorithme est de considérer comme
mauvais les triangles dont le criteére de forme c¢o = Ry/ly est supérieur ou égal a 1.

1. L’étape numéro 6 de l'algorithme présenté précédemment pour satisfaire les con-
traintes de maniere conforme doit étre tout d’abord modifiée pour détecter et traiter
les épis définis par un angle limite de non plus 45 mais 60 degrés.

2. Les triangles du maillage sont ensuite ordonnés par critere de beauté décroissant (les
triangles de forme réguliere sont les derniers) dans une liste L. Le critére de beauté
utilisé est le rapport entre le rayon cercle circonscrit du triangle et la longueur de
sa plus petite aréte.

3. Tant que L n’est pas vide, retirons le premier élément ¢ de la liste, c’est-a-dire le
triangle le plus mauvais dans 1’état actuel du maillage. Soit B la valeur de son
critere de beauté.
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e Si B < 1, alors le centre du cercle circonscrit a ¢t n’est pas un candidat valide
pour une insertion. L’algorithme recommence alors a 1’étape numéro 3.

e Dans le cas contraire (si B > 1), alors le centre du cercle circonscrit & ¢ est
un candidat potentiel pour une insertion. L’algorithme passe alors a 1'étape
numéro 4.

4. Tant que le centre p du cercle circonscrit a t accroche une aréte de contrainte, et
que t n’a pas été éliminé du maillage, alors :

e Si l'aréte ne fait pas partie d’un épi, alors une bissection est faite sur cette
aréte si sa demi-longueur est plus grande que la plus petite aréte de ¢. Sinon,
p ne doit en aucun cas étre au final ajouté au maillage.

e Si 'aréte fait partie d’un épi d’angle minimum ¢,,;,, ou toutes les arétes ont
une longueur [, alors une bissection est faite sur toutes les arétes de 1’épi si la
plus petite aréte de ¢ est plus courte que r,,;, (voir équation 5.9). Sinon, p ne
doit en aucun cas étre au final ajouté au maillage.

5. Si t est encore présent dans le maillage, et que p n’accroche plus aucune aréte de
contrainte, alors p est inséré dans la triangulation. Les triangles éliminés (dont ¢)
sont retirés de la liste L, et les nouveaux triangles y sont ajoutés. L’algorithme
recommence alors a I’étape numéro 3.

Cet algorithme est valable pour une seule triangulation. En pratique, nous constru-
isons les maillages de plusieurs surfaces radiales d'un Soft Frame Model. Aussi, lorsqu’une
bissection est faite sur une aréte de contrainte, un nouveau point est inséré dans tous
les domaines paramétriques qui partagent cette aréte, ainsi que sur le segment adéquat
du maillage de la ligne radiale correspondante, dans ’espace tridimensionnel cette fois-ci.
Par conséquent, le fait d’éliminer tous les B-mauvais triangles dans un domaine peut en
créer de nouveaux dans un autre. C’est pourquoi nous devons maintenir une liste L;
de B-mauvais triangles dans chaque domaine paramétrique, et continuer le processus de
raffinement tant qu’il existe une liste L; qui ne soit pas vide.

Au final, dans la triangulation, I’angle minimum dépend du plus petit angle qui existe
au sein des épis, et tous les triangles ont un critere de forme dont la valeur est inférieure
a By, avec (inégalité 5.12) :

V2

By = _
0 2. Sin(—mln{gmi”} )

(5.12)

Des résultats de ce processus de raffinement sur des cas concrets, présentés dans
[Lepage 02-(1)] et [Lepage 02-(2)], seront donnés dans la derniere partie de ce chapitre.
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5.2.2 Optimisation de la taille des triangles
Définition d’une carte de résolution
Stockage de la résolution souhaitée

Les spécifications en taille que la triangulation doit respecter sont en général définies
sur une carte de résolution qui prend la forme d’un support discret, afin d’estimer les
résolutions souhaitées, que nous allons considérer comme équivalentes a des longueurs. Ce
maillage d’arriere-plan est soit la triangulation elle-méme, soit un autre maillage englobant
le domaine maillé ([Borouchaki 97-(1)], [Borouchaki 97-(2)], [Zhu 02]). Dans notre travail,
nous avons opté pour ce deuxieme type de solution. Comme carte de résolution, nous
choisissons alors une simple grille réguliere et structurée, dont la résolution sera par la
suite supposée suffisamment fine, et dans laquelle le domaine paramétrique est entierement
inclus. L’avantage d’utiliser ce type de support est l'acces tres rapide a la valeur de
résolution souhaitée pour un point bidimensionnel (u,v) de la carte de résolution.

Définition des contraintes de résolution

D’une maniere classique, nous voyons la résolution souhaitée comme une combinaison de
plusieurs entités géométriques que nous appellerons contraintes de résolution [Alliez 02].
Ces contraintes sont de nature variée, et dans notre travail nous les avons classées en deux
grandes catégories :

e Les contraintes de résolution dites analytiques. Les valeurs de résolution r(u,v)
provenant de ces contraintes dépendent dans ce cas uniquement de la valeur des
coordonnées u et v du point de la carte de résolution C ou elles sont évaluées. Nous
pouvons considérer par exemple :

— Une contrainte de résolution de valeur constante : r(u,v) = k V(u,v) € C, avec
k un réel strictement positif,

— Une contrainte de résolution de valeur variable, dépendante d’une combinaison

des coordonnées u et v : r(u,v) =19+ \/(U —v9)? + (u — up)?, avec ry un réel
strictement positif, et (ug, vy) un point donné de la carte de résolution (ou du
domaine paramétrique).

e Les contraintes de résolution dites propriété-dépendantes. Les valeurs de résolution
r(u,v) provenant de ces contraintes dépendent dans ce cas de la valeur d’une pro-
priété définie sur un enfant de la surface radiale considérée, au point correspondant
dans I’espace tridimensionnel. Cette propriété traduit :

— soit des attributs géométriques de la surface, comme la courbure totale, mini-
mum ou maximum, la valeur du vecteur normal, ou encore la distorsion de la
paramétrisation ([Hormann 01], [Alliez 02], [Alliez 03]).

— soit des caractéristiques géologiques qui doivent guider la résolution du maillage,
comme la porosité, la perméabilité, le facies, etc.
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Figure 5.11 Allure de la fonction de transfert f permettant d’associer une valeur de résolution

souhaitée aux valeurs d’une propriété p (cas d’une fonction croissante). Le parametre de finesse s (voir
équation 5.13) caractérise la rapidité avec laquelle f atteint la valeur de résolution associée au maximum

de la propriété.

Supposons que l’enfant de la surface radiale se présente sous la forme d'un 2-
complexe simplicial C. Pour calculer r(u,v), nous devons tout d’abord trouver le
triangle t¢ du domaine paramétrique qui contienne le point (u,v). Ensuite, d’apres
les coordonnées barycentriques de ce point dans t¢, la valeur de la propriété con-
cernée est évaluée dans le triangle ¢t de C' qui lui correspond dans 'espace tridi-
mensionnel. Finalement, il nous faut associer une valeur de résolution a cette valeur
de propriété, grace a une fonction de transfert, que nous noterons f. Supposons
que la propriété varie dans U'intervalle [poin, Pmaz], €6 que nous souhaitions le mettre
en bijection avec un intervalle de résolution [rin, Fmaz]. Nous proposons comme
fonction de transfert la fonction suivante (équations 5.13), selon qu’elle soit choisie
respectivement croissante ou décroissante :

P~—Pmin

1 — e Pmaz—Pmin
\V/p € [pmirwpmaz]a f(p) = Tmin T (rma:r - rmin)- 1 — o2
1 — 62. .ﬁ%
\le € [pminapmaac]a f(p) = Tmaz — (rmaz - rmin)' 1 _ 2 (513)

La parametre s, que nous appellerons désormais finesse de la fonction de transfert,
caractérise la rapidité avec laquelle cette fonction atteint la valeur associée a pqz,
comme le montre la figure 5.11. En pratique, nous le faisons varier dans l'intervalle
[-5,4+5]. Notons que la finesse ne peut pas étre nulle. Toutefois, ce cas limite
correspond a une variation linéaire, et nous avons alors, dans le cas d’une fonction
respectivement croissante ou décroissante (équations 5.14) :

P — Pmin
\V/p € [pmin7pmax]a f(p) = T'min + (rmax - Tmzn)fp
P — Pmin

\le S [pmimpmax]a f(p) = Tmax — (Tma:p - Tmm)- (514)

maz — Pmin



5.2. OPTIMISATION DE LA FORME ET DE LA TAILLE DES TRIANGLES 115

Une telle valeur de résolution ne peut étre affectée aux points de la carte de résolution
qui n’appartiennent pas au domaine paramétrique (il y en a, nous ’avons vu dans
la partie 5.1 de ce chapitre). Pour régler ce probléme, nous proposons une solution
basée sur une extrapolation.

Ces différentes contraintes de résolution peuvent étre ensuite combinées différemment.
Supposons que n contraintes {rg,r1,...,7,—1} aient été définies, et qu’a chacune d’entre
elles un poids w; ait été associé (0 < i < n — 1). Nous proposons de choisir une des
modalités suivantes pour calculer la carte finale de résolution (équations 5.15) :

r(u,v) = miin{ri(u, v)}
r(u,v) = mlax{ri(u,v)}

i=n—1

r(u,v) = w;.r;(u, v), avec w; =1 (5.15)
i=0 =0

Nous avons ainsi a disposition un ensemble de valeurs scalaires, stockées sur les som-
mets du maillage d’arriere-plan, définissant la résolution souhaitée en n’importe quel
point de l'espace de la triangulation. D’autres méthodes ([Borouchaki 96], [Bossen 96],
[Borouchaki 97-(1)], [Borouchaki 97-(2)], [Shimada 97|, [Lo 01]) sont plutot basées sur la
donnée d'un champ de métriques, qui permet a la fois de gouverner la forme et la taille
des triangles. Dans notre travail, nous avons cependant choisi de nous cantonner a la
génération de triangles isotropes, et des valeurs scalaires sont alors suffisantes.

Mise en conformité avec la carte de résolution
Choix d’une méthode

Il existe deux principales méthodes pour générer un maillage contraint par une carte de
résolution. La premiere consiste a générer un ensemble de points conforme a la carte de
résolution, incluant des points échantillonés sur les simplexes de contrainte du maillage,
puis & construire une triangulation Contraint-Delaunay de cet ensemble ([Borouchaki 95],
[Alliez 02], [Alliez 03]). La deuxiéme, que nous avons choisie dans notre travail, con-
siste a partir d’'une triangulation existante, de résolution grossiere, puis de la raffiner
en y ajoutant de nouveaux points, jusqu’a obtenir satisfaction sur la taille des triangles
[Hormann 01]%. Dans ce cas, la résolution du maillage final ne sera qu’inférieure ou égale
a celle initialement souhaitée. Les insertions peuvent par exemple correspondre a de sim-
ples bissections d’arétes ([Jones 97], [Plaza 98]), mais la triangulation obtenue ne sera
alors pas de Delaunay. Nous avons par conséquent choisi de procéder par raffinement de
Delaunay.

211 est aussi possible de considérer le mécanisme inverse, & savoir partir d’une triangulation arbitraire-
ment fine que 'on décime jusqu’a obtenir la résolution souhaitée.
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Choix d’un critére de taille

Pour déterminer si la taille d'un triangle ¢ du maillage est conforme a une carte de ré-
solution donnée C, il est nécessaire de mesurer le rapport entre sa taille actuelle et la
taille qu’il devrait avoir. Nous allons tout d’abord considérer que le rayon R; du cercle
circonscrit a t est du méme ordre de grandeur que sa taille. Cette approximation reste a
peu pres valable quelle que soit la forme des triangles. En effet, si par exemple le critere
de beauté ¢; = R;/l; est utilisé, avec [; la longueur de la plus petite aréte du triangle,
alors ceci revient a dire que la taille du triangle s’assimile a c;.[;. Comme en général
la taille d’un triangle est supérieure a la longueur de sa plus petite aréte, il suffit donc
d’avoir ¢; > 1 pour que 'approximation soit valide, ce qui couvre largement la gamme de
forme des triangles. Pour évaluer ensuite la taille que ¢ devrait avoir, plusieurs voies sont
possibles :

e Prendre la valeur donnée par la carte de résolution en un point unique, comme
par exemple son barycentre, ou encore le centre de son cercle circonscrit, comme
prescrit dans [Li 00-(2)]. Sous certaines hypotheses, cette méthode présente des
avantages certains, que nous évoquerons par la suite. Cependant, nous ne la jugeons
pas satisfaisante, dans la mesure ou elle ne permet pas de capturer les variations
brutales de la résolution souhaitée. En effet, la valeur obtenue n’est pas forcément
pertinente (voir figure 5.12).

e Considérer plutot les valeurs données par la carte de résolution en un ensemble de
points échantillonnés dans le triangle, solution que nous préconisons. Pour que cet
échantillonnage soit valide, il est nécessaire qu’il ait une résolution inférieure ou égale
a celle du maillage d’arriere-plan. Si nous notons {(uo, vo), (w1, 1), ..., (Up—1,Vp_1)}
les p points échantillonnés dans le triangle, alors la taille souhaitée r¢ du triangle
vaut (équation 5.16) :

r¢ = miin{r(ui, vi)} (5.16)

En pratique, les échantillons (u;, v;) (0 < i < p—1) sont choisis comme les nceuds du
maillage d’arriere-plan qui sont contenus dans le triangle, comme le montre la figure
5.12. S’il n’en existe pas, ce qui peut arriver si la résolution de ce maillage n’est pas
suffisante, alors un seul échantillon peut étre utilisé, par exemple le barycentre ou le
centre du cercle circonscrit au triangle, car sa valeur est cette fois-ci nécessairement
pertinente.

Notre méthode est donc basée sur le critere de taille ¢; défini ci-apres par ’équation
5.17. Un triangle dont la valeur de ce critere est supérieure a B sera par la suite dit
B-mauvais, par analogie avec la méthode de raffinement basée sur un critere de forme que
nous avons présentée précédemment.

R,

min;{r(u;, v;)}

Ct =

(5.17)
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Figure 5.12 Sur cet exemple, les isovaleurs 7 = 1, 7 = 2, r = 5 et 7 = 8 de la résolution souhaitée
sont affichées. La résolution actuelle des triangles est donnée par le rayon de leur cercle circonscrit. A
gauche : la résolution souhaitée des triangles est obtenue en évaluant la valeur de la carte de résolution
au niveau des centres des cercles circonscrits (points gris), et aucun d’eux (dont ¢) n’est raffiné. La
résolution finale du maillage ne capture alors pas toutes les variations de la carte de résolution. A droite :
la résolution souhaitée des triangles est obtenue en évaluant le minimum des valeurs la carte de résolution

dans le triangle (point rouge entouré), et le triangle ¢ est cette fois raffiné.

Algorithme de raffinement

L’algorithme original de raffinement que nous avons mis au point dans notre travail est en
tout point similaire a celui dicté par une optimisation de la forme des triangles. Il génere
également des simplexes de Delaunay, et est basé sur les mémes regles tres simples que
nous rappelons ci-apres (toutes les arétes de contrainte sont supposées étre initialement de
Delaunay). De la méme maniere, lorsqu’une bissection est faite sur une aréte de contrainte,
un nouveau point est inséré dans tous les domaines paramétriques qui partagent cette
arete, ainsi que sur le segment adéquat du maillage de la ligne radiale correspondante,
dans l’espace tridimensionnel cette fois-ci.

1. Si une aréte de contrainte est accrochée par un point p, alors elle est divisée en
son point milieu en deux nouvelles arétes de contrainte, et ainsi de suite jusqua ce
que les accrochages liés au point p disparaissent. Ce processus fonctionne si les épis
ont été préalablement traités, comme nous l’avons énoncé dans la partie précédente
(partie 5.1).

2. Chaque B-mauvais triangle du maillage est éliminé en insérant le centre p de son
cercle circonscrit dans la triangulation. Toutefois, si le point p accroche une ou
plusieurs arétes de contrainte, alors il n’est pas inséré (il sera alors dit rejeté), et
ces arétes sont divisées conformément a la regle numéro 1, opération susceptible
d’éliminer le triangle du maillage. Si ce n’est pas le cas, p est inséré dans le maillage.

Dans le contexte d'un raffinement de Delaunay guidé par un critére de taille, la con-
vergence est assurée quelle que soit la valeur de B choisie (avec B > 0), et la triangulation
finale a toujours une résolution au moins égale a celle définie dans le maillage d’arriere-plan
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si B < 1. Toutefois, pour que sa résolution soit le plus conforme possible aux contraintes,
B doit rester proche de 1. Des exemples concrets illustrant le bon fonctionnement de
notre méthode, présentés dans [Lepage 02-(1)] et [Lepage 02-(2)], seront donnés dans la
derniere partie de ce chapitre.

Quelques commentaires sur la forme des triangles générés

Il semble difficile de pouvoir donner une valeur limite assurée d’un critere de forme aux
triangles générés par notre algorithme de raffinement de Delaunay, ce qui n’est pas le
cas pour celui présenté dans [Li 00-(2)]. Nous l'avons dit, le choix du critére de taille ne
permet alors pas de capturer précisément toutes les variations de la carte de résolution
(comme nous le faisons), mais il est montré que pour une certaine valeur limite de ce
critere, les triangles générés ont tous un critere de forme R,/l, inférieur & v/2, ce qui
évite la présence d’angles trop faibles dans la triangulation, ce que nous ne pouvons pas
garantir. Cependant, il est tout a fait possible de faire suivre notre algorithme par une
optimisation en forme, garantie de converger. Cette solution est discutable dans la mesure
ou l'ajout de points supplémentaires risque de diminuer encore ’écart qui existe entre la
résolution du maillage et celle imposée par les différentes contraintes en taille.

5.3 Résultats et applications

Les deux parties précédentes (parties 5.1 et 5.2) ont montré comment, dans un espace
paramétrique bidimensionnel, nous procédons pour générer des triangulations conformes
honorant des contraintes sur la forme et la taille des mailles. Ces maillages représentent
cependant la géométrie d’objets tridimensionnels que sont les surfaces radiales d’un Soft
Frame Model. Par conséquent, avant de présenter des résultats et une application illustrant
le bon fonctionnement de nos algorithmes, cette partie s’attache en premier lieu & montrer
comment la validité géométrique du Soft Frame Model est finalement assurée.

5.3.1 Retour dans I’espace tridimensionnel
Existence d’un décalage géométrique

Que ce soit lors des phases de respect des contraintes, d’optimisation de la forme des
triangles, ou encore d’optimisation de leur taille, un maillage tridimensionnel des lignes
radiales a été maintenu, et les 1-simplexes initiaux ont été éventuellement divisés. Dans
les domaines paramétriques, nous distinguons alors trois types distincts parmi les sommets
d’une triangulation :

1. Les sommets qui correspondent aux images paramétriques des 0-simplexes constitu-
ant la géométrie initiale des noeuds et lignes radiales. Ces sommets ont pour l'instant
deux géométries tridimensionnelles : une qui est celle d'un 0-simplexe d’un nceud ou
d’une ligne radiale, et une autre, donnée par la paramétrisation, qui correspond a
un point situé quelque part sur un enfant de la surface radiale. Comme nous ’avons
vu dans la premiere partie de ce chapitre, le décalage entre ces deux géométries est
minimum.
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2. Les sommets qui correspondent a des points insérés sur les arétes de contrainte lors
des différents accrochages. Ces sommets ont soit une, soit deux géométries : une
qui est celle d'un 0-simplexe d’une ligne radiale, et éventuellement une autre donnée
par la paramétrisation, si toutefois ils appartiennent au domaine paramétrique.

3. Les sommets qui correspondent a des points ajoutés a l'intérieur du maillage lors
des phases de raffinement de Delaunay, guidées par un critere de forme ou de taille.
Ces sommets ont soit une, soit aucune géométrie, selon qu’ils appartiennent ou non
au domaine paramétrique.

Il est impératif que la géométrie des surfaces radiales respecte celui des noeuds et lignes
radiales de contrainte. Ainsi, lorsque le choix est possible (et c’est le cas pour les deux
premiers types de sommets), c’est la géométrie correspondant aux 0-simplexes des noeuds
et lignes radiales qui doit étre choisie. Or, ceci est susceptible de changer de maniere
sensible la forme et la taille des triangles, qui n’auraient été globalement préservées que
dans le cas contraire, si les géométries données par les paramétrisations étaient utilisées.

Correction du décalage

La correction du décalage se fait surface radiale par surface radiale, de la maniere suivante :

e Une image tridimensionnelle X4 issue de la paramétrisation est tout d’abord calculée
pour tous les sommets de la triangulation. Lorsqu’un sommet n’appartient pas au
domaine paramétrique, sa géométrie est déduite de celle de ces voisins.

e Une propriété vectorielle p est créée sur les sommets de la triangulation. Pour ceux
qui correspondent aux nceuds et lignes radiales de contrainte, cette propriété est
fixée a la valeur (x3q — Xaq), avec x3q la géométrie des O-simplexes des éléments
radiaux, qui est connue. Pour les autres sommets, p est initialisée a 0.

e La propriété p est ensuite interpolée sur les sommets de la triangulation. La géométrie
finale d’un sommet est alors donnée par la valeur (p + Xa4).

L’application de ce procédé sur toutes les triangulations fournit des maillages de bonne
qualité, que ce soit au niveau de la forme ou de la taille des triangles. Cette qualité est
d’autant plus proche de celle des maillages des domaines paramétriques, que la géométrie
initiale des noeuds et lignes radiales du Soft Frame Model est une bonne approximation de
celles de leurs enfants, et que les images paramétriques des 0-simplexes matérialisant ces
géométries sont calculées correctement. Au final, les sommets des triangulations représen-
tant un contact possedent rigoureusement la méme géométrie, ce qui assure la validité
géométrique du Soft Frame Model.

5.3.2 Résultats des processus d’optimisations
Exemples de remaillages de surfaces avec optimisation de la forme des triangles

Les figures 5.13, 5.14 et 5.15 donnent des exemples des maillages obtenus avec notre ap-
proche, sur des modeles synthétiques. A chaque fois, un Soft Frame Model a été construit
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(voir chapitre 3), les surfaces originales paramétrisées (voir partie 4.2), les triangulations
contraintes par une approche conforme (voir partie 5.1), les triangles optimisés selon
un critere de forme (voir partie 5.2) et une géométrie tridimensionnelle valide affectée
aux triangulations obtenues, comme expliqué précédemment. Ceci nous montre comment
I'utilisation d'un Soft Frame Model permet d’assurer la validité topologique et géométrique
d’un modele structural. Un cas réel est présenté plus tard (voir figure 5.20). Sur ces dif-
férentes figures, on peut voir que la qualité des triangles est partout satisfaisante, que les
angles faibles sont bien gérés, et que les contacts entre les surfaces sont «parfaits » dans
I’espace tridimensionnel.

Figure 5.13 Ce premier exemple concerne un horizon (en vert) affecté par trois failles branchées

les unes sur les autres. Tous les contacts sont pris en compte dans le Soft Frame Model correspondant.

>
Av
"%V‘A

k-
K

s
AV RS
s,
<A

<

S
X
‘54‘

i

I3
-

N SES S
TR

VS
o=/

K7k
[

SPAAT
e

V]

VSSAANNVAA
KK

2\

=
i

e
A%

Figure 5.14 Cette figure montre le résultat de deux remaillages du modele présenté dans la figure
5.13, effectués a partir de lignes radiales de résolutions différentes (avec un rapport de 5). L’image de
droite montre un détail des triangulations obtenues avec la résolution la plus fine. Noter la qualité des

triangles et les contacts parfaits entre les surfaces dans I'espace tridimensionnel, assurés par construction.
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Figure 5.15 Ces deux autres exemples montrent des résultats obtenus sur des cas plus complexes,

avec de nombreux contacts et des angles faibles entre les segments de contrainte. Noter la encore la

qualité satisfaisante des triangles, et les contacts parfaits entre les surfaces dans 1’espace tridimensionnel.

Résultats de raffinements selon un critére de taille

La figure 5.16 suivante montre des résultats de raffinements guidés par un critere de taille,
selon la méthode expliquée précédemment (voir partie 5.2). La taille des triangles y est
gouvernée par une propriété de distance a une ligne polygonale plane fermée, et ’on peut
voir que l'algorithme donne de tres bons résultats. Sur la figure 5.17 sont donnés des
exemples de maillages obtenus apres un raffinement en taille en tout point similaire a
notre approche, mais en évaluant cette fois la résolution souhaitée des triangles en un
unique point qui est le centre de leur cercle circonscrit. La figure 5.18 suivante montre
un autre maillage obtenu par raffinement en taille, mais cette fois avec des contraintes de
résolution analytiques, c’est-a-dire ne dépendant pas d'une valeur de propriété.
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Figure 5.16 La propriété de distance utilisée pour guider la résolution du maillage est montrée en
haut. Au milieu figurent des exemples de raffinements obtenus avec, de gauche & droite, une finesse de
0, —2 et —5. Comme on peut le voir, cet unique parametre permet de faire varier tres simplement la
rapidité avec laquelle les variations de résolution s’opérent. Deux détails des maillages obtenus avec les
finesses de 0 (& gauche) et —5 (& droite) sont montrés en bas. La qualité de forme des triangles est moins

bonne avec une finesse élevée en valeur absolue, ce qui est tout a fait normal.
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5.3.

Figure 5.17 Exemples de mauvais raffinements obtenus par une approche différente, avec, de gauche
a droite, une finesse de 0, —2 et —5, guidés par la méme propriété que celle de la figure 5.16. Il est notable

qu’une fois que le raffinement a convergé, la carte de résolution n’est pas satisfaite (ici, le cas de la finesse

nulle est une exception).
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Figure 5.18 Sur cette surface, le raffinement est guidé par une contrainte analytique, radiale (parties

du haut et du bas) ou bien constante (autres parties de la surface).
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5.3.3 Construction de modeles volumiques définis par frontieres
De quoi a-t-on besoin pour construire un modele B-Rep ?
Limites des méthodes classiques de construction

Comme nous avons déja eu l'occasion de le dire, la construction classique de modeles volu-
miques définis par frontieres nécessite le calcul des intersections entre surfaces ([Euler 99],
[Caumon 03-(1)]). Cette opération, qui a pour but de créer des points de contact topologi-
quement distincts mais géométriquement identiques, est dommageable a de nombreux
points de vue. Tout d’abord, de délicats problemes de précision numérique limitent sa ro-
bustesse. Ensuite, les calculs d’intersection sont lents, et enfin, les maillages générés, s’ils
sont valides, peuvent étre localement de qualité tres faible, voire dégénérés, et ainsi violer
d’éventuels prérequis sur la forme et la taille des triangles, ou alors rendre I'identification
des régions impossible. Notamment, la construction d’une tétraédrisation basée sur ces
surfaces peut étre rendue problématique [Conraud 97].

Utilisation d’un Soft Frame Model

Une fois ses surfaces radiales maillées, un Soft Frame Model est ’objet idéal pour con-
struire des modeles volumiques définis par frontieres. En effet, les triangles sont tous
satisfaisants en terme de forme et de taille, et les points de contact sont tous géométrique-
ment identiques, comme nous venons de I'assurer par construction (voir figures 5.14 et
5.15). Topologiquement, les contacts sont de plus distincts, sauf au niveau des arétes de
contrainte situées a [intérieur des triangulations. Nous I'avons vu, celles-ci correspondent
aux lignes radiales pour lesquelles la surface radiale est un parent flou. Ceci est I'unique
frein a la construction d’un modele B-Rep, mais il peut étre levé tres simplement.

Présentation du procédé de construction

Les surfaces que nous allons utiliser pour la construction du modele volumique défini par
frontieres sont des copies de celles matérialisant la géométrie des surfaces radiales du Soft
Frame Model. Ces surfaces auront autant de triangles, mais pas le méme nombre de
sommets ni le méme nombre de bords. L’algorithme de construction est le suivant :

1. A chaque triangle ¢ de la surface initiale, un tableau tab; de 3 sommets est tout
d’abord associé. Ces tableaux sont initialement vides.

2. Considérons un sommet p de la triangulation initiale, et 'ensemble T'(p) de triangles
ayant p comme sommet. Nous allons appeler région centrée sur p un sous-ensemble
de T'(p) fait de triangles adjacents dont les arétes communes ne sont pas des arétes
de contrainte. Pour chacune de ces régions (calculées sans difficulté), un nouveau
sommet p’ est crée, de méme géométrie que p, et pour chacun des triangles ¢ d’une
région, le tableau tab, est mis & jour en y ajoutant le sommet p’. Cette opération
est effectuée sur tous les sommets de la triangulation sans exception.

3. Une nouvelle triangulation est construite a partir des tableaux tab, associés aux
triangles de la surface initiale. Cette nouvelle surface est géométriquement identique
a la premiere, quoiqu’éventuellement différente topologiquement.
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Figure 5.19 Cette figure montre sur un cas trés simple les surfaces remaillées du Soft Frame Model

(a), et le modele volumique défini par frontieres qui en est déduit (b), qui comprend trois régions (c).

4. Le modele volumique défini par frontiere peut alors étre construit sans avoir a
réaliser d’intersections entre les surfaces. La détermination des régions se fait selon
la maniere habituelle, et est a priori garantie de succes car les triangles ont tous une
forme satisfaisante (en tout cas, aucun d’entre eux n’est dégénéré).

Ce procédé original, présenté dans [Allo 03] et [Caumon 03-(2)], est a la fois tres rapide
et tres robuste, car il n’est basé que sur des considérations topologiques. Il fournit ainsi
en pratique de bons résultats.

Résultats

Les figures suivantes donnent quelques exemples de modeles volumiques définis par front-
ieres construits avec notre approche, a partir de Soft Frame Models dont les surfaces
radiales ont été remaillées de maniere valide. La figure 5.19 concerne un modele synthé-
tique, et les figures suivantes un modele réel du sous-sol (figures 5.20, 5.21 et 5.22).

Figure 5.20 Cette figure montre un exemple de modele structural réel (modele TOTAL), sur lequel
nous avons testé nos algorithmes. Les contacts sont nombreux et de nature variée. Le modele est vu d’en

haut a gauche, et d’en bas a droite.
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Figure 5.21 Cette figure illustre le bon fonctionnement de nos algorithmes de remaillage sur un

Deux détails des triangulations obtenues sont montrés en bas.

).
Noter le traitement des épis, la qualité des triangles et les contacts parfaits entre les surfaces.

cas réel (modele TOTAL, voir figure 5.20
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Figure 5.22 Construction d'un modele volumique défini par frontieres (modele TOTAL) & partir des
surfaces remaillées du Soft Frame Model de la figure 5.20. Grace aux informations de contraintes, des
ensembles connexes de triangles sont définis sur chaque surface, qui peut étre divisée en parties cohérentes

(en haut). La construction du modele B-Rep (30 régions) correspondant est ensuite instantanée (en bas).



Bilan et perspectives

Cette deuxieme partie a été consacrée a la mise au point d’algorithmes de remaillage con-
traint de surfaces tridimensionnelles. Nous y avons introduit en particulier la notion de
maillage de Delaunay et Contraint-Delaunay, et présenté plusieurs méthodes permettant
d’en générer.

Dans le cas bidimensionnel des triangulations, ces méthodes ne sont cependant val-
ables que dans un plan, et ne sont donc pas directement applicables dans notre contexte.
Nous avons par conséquent proposé un pré-traitement original qui permet de réaliser
une partition valide des surfaces initiales, afin que celles-ci puissent étre mises aisément
en correspondance avec des domaines paramétriques bidimensionnels, dans lesquels les re-
maillages sont effectués. La génération des triangulations contraintes proprement dite suit
une approche conforme, par raffinement de Delaunay, technique qui a notre avis produit
les triangulations les plus satisfaisantes en terme de forme des mailles, ce que nous avons
pu vérifier en pratique. Toutefois, nous avons dui y apporter des modifications, notamment
en ce qui concerne la prise en compte des angles faibles entre contraintes, du fait de la
non-conservation stricte des angles et des longueurs dans les domaines paramétriques. A
cela, nous avons ajouté la mise au point d’algorithmes permettant un controle précis de
la taille des triangles. Enfin, nous avons vu comment nous assignons une géométrie tridi-
mensionnelle valide a ces triangulations, ce qui nous permet d’honorer les contacts définis
dans le Soft Frame Model sous-jacent. En guise d’application, nous avons de plus proposé
un algorithme robuste (car uniquement basé sur des considérations d’ordre topologique)
de construction de modeéles volumiques définis par frontieres.

La partie suivante s’attache a montrer comment ces surfaces remaillées peuvent servir
de support a la construction de maillages volumiques simpliciaux et non-simpliciaux, et
ainsi garantir la validité applicative de notre travail.
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Chapitre

Genération de maillages tétraédrises
Contraint-Delaunay

Ce chapitre est consacré a la construction de maillages Contraint-Delaunay a base de
tétraedres, maillages que nous souhaitons intégrés au sein d’un Soft Frame Model, dans
la mesure ou ils représentent la géométrie de ses régions. Ils sont donc contraints par un
ensemble de 0-, 1- et 2-simplexes donnés, et doivent aussi satisfaire a des exigences sur
la forme et la taille des mailles pour garantir le succes des application auxquelles ils sont
destinés. Les maillages de simplexes Contraint-Delaunay ont été définis précédemment
dans la partie 4.1. La premiere partie présente la vision que, dans le contexte qui est le
notre, nous avons du probleme de respect des contraintes dans le maillage, puis décrit
une méthode adéquate atteignant cet objectif. Par la suite, des techniques permettant
d’améliorer la forme et la taille des tétraedres sont abordées, avant de présenter finalement
différents résultats obtenus et quelques applications sur des cas réels.

6.1 Choix d’une approche pour le respect des con-
traintes

Cette partie expose en premier lieu les prérequis que nous imposons sur les simplexes
de contrainte pour un maillage a base de tétraedres, puis passe en revue les méthodes
couramment employées pour les honorer, en montrant en particulier en quoi elles ne
satisfont pas nos exigences. Ensuite, elle présente la méthode que nous avons choisie dans
notre travail, méthode dite paresseuse, introduite dans [Conraud 95| et [Conraud 97].

129
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6.1.1 Prérequis sur la méthode
Modifications des simplexes de contrainte

Les 2-simplexes de contrainte matérialisent la géométrie tridimensionnelle des surfaces
radiales d'un Soft Frame Model, et, comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent
(chapitre 5), ont été générés dans des espaces paramétriques de maniere a satisfaire des
criteres précis de forme et de taille. Ceci a certes nécessité des insertions de points de
Steiner au niveau des lignes radiales, mais en nombre raisonnable, ou qui n’est en tous
cas pas problématique. En effet, nous considérons que ces points de Steiner :

e participent d’une part a la création de triangles qui ont une forme optimale car ils ne
supportent en général pas d’angles inférieurs a 20 degrés (méme dans I'espace tridi-
mensionnel), sauf dans les zones ou les contraintes elles-mémes forment des angles
faibles. Or, quelle que soit la méthode utilisée, les maillages a base de tétraedres
sont toujours faits de plus beaux simplexes s’ils sont contraints par de beaux tri-
angles [George 99]. Ces points de Steiner sont donc dans une certaine mesure les
garants d'une certaine qualité de forme des tétraedres a proximité des contraintes.

e sont de toute facon parfois indispensables a la satisfaction des exigences en taille
sur les triangles.

Par ailleurs, les temps d’exécution des simulations effectuées sur des maillages sont tres
sensibles au nombre de nceuds, et a plus forte raison en trois dimensions, ou les volumes
de calcul sont beaucoup plus importants, mais d’'un autre coté, une densité variable de
noeuds permet d’obtenir une solution plus précise. Par conséquent, nous devrons par la
suite garder a ’esprit que :

1. La phase de respect des simplexes de contrainte doit dans la mesure du possible
éviter les insertions de points internes ou de Steiner, une forme localement satis-
faisante des tétraedres étant a priori assurée par la forme optimale des triangles de
contrainte.

2. Nous devons préférer des tétraedres de forme suffisamment bonne a des tétraedres
de forme optimale, mais dont I’'obtention a nécessité I'insertion de nombreux points
internes ou de Steiner.

3. Les insertions de points internes ou de Steiner sont tout a fait autorisées si elles sont
dictées par des exigences portant sur la résolution du maillage.

Mises a jour des maillages

Nous choisissons donc de limiter au maximum les insertions de points au niveau des sim-
plexes de contrainte (sauf dans le cadre d’optimisations de la taille des tétraedres), quitte
a relacher sensiblement les exigences portant sur leur forme. Lorsque ces insertions sont
réalisées a l'intérieur d'un 2-simplexe de contrainte, un point de méme géométrie doit
étre ajouté a la fois dans la tétraédrisation et dans I’espace paramétrique ou ce simplexe
de contrainte a une image. Lorsqu’elles sont réalisées a l'intérieur d’'un 1-simplexe de
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contrainte, un point de méme géométrie doit étre ajouté a la fois dans la tétraédrisation,
dans le maillage de la ligne radiale correspondante, et dans tous les espaces paramétriques
ou ce simplexe de contrainte a une image. A I'inverse, il est souhaitable que pour une
tétraédrisation contrainte donnée, une modification de la forme ou de la taille des triangles
de contrainte, réalisée dans un espace paramétrique, se répercute dans la tétraédrisation,
qu’autant de nouveaux points y soient insérés, et que les nouvelles contraintes y soient
honorées.

La gestion de ces mises a jour de maillages pose en particulier la question de savoir
quelle géométrie tridimensionnelle associer aux points initialement créés dans un espace
paramétrique, et quelle(s) image(s) paramétrique(s) associer aux points initialement créés
dans l’espace tridimensionnel.

6.1.2 Limites des méthodes classiques
Avantages et inconvénients d’une approche conforme
Bréve présentation des approches conformes tridimensionnelles

Plusieurs approches conformes ont été proposées pour satisfaire une ensemble de con-
traintes donné dans une tétraédrisation (ce probleme a été initialement abordé dans
[Shewchuk 97|, [Shewchuk 98-(2)], et [Pébay 98]). Au final, chaque p-simplexe de con-
trainte initial est représenté dans la tétraédrisation par un ensemble de p-simplexes (0 <
p < 2) qui sont tous de Delaunay. Comme dans le cas des triangulations, des probléemes
de convergence peuvent cependant survenir lorsque deux ou plusieurs p-simplexes de con-
trainte incidents forment des angles faibles (1 < p < 2) ([Pébay 98], [Shewchuk 00-(1)],
[Shewchuk 02]), mais ils peuvent étre réglés en utilisant les techniques présentées dans
[Murphy 01] ou [Cohen-Steiner 02]. Par ailleurs, ces approches conformes peuvent hy-
pothétiquement étre couplées avec un raffinement de Delaunay® ([Ollivier-Gooch 01],
[Miller 02]) pour donner en méme temps une forme satisfaisante garantie pour tous les
tétraedres, comme c’est également le cas pour les triangulations (voir chapitre 5). Elles
sont donc a priori tres attirantes.

Inconvénients d’une approche conforme

Nous voyons pourtant deux principaux inconvénients a une approche conforme. Tout
d’abord, des arétes tres courtes sont en général produites dans la tétraédrisation, du fait de
I'insertion en grand nombre de points de Steiner ([Murphy 01], [Shewchuk 02]). Comme
indiqué dans [Cohen-Steiner 02], pour la seule mise en conformité avec les contraintes,
le rapport entre le nombre final de sommets de la tétraédrisation et le nombre initial
varie entre 3 et 10. Autrement dit, 65 & 90% des sommets de la tétrédrisation finale
sont des points de Steiner, ce qui n’est pas acceptable dans notre contexte. Ensuite,
les solutions adoptées visant a assurer une convergence dans le cas d’angles faibles entre

1A notre connaissance, il n’existe pas encore de méthode tridimensionnelle de type raffinement de
Delaunay prenant en compte des angles faibles entre contraintes et produisant un maillage de qualité
garantie ol il n’existe plus aucun accrochage.
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simplexes de contrainte demandent la mise en place d’algorithmes et de structures de
données annexes qui alourdissent et ralentissent le processus de satisfaction des contraintes
[Cohen-Steiner 02].

Méthode par cassage des contraintes

Une méthode par cassage des contraintes a été employée dans [Cavalcanti 99] pour assurer
la présence des triangles de contrainte dans la tétraédrisation, en combinaison toutefois
avec une approche conforme appliquée sur les arétes de contrainte. Rappelons que cette
technique consiste a insérer des points de Steiner au niveau des intersections entre les tri-
angles de contrainte et les arétes ou les faces des tétraedres du maillage ([Hazlewood 93],
[George 97]). Par conséquent, la tétraédrisation finale n’est qu’approzimativement de De-
launay, et chaque p-simplexe de contrainte y est présent sous la forme d’une union de
p-simplexes (1 < p < 2).

Cette méthode ne satisfait pas non plus nos exigences, car les insertions de points
de Steiner déteriorent la qualité des arétes et des triangles de contrainte, et donc celle
des tétraedres a leur contact. En effet, les intersections entre la tétraédrisation et les
simplexes de contrainte sont susceptibles d’étre localisées a peu pres n’importe ou, et des
arctes tres courtes peuvent alors étre générées dans la tétraédrisation. De plus, la mise
en ceuvre de cette technique peut demander un grand nombre de calculs de la géométrie
des intersections, avec tous les problemes de précision numérique que cela implique, ce
qui peut nuire a son efficacité. Cependant, elle possede 'avantage non-négligeable de
fonctionner en toutes circonstances, méme lorsque les contraintes forment entre elles des

angles faibles [Shewchuk 02].

Discussion sur le forcage des contraintes
Exposé de la méthode

Cette méthode cherche a faire apparaitre chaque p-simplexe de contrainte dans la tétraédri-
sation (1 < p < 2) par une séquence de transformations locales des connexions entre ses
sommets. Les données de contrainte ne sont donc pas modifiées au cours du processus et
le maillage final est dit Contraint-Delaunay. Le forcage des contraintes sans insertion de
points de Steiner internes est garanti de fonctionner dans le cadre des triangulations con-
traintes, mais ce n’est pas le cas pour les espaces de dimensions supérieures ([George 91],
[Borouchaki 95], [George 97|, [Baker 98]). Ceci n'implique toutefois pas qu’il soit impos-
sible de le réaliser. D’autres techniques, moins répandues, autorisent I'insertion de points
sur les 1-simplexes de contraintes et génerent une tétraédrisation Contraint-Delaunay a
partir de ces nouvelles données [Shewchuk 98-(1)]. Le maillage obtenu est alors qualifié
de Contraint-Delaunay Conforme.

Pour les cas tridimensionnels, si I'on se borne aux maillages Contraint-Delaunay au
sens strict, les séries de transformations topologiques a effectuer sont plus ou moins bien
formalisées, et font souvent appel a des heuristiques. Des modes opératoires relativement
détaillés sont donnés par exemple dans [Joe 92], [Joe 95], [George 99] et [Liu 00]. Ils font
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appel a un ensemble fini d’opérateurs élémentaires visant a supprimer une aréte ou une
face de la tétraédrisation intersectée par un simplexe de contrainte manquant. En général,
deux d’entre eux interviennent plus fréquemment que les autres : I’'un supprime une face
(autrement dit deux tétraedres) et la remplace par une nouvelle aréte incidente a trois
nouveaux tétraedres, lorsque c’est possible ; 'autre est 'opération inverse, c’est-a-dire
qu'une aréte incidente a trois tétraedres est remplacée par une nouvelle face, ce qui est
toujours possible. Tous ces opérateurs atteignent leur but dans la tres grande majorité
des cas, méme difficiles [Liu 00]. Cependant, d’autres opérateurs, consistant a ajouter un
point de Steiner a l'intérieur de la tétraédrisation, doivent parfois entrer en jeu pour faire
apparaitre des simplexes de contrainte ([George 91|, [Conraud 97|, [Baker 98]).

Quelques commentaires sur la méthode

Le point fort du forcage des contraintes est de préserver strictement les arétes et les tri-
angles a honorer dans la tétraédrisation, contrairement aux approches conformes et par
cassage des contraintes, décrites précédemment. Cependant, dans certaines configura-
tions, cette méthode est en butte a des problemes de précision numérique, du fait de
I'importance qu’y prennent les requétes d’ordre géométrique, comme par exemple savoir
si oui ou non une aréte ou une face de la tétraédrisation intersecte un simplexe de con-
trainte. De plus, du fait du nombre parfois important de remaillages locaux effectués, un
maillage Contraint-Delaunay peut contenir, a proximité des contraintes, des tétraedres
de forme quasi-dégénerée, méme avec des triangles de contrainte de forme optimale. En
revanche, le fait que la tétraédrisation finale ne soit plus strictement de Delaunay n’est
pas un probleme, au moins pour l'instant.

6.1.3 Satisfaction des contraintes par une approche paresseuse
Principe de ’approche paresseuse

Nous considérons qu'une approche de type forcage des contraintes est le meilleur com-
promis, car le nombre nécessaire d’insertions de points de Steiner est minimum, pour une
qualité de forme des tétraedres souvent acceptable si jamais celle des triangles de con-
trainte est bonne, ce qui est notre cas. Cependant, la mise en ceuvre de cette méthode
est délicate, car basée en partie sur des requétes géométriques, qui limitent sa robustesse.

Sur la base de ces considérations, une approche conceptuellement différente, dite pa-
resseuse, peut étre adoptée. Introduite dans [Conraud 95|, elle reformule le probleme
initial du respect des contraintes dans la tétraédrisation. En effet, les méthodes classiques
visent a produire un maillage ol chaque p-simplexe de contrainte est représenté par un
(dans le cas du forgage) ou plusieurs (approche conforme et par cassage) p-simplexes
de la tétraédrisation (1 < p < 2). Comme le montre la figure 6.1, dans une approche
paresseuse, l'objectif est plus simplement d’assurer qu'un ensemble connexe de m trian-
gles de contrainte soit représenté par un autre ensemble de m faces de la tétraédrisation
(1 < m < Mypaz), sous réserve que les différences de géométrie entre ces deux ensembles
soient acceptables [Conraud 97]. Ces associations paresseuses peuvent étre uniquement
établies au travers de requéetes d’ordre topologique, et donc de maniere tres robuste. Les
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(L7 e

Figure 6.1 Principe de du respect des contraintes par une approche paresseuse. Sur cette figure, des
ensembles connexes de 1, 2, 3 et 4 triangles de contrainte (en noir) sont représentés dans la tétraédrisation

par un autre ensemble de 1, 2 3 et 4 faces (en rouge).

triangles de contrainte qui ne peuvent pas en faire partie sont respectés par forcage. En
pratique, la valeur m,,,, = 3 est utilisée. Notons que le choix m,,,. = 1 équivaut a une
approche classique fonctionnant seulement par forcage.

La tétraédrisation finale, dite Contraint-Delaunay Paresseuse (Lazy Constrained De-
launay ou Lazy Boundary-Constrained Delaunay en anglais) n’est donc qu’a peu prés
contrainte (d’ou le nom de la méthode). Comme on peut facilement s’en rendre compte,
la notion de maillage Contraint-Delaunay Paresseux n’a de sens que pour les dimen-
sions supérieures ou égales a 3. De tels maillages sont localement Contraint-Delaunay
lorsqu’aucune association paresseuse n’a pu étre touvée, et Delaunay sinon. Cette méth-
ode est basée sur le fait que dans une tétraédrisation de Delaunay des sommets d'un
ensemble connexe de triangles coplanaires qui ne sont pas nécessairement de Delaunay, il
existe un ensemble de faces de tétraedres qui forment collectivement une triangulation de
Delaunay de I’'ensemble des sommets des triangles.

Une approche paresseuse est tout a fait appropriée dans le contexte de la tétraédrisa-
tion des régions d'un Soft Frame Model : nous proposons de respecter dans un premier
temps les 1-simplexes de contrainte correspondant a la géométrie des lignes radiales via
une technique de forgage, puis d’honorer a peu pres les 2-simplexes des surfaces radiales
grace a une approche paresseuse. Comme chacune d’entre elles est relativement plane
(dans le cas contraire, elle aurait été divisée en patches, comme nous 'avons vu dans le
chapitre 4), un grand nombre d’associations paresseuses peuvent a priori étre établies.
Ainsi, les remaillages locaux sont limités, et la qualité des tétraedres reste en tout point
satisfaisante.

Algorithme de respect de contraintes

Les détails de la technique de respect des contraintes par une approche paresseuse sont
donnés dans [Conraud 97]. Nous en rappelons ici les grandes lignes, dans le contexte
d’utilisation d’un Soft Frame Model. Nous nous placons dans la situation initiale ou une
tétraédrisation de Delaunay de ’ensemble des O-simplexes représentant la géométrie des
neeuds, lignes et surfaces radiales a été construite, puis ou les 1-simplexes de contrainte
des lignes radiales ont été honorés par une approche de type forcage : la tétraédrisation
doit donc maintenant étre contrainte par un ensemble de 2-simplexes. Soit M,, un 2-
complexe simplicial matérialisant la géométrie tridimensionnelle d'une surface radiale de
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contrainte pour une des régions d'un Soft Frame Model. Nous allons noter A(T, F') une
association paresseuse entre un ensemble 7' de triangles de M,., et un ensemble F' de faces
de la tétraédrisation. Rappelons que ces deux ensembles contiennent le méme nombre m
d’éléments, avec 1 < m < Mynee €6 Myper = 3. Ces associations sont construites selon les
regles suivantes :

1. Soit ¢t un triangle de M,, n’appartenant a aucune association paresseuse. Sit est en
correspondance avec une face f de la tétraédrisation (ce qui veut dire que ¢ est de
Delaunay), alors une association paresseuse A(T = {t}, ' = {f}) peut étre ajoutée.
Sinon, 'algorithme passe a I’étape numéro 2.

2. Soit T; un ensemble de triangles de M,, connexes a t, tel que son bord soit en-
tierement présent sous forme d’arétes dans la tétraédrisation, et tel qu’aucun de
ces triangles ne soit en correspondance avec une face de la tétraédrisation. Soit F}
I’ensemble des faces de la tétraédrisation dont au moins deux arétes correspondent
a des aretes de T}, auquel sont retirées :

e Les faces situées a l’extérieur de I’ensemble T}, autrement dit au niveau de ses
concavités.

e Les paires de faces appartenant a des tétraedres quasi-dégénérés ayant leurs
quatre faces dans F;.

Si T; et F; contiennent le méme nombre m d’éléments et que m < m,,q., alors une
association paresseuse A(Ty, F}) peut étre ajoutée, et l'algorithme repart a 1'étape
numéro 1. Sinon, il passe a 1’étape numéro 3.

3. Si aucune association paresseuse concernant ¢ n’a pu étre trouvée, alors un procédé
classique de forcage est utilisé, avec possibilité d’insertion d’un point de Steiner a
I'intérieur de la tétraédrisation. Ceci fait apparaitre une face f en correspondance
avec t, et une association A(T = {t}, F = {f}) peut étre ajoutée. L’algorithme
repart alors a 1’étape numéro 1.

Les étapes 1 et 2 sont tres rapides et tres robustes, car uniquement basées sur des
requétes topologiques. Cet algorithme est garanti de succes de la méme maniere que
les techniques de forcage le sont, car celles-ci sont employées dans le cas extréme ou
aucune association paresseuse satisfaisante ne peut étre trouvée, comme décrit dans I’étape
numéro 3. Des résultats de contraintes de tétraédrisations effectuées par cette approche
seront présentés sur des cas réels dans la derniere partie de ce chapitre.

6.2 Optimisation de la forme et de la taille des té-
traedres

Dans la partie précédente (partie 6.1), nous avons montré comment, & partir d'un ensem-
ble de 0-, 1-, et 2-simplexes de contrainte, nous procédons pour générer la tétraédrisation
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contrainte la plus grossiere possible, en insérant un minimum de points de Steiner, con-
trainte que nous nous sommes délibérément imposée sur la base de criteres applicatifs. Le
maillage obtenu peut étre considéré comme Contraint-Delaunay, mais ne satisfait pas les
éventuelles exigences portant sur la forme et la taille des tétraedres. Cette partie présente
les solutions que nous avons adoptées pour y parvenir.

6.2.1 Optimisation de la forme des tétraedres
Problématique

Une technique de raffinement de Delaunay, telle que nous ’avons présentée dans la par-
tie précédente, est tout a fait envisageable en trois dimensions, méme avec des maillages
Contraint-Delaunay et des angles faibles entre contraintes [Shewchuk 00-(1)]. Cependant,
ces regles ne sont pas applicables dans notre contexte, car dans tous les cas elles reposent
sur le fait que toutes les arétes des triangles de contrainte sont elles-mémes des arétes de
contrainte. Or, comme 1-simplexes de contrainte, nous n’avons pris en compte que ceux
matérialisant la géométrie de lignes radiales du Soft Frame Model. De plus, les arétes de
contrainte doivent toutes étre strictement de Delaunay, ce qui est loin d’étre assuré par
une approche paresseuse ou de type forcage. Nous I'avons déja dit, assurer ces prérequis
produirait un maillage que nous jugeons trop dense et incompatible avec les applications
auxquelles il est destiné. Une technique classique de raffinement de Delaunay n’est donc
pas envisageable pour optimiser la forme des tétraedres.

Dans la mesure ot nous souhaitons éviter I'ajout de points a l'intérieur des sim-
plexes de contrainte, une technique plus simple, mais moins rigoureuse, peut étre adoptée
[Conraud 97]. Soit ¢ un critere de forme arbitraire. Un algorithme d’optimisation guidé
par ¢ se résumerait ainsi :

1. Construire une liste L contenant tous les tétraedres du maillage ordonnés selon la
valeur du critere ¢, et passer a ’étape numéro 2.

2. Retirer le premier élément t de la liste, c¢’est-a-dire le tétraedre de pire forme dans
I’état actuel du maillage. Un nouveau point p est inséré dans la tétraédrisation si p
satisfait les conditions suivantes (p peut étre indifféremment le centre de la sphere
circonscrite a t, son barycentre, etc) :

e [’ajout de p au maillage élimine en particulier .

e [’ajout de p au maillage conserve son caractere Contraint-Delaunay ou Contraint-
Delaunay Paresseux.

e [’ajout de p au maillage ne crée pas de tétraedres de forme pire que celle du
tétraedre de pire forme éliminé en méme temps que t, relativement au critere
c.

3. Si aucun point n’a pu étre ajouté au maillage, alors ¢ est laissé tel quel. Il sera
peut étre éliminé a la faveur d’une future insertion. L’algorithme recommence alors
a 'étape numéro 2, sauf si ¢ était le dernier élément de la liste L, auquel cas cette
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liste et vide et I'algorithme repasse a I’étape numéro 1, sauf si aucune insertion n’a
pu étre réalisée lors du parcours de la liste, ce qui marque la fin de I'algorithme
d’optimisation.

Cette technique est garantie de converger quel que soit le critere ¢ choisi, du moment
qu’il est valide. Par exemple, si R; est le rayon de la sphere circonscrite a un tétraedre
t, r; le rayon de la sphere inscrite a t, et [; la longueur de sa plus petite aréte, le choix
¢ = Ry/l; ou ¢ = R;/r; convient tout a fait. Cependant, une telle optimisation n’assure
pas une valeur minimum (ou maximum) de ¢ dans la tétraédrisation finale, et la qualité
des simplexes y est donc inconnue. C’est pourquoi nous considérons que cette solution
n’est pas totalement satisfaisante.

Proposition d’un procédé d’optimisation
Ebauche d’un algorithme d’optimisation

Nous proposons une approche hybride entre les deux techniques d’optimisation présen-
tées ci-dessus, autrement dit, d’utiliser le principe de raffinement de Delaunay mais de
I’adapter a notre contexte, et de conserver une tétraédrisation Contraint-Delaunay sans
insérer de points de Steiner et de nouveaux points qui soient trop prés des simplexes de
contrainte, pour assurer une forme satisfaisante aux tétraedres situés a proximité. Nous al-
lons par la suite supposer que le maillage est initialement Contraint-Delaunay, mais toutes
les méthodes proposées fonctionnent bien entendu également avec un maillage Contraint-
Delaunay Paresseux.

Figure 6.2 Le point p, centre du cercle circonscrit & ¢, est inséré dans la triangulation. A gauche :
le triangle t4 ne sera pas éliminé par cette insertion car il est Constraint-Delaunay vis-a-vis de ce point :
il contient p dans son cercle circonscrit, mais sans que p soit visible depuis son intérieur, du fait de la
présence d’arétes contraintes (lignes plus épaisses). A droite : les triangles 1, to et t3 ont été éliminés,

et p ajouté au maillage.

Afin de garder a tout moment une tétraédrisation Contraint-Delaunay, lors de I'ajout
d’un point p au maillage, seuls les simplexes qui ne sont plus Contraint-Delaunay vis-a-vis
de p sont éliminés (voir figure 6.2, pour un analogue bidimensionnel). Ce sont ceux qui
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certes contiennent p dans leur sphere circonscrite, mais aussi pour lesquels p est visible
depuis leur intérieur, c’est-a-dire ceux pour lesquels les lignes joignant n’importe quel point
de leur intérieur et le point p n’intersectent aucun triangle de contrainte ([Shewchuk 97],
[Baker 98]). De cette facon, les insertions de nouveaux points dans la tétraédrisation ne
détruisent aucune face ni aucune aréte qui corresponde a un 2- ou 1-simplexe de contrainte,
méme paresseusement, et le maillage reste naturellement Contraint-Delaunay sans qu’il
soit nécessaire a chaque fois de relancer un processus complet de respect des contraintes.
Autrement dit, aucun point de Steiner n’a besoin d’étre ajouté.

Considérons maintenant le critere de forme ¢; d’'un tétraedre ¢ défini par ¢; = R;/ly,
avec R; le rayon de la sphere circonscrite a t et [; la longueur de sa plus petite aréte.
Comme nous I'avons déja dit pour les triangulations (voir partie précédente), ce critere
est particulierement bien adapté a un raffinement de Delaunay, car méme dans le cas ou
le maillage est maintenu Contraint-Delaunay, toutes les nouvelles arétes formées apres
Iinsertion d’un nouveau point correspondant au centre de la sphere circonscrite a t ont
nécessairement une longueur supérieure a R;, pour peu que ¢ soit éliminé par cette inser-
tion (pour cela, t doit ne pas étre Contraint-Delaunay vis-a-vis de ce point). Dans ce cas,
sicg > B > 1 (t sera alors dit B-mauvais), alors R, > B.l;, et il n’est pas possible de
créer de nouvelles arétes qui soient plus courtes que celles existant déja dans la tétraédri-
sation. Ainsi, un algorithme visant a ajouter, lorsque c’est possible, tous les centres de
spheres circonscrites aux B-mauvais tétraedres du maillage, et a maintenir la tétraédrisa-
tion Contraint-Delaunay, est garanti de terminer si B > 1.

Vﬂ

Figure 6.3 A gauche : le triangle hachuré est B-mauvais et le centre de son cercle circonscrit (point

blanc) est ajouté a la triangulation. A droite : I'insertion a été faite de maniere & préserver le caractere
Contraint-Delaunay de la triangulation (la ligne plus épaisse matérialise une aréte de contrainte). Elle
génere un triangle de forme encore moins satisfaisante que le B-mauvais triangle initial. De plus, ce
nouveau triangle ne pourra pas étre éliminé par raffinement car il est Contraint-Delaunay vis-a-vis du

centre de son cercle circonscrit (point blanc).

Toutefois, un tel procédé est loin d’assurer un critere de beauté minimum aux tétrae-
dres, car les nouveaux points peuvent étre situés tres pres des simplexes de contrainte,
et un tétraedre généré par une insertion peut alors avoir une forme infiniment peu sat-
isfaisante, comme le montre la figure 6.3, dans le cas analogue de triangulations. De
plus, un tel tétraedre survit au raffinement : en effet, le centre de sa sphere circonscrite
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Figure 6.4 Le triangle hachuré est Contraint-Delaunay vis-a-vis du centre (point blanc) de son
cercle circonscrit (en pointillés), du fait qu’une aréte de contrainte (ligne plus épaisse) bouche la visibilité
entre ce point et l'intérieur du triangle. Dans ce cas, le cercle circonscrit diamétral & cette aréte (trait

plein) contient nécessairement les 3 sommets du triangle.

n’a pu étre ajouté au maillage du fait qu’il est Contraint-Delaunay vis-a-vis de ce point.
Or, il est possible de montrer que cette configuration implique que la sphere circonscrite
équatoriale a la face contrainte de la tétraédrisation qui bouche la wvisibilité contienne
les 4 sommets du tétraedre (voir figure 6.4, dans le cas de triangles). La totalité des
B-mauvais tétraedres Contraint-Delaunay vis-a-vis du centre de leur sphere circonscrite
sont donc nécessairement confinés dans un volume fini du domaine d’étude, égal a I'union
des spheres circonscrites équatoriales aux triangles de contrainte.

Ainsi, si les centres des spheres circonscrites qui accrochent les simplexes de contrainte
sont simplement rejetés, alors :

1. Dans la tétraédrisation finale, tous les tétraedres dont le centre de la sphere cir-
conscrite n’accroche aucun simplexe de contrainte, et qui ne sont pas Contraint-
Delaunay vis-a-vis de ce point, auront un critere de forme de valeur inférieure a

B.

2. Dans la tétraédrisation finale, tous les tétraedres dont le centre de la sphere cir-
conscrite accroche un ou plusieurs simplexes de contrainte, ou qui sont Contraint-
Delaunay vis-a-vis de ce point, auront un critere de forme de valeur indéterminée
(qui peut tres bien étre aussi inférieure a B).

3. Dans la tétraédrisation finale, aucun point n’a été rajouté dans les spheres cir-
conscrites équatoriales aux simplexes de contrainte, ce qui évite de générer des B-
mauvais tétraedres qui ne pourront pas étre éliminés du maillage.

Nous pouvons donc garantir un critere de forme ¢ < B, avec B > 1, dans une portion
plus ou moins grande de la tétraédrisation, et ce grace a un algorithme qui converge néces-
sairement quelle que soit la valeur de B, et qui maintient le caractere Contraint-Delaunay
du maillage, sans modifier la donnée des arétes et des faces associées aux simplexes de
contrainte (c’est-a-dire sans insérer de points de Steiner). En pratique, la valeur B = 1 est
donc choisie. Contrairement au cas de la dimension 2, cette limite n’a pas de signification
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angulaire. Toutefois, tout tétraedre ¢ tel que ¢; < 1 reste dans la grande majorité des cas?
tres proche d'un tétraedre régulier.

Description de ’algorithme

Nous résumons ici les principales étapes de 'algorithme que nous avons mis en place
pour optimiser la forme des tétraedres d’'un maillage Contraint-Delaunay (ou Contraint-
Delaunay Paresseux) et garantir une valeur du criteére de forme ¢ = R/l inférieure & 1 sur
au moins une partie de la tétraédrisation, avec R et [ respectivement le rayon de la sphere
circonscrite et la longueur de la plus petite aréte d’un tétraedre. En pratique, cette zone
est relativement étendue. La derniere partie de ce chapitre fournira quelques exemples
illustrant son bon fonctionnement.

1. Les tétraédres du maillage sont ordonnés par critére de beauté décroissant (les té-
traedres de forme réguliere sont les derniers) dans une liste L. Le critere de beauté
utilisé est le critere ¢ défini plus haut.

2. Tant que L n’est pas vide, retirons le premier élément ¢ de la liste, c¢’est-a-dire le
tétraedre le plus mauvais dans I'état actuel du maillage. Soit ¢ la valeur de son
critere de beauté.

e Sic < 1, alors le centre de la sphere circonscrite a ¢ n’est pas un candidat valide
pour une insertion. L’algorithme recommence alors a 1’étape numéro 2.

e Sic > 1 et que le centre de la sphere circonscrite a t accroche au moins un
simplexe de contrainte, alors ce point n’est pas un candidat valide pour une
insertion. L’algorithme recommence alors a 1’étape numéro 2.

e Si ¢ > 1, que le centre de la sphere circonscrite a ¢ n’accroche aucun sim-
plexe de contrainte, et que t est Contraint-Delaunay vis-a-vis de ce point, alors
ce-dernier n’est pas un candidat valide pour une insertion. L’algorithme recom-
mence alors a 1’étape numéro 2.

3. Le centre p de la sphere circonscrite a t est ajouté au maillage. Les tétraedres
éliminés (dont ¢ fait nécessairement partie) sont retirés de la liste L, et les nouveaux
tétraedres y sont ajoutés. L’algorithme recommence alors a I'étape numéro 2.

Post-traitements du maillage et élimination des cerfs-volants

La méthode d’optimisation de la forme des tétraedres que nous proposons garantit d’insérer
un minimum de points a l'intérieur de la tétraédrisation, et ne nécessite ’ajout d’aucun
point de Steiner pour maintenir le maillage Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay
Paresseux. Cependant, elle n’assure pas partout une qualité minimale sur la forme des
tétraedres (méme si cela peut étre effectivement le cas). Pour cela, différents post-
traitements peuvent prendre place afin d’éventuellement améliorer la qualité du maillage,

2Nous verrons par la suite que ce n’est pas vrai pour une certaine catégorie de tétracdres appelés
cerfs-volants.
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mais cette fois-ci sans insérer de nouveaux points (rappelons que nous voulons une té-
traédrisation de bonne qualité qui soit la plus grossiére possible). Il est a noter que ces
post-traitements détruisent le caractere Contraint-Delaunay ou de Delaunay du maillage.
IlIs ne doivent donc jamais précéder I'exécution de tout algorithme basé sur ces deux
propriétés.

Discussion sur lefficacité du lissage de la géométrie des mailles

Les techniques de lissage consistent a repositionner itérativement les nceuds du maillage
de maniere a améliorer localement la forme de mailles incidentes, jusqu’a ce que les dé-
placements des nceuds ne dépassent plus une certaine tolérance [Owen 98|. Ces techniques
préservent donc la topologie du maillage. Elles sont trés nombreuses (voir entre autres
[Bank 97], [Amenta 99], [Djidjev 00], [Freitag 02]), mais se rangent en général au sein de
deux familles distinctes.

La premiere est connue sous le nom de lissage laplacien et fonctionne en déplacant
chaque nceud x du maillage au barycentre x’ de ses m voisins {xg, X1, ..., X;,—1} (équation
6.1) :

x' = X; (6.1)
i=0

Cette méthode est tres facile a mettre en place, mais reste peu efficace sur les mail-
lages tridimensionnels, car il est reconnu qu’elle peut dégrader localement la forme des
tétraedres ([Freitag 96], [Shewchuk 97]). En effet, le repositionnement des nceuds n’est
guidé par aucun critere de forme ([Amenta 99], [Djidjev 00]), et il existe une catégorie de
tétraedres dégénérés, appelés cerfs-volants, qui ont leurs quatre sommets régulierement
espacés (autrement dit, ces tétraedres n’ont pas d’arétes qui soient réellement plus courtes
que les autres). Sous sa forme de base, un lissage laplacien peut donc tout a fait générer
des tétraedres infiniment plats. La technique de lissage peut toutefois étre améliorée (on
parle alors de lissage laplacien contraint), soit en interdisant tout repositionnement de
neeud qui soit dommageable a qualité du maillage, soit en remplacant le barycentre des
neeuds par un point dont la position est déduite des propriétés géométriques des éléments
incidents, comme nous 'avons présenté dans [Lepage 01-(2)], et ot la nouvelle position x’
du neeud x est calculée de la maniere suivante (équation 6.2) :
1 i=p—1

/

2.0;
x = (c; +

—=.n;)

P = V6

ou p est le nombre de tétraedres ayant le nceud x comme sommet, c le barycentre

d’une face opposée au nceud x dans un des ces tétraedres, n le vecteur normal unitaire a

cette face, et [ la longueur moyenne de ses arétes (voir figure 6.5). Sous cette forme, sur
un maillage tétraédrisé, un lissage laplacien donne des résultats honnétes, sans plus :

(6.2)

e Lorsque le maillage initial a été auparavant optimisé selon un critéere de forme par
une méthode de type raffinement de Delaunay, les points sont déja naturellement
espacés les uns par rapport aux autres. Par conséquent, les déplacements de nceuds
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Figure 6.5 Pour un tétraedre ¢ contenant le nceud x, la position idéale x’ de ce sommet peut étre
vue comme un point de espace situé sur une ligne perpendiculaire a la face de ¢ opposée & x (de longueur

moyenne [ et de barycentre b) passant par b. La distance au point b est fonction de .

sont tres faibles [Baker 98]. De plus, les tétraédres de moins bonne qualité, qui
sont généralement situés pres des simplexes de contrainte, sont peu modifiés car
la procédé de lissage doit interdire de bouger les nceuds de la tétraédrisation qui
correspondent aux sommets de simplexes de contrainte.

e Méme lorsqu’il est guidé par un critere de forme (équation 6.2), un lissage laplacien
peine a améliorer la qualité des cerfs-volants.

La deuxieme famille de techniques de lissage consiste a repositionner chaque noeud x du
maillage non pas a un point moyen déduit des éléments incidents, mais plutot a un point
qui maximise une fonction f(x) décrivant la qualité des éléments incidents. La fonction
f(x) choisie peut étre par exemple 'angle minimum entre les arétes incidentes au noeud
x ([Freitag 96], [Freitag 02]), mais d’autres choix sont possibles ([Bank 97], [Amenta 99,
[Paoletti 02]). Quoiqu’il en soit, itérativement, le noeud x bouge de maniére a4 augmenter
le gradient de f(x), jusqu’a ce qu'un optimum soit atteint. Cette méthode est beaucoup
plus complexe a mettre en place, mais produit des résultats qui sont largement meilleurs
que ceux issus d’'un lissage laplacien. Notamment, la plupart des cerfs-volants sont en
général éliminés du maillage. Cependant, la convergence est atteinte dans des intervalles
de temps beaucoup plus grands ([Owen 98], [Djidjev 00]), et le probleme de 'optimisation
de la forme des tétraedres a proximité des simplexes de contrainte reste ouvert.

Le probleme de I’élimination des cerfs-volants dans une tétraédrisation constitue un
domaine de recherche tres actif. Méme si les techniques de lissage (c’est-a-dire basées
sur des modifications géométriques) qui s’y rapportent sont trop peu générales pour étre
applicables dans notre contexte, car nous voulons optimiser la forme de tous les types de
tétraedres dégénérés avec un seul procédé, nous en donnons ici une tres breve descrip-
tion : une premiere méthode, présentée dans [Li 00-(1)] et [Edelsbrunner 00], calcule une
petite perturbation sur la géométrie des nceuds du maillage de sorte que la tétraédrisation
de Delaunay de ce nouvel ensemble de points ne contienne aucun cerf-volant. D’autres
techniques, basées sur le méme principe, garantissent le méme résultat en appliquant sys-
tématiquement une perturbation a tout point ajouté dans la tétraédrisation, de maniere
a ce que son insertion ne génere pas de cerfs-volants ([Li 00-(3)], [Li 01]). Cependant,
les simplexes de contrainte sur la tétraédrisation ne doivent alors pas former entre eux
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d’angles faibles. Enfin, 'utilisation de maillages de Delaunay pondérés semble étre la
méthode la plus efficace pour éliminer les cerfs-volants d’une tétraédrisation ([Cheng 00],
[Edelsbrunner 01], [Cheng 02]), et mérite d’étre soulignée ici, méme si elle dépasse le cadre
de notre travail.

Transformations topologiques locales et améliorations de la forme

Au contraire d’un lissage, les transformations topologiques préservent la géométrie du
maillage mais changent localement les connexions entre les noeuds, et ce-faisant éliminent
des arétes et des faces du maillage pour les remplacer par d’autres. Dans notre contexte,
celles qui correspondent a des simplexes de contrainte, paresseusement ou non, doivent
rester inchangées. Par conséquent, toute transformation topologique les concernant devra
par la suite étre proscrite.

Les techniques d’optimisation de la qualité d’une tétraédrisation par des transforma-
tions topologiques donnent en pratique de tres bons résultats (voir par exemple [Joe 91],
[Joe 95], [Freitag 96], [Freitag 97], [George 97], [Baker 98]). Elles fonctionnent toutes sur
le méme modele, en faisant intervenir deux types d’opérateurs topologiques :

e Un opérateur que nous noterons O P; (voir figure 6.6), visant a éliminer une face de la
tétraédrisation (et donc les 2 tétraedres incidents), pour la remplacer par une aréte
partagée par 3 nouveaux tétraedres. L’application de cet opérateur n’est possible
que si la nouvelle aréte intersecte la face qui est éliminée.

e Une série d’opérateurs que nous noterons OPY (voir figure 6.6), visant a éliminer
une aréte de la tétraédrisation (et donc les p tétraedres incidents) pour la remplacer
par (p — 2) faces partagées par (2p — 4) nouveaux tétraedres (p > 3). L’application
de ces opérateurs n’est pas toujours possible si p > 4.

Pour un critere donné permettant d’évaluer la forme des mailles, ces opérateurs ne
sont appliqués que s’ils ne créent pas de tétraedres de forme pire que celle du tétraedre
éliminé de pire forme [George 97]. Sur cette base, deux schémas d’optimisation peuvent
étre suivis ([Freitag 96], [Shewchuk 97], [Owen 98]) :

1. Un schéma dit de basculement de face, qui considere des séquences d’appels aux
opérateurs OP; et OP;.

2. Un schéma dit de basculement d’aréte, qui considere des séquences d’appels aux
opérateurs OPY (p > 3).

Dans notre travail, nous avons successivement testé ces deux schémas, avec pour objec-
tif 'élimination des cerfs-volants dans la tétraédrisation. Une approche par basculement
de face, tres simple a réaliser, et dont les résultats ont été présentés dans [Lepage 01-(2)],
est efficace sans étre décisive, dans la mesure ou elle retire en moyenne 80 a 90% des
cerfs-volants dans le maillage (des résultats meilleurs sont avancés dans [Golias 97]). Au
final, les cerfs-volants qui survivent sont soit ceux qui ont des arétes ou des faces qui
correspondent (éventuellement paresseusement) aux simplexes de contrainte, soit ceux
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Xa
Figure 6.6 Quelques opérateurs topologiques. (A) Opérateur OP;. Son application n’est possible que
si la nouvelle aréte formée intersecte la face éliminée (point blanc). (B) Opérateur OPj. Son application

est toujours possible. (C) Opérateur OP?. Cet opérateur est entierement déterminé par le choix d'une

triangulation des sommets équatoriaur, différents des extrémités de l'aréte éliminée (étape intermédiaire).

sont dont la topologie (pour 'opérateur OP;) ou la géométrie (pour 'opérateur OP;) est
incompatible. Ce dernier point marque a notre avis la supériorité d’une approche par bas-
culement d’aréte, dont les opérateurs ont ’avantage de fonctionner avec des configurations
topologiques plus variées. Elle est donc susceptible d’éliminer plus de tétraedres quasi-
dégénérés, et donc de cerfs-volants, ce qui suffit & justifier son utilisation ([Freitag 97],
[Baker 98]).

Toutefois, la réalisation d’un algorithme d’optimisation par basculement d’aréte est
délicate. Considérons une aréte a de la tétraédrisation, qui n’est pas située sur son bord,
et dont les extrémités sont les noeuds x° et x!. Supposons qu’elle soit partagée par p
tétraedres. Nous allons noter {x¢,x,...,X,—1} la séquence ordonnée des p nceuds dits
équatoriauxr du maillage, correspondant aux sommets des tétraedres partageant a qui sont
différents de x? et x!. Basculer a revient a trouver une triangulation tridimensionnelle
valide de I’ensemble de ces noeuds, formée de (p—2) triangles (voir figure 6.6). Les (2p—4)
nouveaux tétracdres seront ensuite formés en reliant les noeuds x0 et x! avec chacun de
ces triangles. La difficulté est de trouver la triangulation qui produise les plus beaux té-
traedres, relativement a un critere de forme donné. En effet, cela implique de tester toutes

les triangulations possibles de ’ensemble des p nceuds équatoriaux associés a l’aréte a.

Trouver de combien de manieres NN, un polygone convexe a p sommets (p > 3) peut
étre divisé en (p— 2) triangles est un probléme classique des mathématiques®. La solution
est donnée par le nombre Catalan, noté C,_, égal a (équation 6.3) :

311 a été résolu par Euler en 1751.
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Figure 6.7 Visualisation des triangulations canoniques de p sommets (d’apres [Freitag 97]).
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En-dessous de chaque triangulation figure le nombre de triangulations distinctes pouvant étre obtenues
par rotation. Le stockage de ces 13 triangulations canoniques permet de représenter implicitement
N3 + Ny + N5 + Ng + N7 = 64 triangulations différentes (voir équation 6.3).

(2p —4)!
(p—D(p—2)!

Le calcul donne N3 = C; =1, Ny = Cy = 2, Ny = C3 =5, Ng = Cy = 14, et
N; = C5 = 42. Le nombre de triangulations possibles augmente ensuite rapidement avec
p. Par exemple, pour p = 12, on a Nip; = (g = 16796... Pour mettre en place une tech-
nique de basculement d’aréte, il est donc nécessaire de trouver un moyen de représenter
efficacement la topologie de toutes les triangulations possibles pour un p donné. En effet,
il n’est pas concevable de stocker explicitement des milliers de connexions éventuelles pour
trouver la meilleure qui soit.

N,=Cp = (6.3)

Une solution élégante est donnée dans [Freitag 97]. Elle repose sur le fait que parmi
I’ensemble des triangulations possibles, certaines peuvent étre déduites par une rotation
d’une configuration dite canonique (voir figure 6.7). Ainsi, il n’est besoin que de stocker
les configurations canoniques et le nombre de rotations qui existent pour chacune d’entre
elles, pour pouvoir parcourir toutes les triangulations possibles. Ces parametres sont don-
nés dans [Freitag 97].

Par exemple p = 7, nous proposons les structures informatiques suivantes pour les
représenter (structures 6.4 et 6.5) :
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struct PossibleConfigs7 {

int dim_;

int nb_canonical_configs_7_;

int nb_trgls_per_canonical_config 7_;

int nb_rotations_per_canonical_config 7_[6];

int canonical_configs_7_[6][5][3];

+s (6.4)

static PossibleConfigs7 possible_configs_7 = {
7,6,5,{7,7,7,7,7,7},{
{{0,1,2%},{0,2,3},{0,3,4},{0,4,5},{0,5,6}},
{{0,1,2},{0,2,3},{0,3,6},{3,4,6},{4,5,6}},
{{0,1,2},{0,2,3},{0,3,4},{0,4,6},{4,5,6}},
{{1,2,3},{0,1,3},{0,3,4},{0,4,5},{0,5,6}},
{{0,1,2},4{0,2,4},{2,3,4},{0,4,5},{0,5,6}%,
{{0,1,2},{0,2,3},{0,3,5},{3,4,5},{0,5,6}}}
}; (6.5)

La variable statique possible_configs_7 de la structure 6.5 s’interprete comme suit :
elle correspond a p = 7, est constituée de 6 configurations canoniques, chacune ayant
5 triangles et admettant 7 rotations distinctes, comme le montre la figure 6.7. Les 6
configurations canoniques sont ensuite décrites, en veillant a ce que tous les triangles soient
orientés de la méme maniere. Avec cette variable, pour obtenir les indices tq, t1, et t5 des
sommets du triangle d’indice k£ correspondant a la rotation d’indice j de la configuration
canonique d’indice 1, il nous suffit alors d’utiliser la formule suivante (équations 6.6) :

to = add(7,possible_configs_7.canonical_configs_7_[i] [k] [0], j)
t; = add(7,possible_configs_7.canonical_configs_7_[i] [k] [1],j)
to = add(7,possible_configs_7.canonical_configs_7_[1i] [k] [2],3) (6.6)

ol add(int dim,int i,int j) est une fonction tres simple définie par (fonction 6.7) :

return((i+j <= dim-1) ? i+j : i+j-dim). (6.7)

Grace a ces structures, si nous avons a disposition une liste initiale de 7 nceuds de la
tétraédrisation, nous pouvons parcourir facilement toutes les triangulations possibles de
ces points (sous forme de séries de triplets d’indices correctement ordonnés). Dans notre
algorithme, nous nous sommes volontairement bornés a la valeur p = 7, que nous jugeons
suffisante. Une réalisation complete d’une technique de basculement d’aréte doit donc
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tenir compte des cas plus simples p = 3, p =4, p = 5, et p = 6, que nous ne détaillerons
pas ici.

Ces résultats ne sont toutefois valides que dans un plan, et dans la réalité, les nceuds
équatoriaux ont une géométrie tridimensionnelle quelconque. Ceci peut aboutir a des tri-
angulations dites invalides, pour lesquelles les tétraedres formés auront un volume négatif
([Freitag 97], [Baker 98]). Par conséquent, lorsque toutes les triangulations possibles sont
parcourues afin de déterminer celle qui génere les plus beaux tétraedres relativement a un
critere de forme donné, celles qui sont invalides ne doivent pas étre prises en compte. Au
final, 'algorithme d’optimisation que nous avons mis en place peut se résumer ainsi :

1.

2.

Choisir un critere de forme ¢ pour les tétraedres.

Les tétraedres sont ensuite ordonnés selon le critére ¢ par beauté décroissante (les
tétraedres de forme réguliere sont les derniers) dans une liste L.

. Tant que L n’est pas vide, retirons le premier élément ¢ de la liste, c’est-a-dire le

tétraedre le plus mauvais dans ’état actuel du maillage. Chacune des six arétes de
t est examinée 1'une apres 'autre pour savoir si elle peut étre basculée, autrement
dit si :

(a) Elle n’est pas sur le bord de la tétraédrisation.

(b) Son basculement n’élimine pas une aréte ou des faces de la tétraédrisation qui
correspondent a des simplexes de contrainte, paresseusement ou non.

(c¢) Le nombre p de noeuds équatoriaux associés a 'aréte est inférieur ou égal a 7,
et il existe au moins une triangulation de ces p points qui génere des tétraedres
valides (de volume positif).

. A chaque fois qu’une des six arétes de t est déclarée comme un candidat valide

pour un basculement, la valeur du critere ¢ correspondant au tétraedre de pire
forme généré par le basculement est calculée. Le basculement n’est définitivement
considéré que si cette valeur correspond a une forme meilleure que celle du tétraedre
de pire forme éliminé par le basculement.

Parmi toutes les arétes retenues, celle dont le basculement génere le plus beau té-
traedre de pire forme est choisie. Si aucun basculement n’est possible, I’algorithme
repart a 1’étape numéro 3, sinon le basculement est effectué, les tétraedres élim-
inés (dont t) sont retirés de la liste L, et ceux nouvellement créés y sont ajoutés.
L’algorithme repart ensuite a 1’étape numéro 3.

La liste L est vide. L’algorithme recommence alors a I’étape numéro 2, sauf si toute
la liste L vient d’étre parcourue sans qu’aucun basculement n’ait pu étre effectué,
ce qui marque la fin de I'algorithme.

Nous avons pu vérifier en pratique que cet algorithme est tres rapide et tres efficace,
notamment pour éliminer les cerfs-volants, pour peu que le critere de forme ¢ choisi classe
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ces tétraedres comme dégénérés, ce qui n’est pas le cas par exemple du critere ¢; = R/l
(avec R le rayon de la sphere circonscrite au tétraedre et [ la longueur de sa plus petite
aréte). Nous proposons donc d’utliser plutot le critere ¢ = R/r, avec r le rayon de la
spheére inscrite au tétraedre. Dans notre contexte, ou seuls les tétraedres situés a proximité
des simplexes de contrainte pouvaient éventuellement avoir une forme peu satisfaisante,
cet algorithme améliore également sensiblement la qualité du maillage. Des exemples
concrets de son utilisation seront donnés dans la derniere partie de ce chapitre.

6.2.2 Optimisation de la taille des tétraedres
Faisabilité d’une extension des méthodes bidimensionnelles
Définition d’une carte de résolution

Les spécifications en taille qu'une tétrédrisation doit respecter peuvent tout a fait étre
définies de la méme maniére que pour une triangulation (voir partie précédente), en con-
sidérant cette fois-ci comme maillage d’arriere-plan une grille structurée réguliere tridi-
mensionnelle, de résolution suffisamment fine, incluant entierement la tétraédrisation. Des
contraintes de résolution peuvent y étre définies (par exemple dépendant des valeurs d’une
propriété définie dans un autre maillage tridimensionnel), et combinées de différentes
manieres pour calculer la carte finale de résolution. La encore, nous nous bornons a
des valeurs scalaires, équivalentes a des longueurs, mais des métriques pourraient étre
utilisées ([Bossen 96], [Borouchaki 97-(1)], [Borouchaki 97-(2)], [Lo 01]) pour générer des
tétraedres anisotropes.

Mise en conformité avec la carte de résolution

Pour la mise en conformité avec la carte de résolution, I'insertion de points de Steiner a
I'intérieur des simplexes de contrainte est cette fois-ci permise (et nécessaire). En par-
tant d'une tétraédrisation grossiere, nous allons donc, de maniere classique, insérer des
nouveaux points jusqu’a obtenir satisfaction sur la taille de tétraedres. Dans ce cas,
comme pour les triangulations, la résolution finale du maillage ne sera qu’inférieure ou
égale a celle initialement souhaitée. Une autre méthode, proposée en particulier dans
[Liu 94], [Plaza 96] [Jones 97|, et [Rivara 97|, parvient a ce résultat au travers de bissec-
tions d’arétes, mais nous considérons qu’elle peut faire croitre rapidement (apres plusieurs
itérations) le nombre de tétraedres de forme peu satisfaisante dans les zones raffinées,
forme que nous souhaiterions maintenir satisfaisante dans la mesure du possible. Nous
avons par conséquent opté pour une approche de type raffinement de Delaunay.

Choix d’un critére de taille

Pour déterminer si la taille d’un tétraedre ¢ est conforme a une carte de résolution donnée
C, nous pouvons également utilser le critere ¢; suivant (équation 6.8) :

R,
ming{r(u;, vi, w;)}

Ct —

(6.8)
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Figure 6.8 Sur cet exemple, les isovaleurs 7 = 1, 7 = 2, 7 = 5 et 7 = 8 de la résolution souhaitée sont
affichées. La résolution actuelle des triangles est donnée par le rayon de leur cercle circonscrit. A gauche :
la résolution souhaitée des triangles est obtenue en évaluant la valeur de la carte de résolution au niveau
des centres des cercles circonscrits (points gris), et aucun d’eux (dont ¢) n’est raffiné. La résolution finale
du maillage ne capture alors pas toutes les variations de la carte de résolution. A droite : la résolution
souhaitée des triangles est obtenue en évaluant le minimum des valeurs la carte de résolution dans le

triangle (point rouge entouré), et le triangle ¢ est cette fois raffiné.

avec r(u;, v, w;) (0 < i < p—1) la valeur de résolution stockée au niveau des p nceuds
(u;, v, w;) du maillage d’arriere-plan situés a lintérieur du tétraedre t. Comme pour les
triangulations, nous obtenons ainsi une information que nous jugeons pertinente sur la
taille que devrait avoir ¢t. En effet, comme le montre la figure 6.8 (cas bidimensionnel
analogue), si une unique valeur était prise en compte, par exemple au barycentre ou au
centre de la sphere circonscrite a t, les variations fines de la carte de résolution C ne
seraient pas nécessairement reproduites dans la tétraédrisation obtenue apres raffinement
(sauf si p = 0). Le rayon R; de la sphere circonscrite a t reste quant a lui une bonne
approximation de sa taille actuelle, quelle que soit sa forme, méme dégénérée.

Présentation de notre méthode
Principes de ’algorithme

Nous supposons que la tétraédrisation initiale est Contraint-Delaunay, c’est-a-dire que
tous les tétraedres le sont, ainsi que toutes leurs faces et leurs arétes, sauf si celles-ci cor-
respondent (paresseusement ou non) a des simplexes de contrainte, auquel cas elles peu-
vent éventuellement contenir des sommets de la tétraédrisation dans leurs spheres circon-
scrites qui sont visibles depuis leur intérieur ([Shewchuk 97], [Baker 98|, [Shewchuk 02]).
L’algorithme de raffinement doit maintenir cette propriété au fur et a mesure des inser-
tions visant a diminuer la résolution du maillage. Pour cela, si un point p est ajouté
pour éliminer un tétraedre dont le critere de taille ¢; est supérieur a B, alors tous les
simplexes de la tétraédrisation qui ne sont plus Contraint-Delaunay vis-a-vis de p doivent
étre remplacés. Par conséquent, les faces (et donc les arétes) qui sont en association avec
les simplexes de contrainte ne peuvent pas étre éliminées par une insertion qui maintient le
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caractere Contraint-Delaunay du maillage. En effet, cela impliquerait que deux tétraedres
incidents a une face contrainte pourraient contenir le point p dans leur sphere circonscrite,
visible depuis leur intérieur, ce qui est impossible car p est dans le cas général situé d’un
coté ou de l'autre du plan défini par cette face. Il faut donc mettre en place une regle qui
précise les circonstances dans lesquelles un point doit étre inséré a l'intérieur d’une face
ou d’'une aréte contrainte de la tétraédrisation.

Le choix de cette regle est a priori assez libre, mais il doit néamoins suivre quelques
principes. En particulier, si un point p est ajouté pour éliminer un tétraedre ¢, alors cette
élimination ne peut se faire que si t n’est pas Contraint-Delaunay vis-a-vis de p. Autrement
dit, la situation ot un tétraedre de résolution insuffisante est Contraint-Delaunay vis-a-
vis du centre de sa sphere circonscrite est problématique. Il est possible de montrer que
dans ce cas, la sphere circonscrite équatoriale a la face contrainte de la tétraédrisation
qui bouche la visibilité contient nécessairement les 4 sommets de t. Ainsi, il suffit de re-
jeter tous les centres des spheres circonscrites accrochant les faces de la tétraédrisation
correspondant aux triangles de contrainte pour éviter de générer de telles configurations
problématiques. Cette solution est identique a celle adoptée dans le cadre d’une opti-
misation basée sur un critére de forme (présentée précédemment), ce qui est tout a fait
normal : dans les deux cas, I'idée est de prévenir la formation de mauvais tétraedres qui ne
puissent étre éliminés par raffinement au sein d’'un maillage maintenu Contraint-Delaunay.

Figure 6.9 Les deux situations ot un point est inséré sur un simplexe de contrainte suite au
raffinement d’un mauvais triangle, hachuré sur la figure. A gauche : une aréte de contrainte (ligne plus
épaisse) bouche la visibilité entre Pintérieur du mauvais triangle et le centre de son cercle circonscrit (point
blanc). A droite : une aréte de contrainte est accrochée par le centre du cercle circonscrit au mauvais

triangle (point blanc).

Certains centres de spheres circonscrites vont donc étre rejetés. Dans le cadre d’une
optimisation basée sur un critere de taille, ceci n’est pas suffisant. En effet, cela laisserait
intacts dans le maillage les tétraedres qui étaient initialement Contraint-Delaunay vis-
a-vis du centre de leur sphere circonscrite, et les tétraedres dont le centre de la sphere
circonscrite accroche les simplexes de contrainte (nous ne devrions considérer que les
triangles de contrainte, mais le fait de prendre en compte les arétes garantit la génération
de tétraedres de meilleure forme). Tous ces tétraedres ne sont pas nécessairement en
conformité avec la carte de résolution, et un mécanisme doit donc étre mis en place
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pour les éliminer. Cela passe nécessairement par l'ajout d’un nouveau point dans la
tétraédrisation a l'intérieur des simplexes de contrainte qui :

e bouchent la visibilité entre I'intérieur d’'un mauvais tétraedre et le centre de sa sphere
circonscrite (voir figure 6.9, dans le cas analogue de triangles).

e sont accrochés par le centre de la sphere circonscrite & un mauvais tétraedre (voir
figure 6.9, dans le cas analogue de triangles).

Nous avons donc défini les regles permettant de satisfaire les exigences de la carte de
résolution partout dans la tétraédrisation, et en particulier au niveau des simplexes de
contrainte. Focalisons-nous maintenant sur la géométrie des points qui doivent éventuelle-
ment y étre insérés.

Tout d’abord, si une aréte de contrainte est accrochée, alors une bissection est faite
sur cette aréte, dans I'espace tridimensionnel. Toutefois, au sein d'un Soft Frame Model,
rappelons que cette aréte possede plusieurs images paramétriques, associées aux surfaces
radiales incidentes a la ligne radiale dont la géométrie contient 'aréte en question. De
nouveaux points (géométriquement confondus) doivent donc étre également ajoutés aux
triangulations réalisées dans ces espaces paramétriques, et le maillage de la ligne radiale
correspondante doit étre mis a jour. Notons que du fait de la présence d’épis (voir partie
précédente), ces insertions peuvent entrainer en cascade d’autres bissections. Les trian-
gulations ont donc été modifiées, ce qui casse évidemment localement les associations,
paresseuses ou non, entre les faces de la tétraédrisation et les triangles de contrainte. Il
est donc impératif de relancer un processus de satisfaction des contraintes dans la té-
traédrisation, afin de maintenir le maillage Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay
Paresseux.

Le cas o1 un point p est inséré a 'intérieur d'une face contrainte de la tétraédrisation f
est plus complexe. En effet, dans le cas général, cette face n’est que paresseusement asso-
ciée a un ensemble de triangles appartenant, dans le cadre de 1'utilisation d’un Soft Frame
Model, au domaine paramétrique d'une surface radiale. Pour garantir que f disparaisse
de la tétraédrisation, nous ajoutons son barycentre au maillage, calculé dans l'espace
tridimensionnel. En effet, 'insertion d’un point qui n’appartienne pas a f n’est pas néces-
sairement situé a proximité des enfants de la surface radiale considérée. Le calcul de
I'image paramétrique du barycentre p est déduite de celles des sommets de f. Cependant,
comme la triangulation doit étre maintenue de Delaunay, p n’est pas inséré s’il accroche
des arétes de contrainte, conformément aux regles d’un raffinement de Delaunay. Dans
ce cas, des bissections sont réalisées sur les arétes accrochées, et les maillages de lignes
radiales correspondantes sont mis a jour. Enfin, suite aux modifications des triangula-
tions, la tétraédrisation doit étre maintenue Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay
Paresseux.

Synthése

Pour conclure sur 'optimisation de la taille des tétraedres, nous résumons ici les principales
étapes de l'algorithme original que nous avons mis en ceuvre a cet effet. Il génere un
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maillage Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay Paresseux, ou tous les tétraedres
ont une résolution au moins égale a celle exigée par le maillage d’arriere-plan. Notons
qu’il peut tout a fait étre suivi par une optimisation de la forme des tétraedres par un
lissage ou par des modifications topologiques locales, techniques que nous avons présentées
précédemment. Comme nous avons eu 'occasion de le dire pour les triangulations (voir
partie 5.2), cet algorithme converge quelle que soit la valeur de B choisie. Toutefois, le
choix B = 1 donne évidemment les meilleurs résultats.

1. Les tétraedres sont tout d’abord ordonnés dans une liste L selon le critere ¢ défini
plus haut (équation 6.8), les tétraedres les plus petits étant les derniers. Un tétraedre
dont la valeur du critere ¢ est supérieure ou égale a B sera dit B-mauvais.

2. Tant que la liste L n’est pas vide, son premier B-mauvais élément ¢, autrement dit
le tétraedre le plus mauvais dans ’état actuel du maillage, en est retiré. Soit p le
centre de sa sphere circonscrite.

3. Différents cas peuvent se présenter :

e Si t nest pas Contraint-Delaunay vis-a-vis de p, et que p accroche une ou
plusieurs arétes de contrainte dans la tétraédrisation, l’algorithme passe a
I’étape numéro 4.

e Si ¢t nest pas Contraint-Delaunay vis-a-vis de p, et que p accroche une ou
plusieurs faces de contrainte dans la tétraédrisation, I'algorithme passe a I’étape
numeéro 5.

e Si t n’est pas Contraint-Delaunay vis-a-vis de p, et que p n’accroche aucune
arecte ou face de contrainte dans la tétraédrisation, alors p est ajouté dans le
maillage, en éliminant tous les simplexes qui ne sont pas Contraint-Delaunay
vis-a-vis de p.

e Sit est Contraint-Delaunay vis-a-vis de p, alors la face contrainte de la tétraédri-
sation qui bouche la visibilité doit étre éliminée de la tétraédrisation. L’algo-
rithme passe alors a I’étape numéro 5.

4. Si une aréte contrainte de la tétraédrisation est accrochée par le point p, alors p
est rejeté et le point milieu de cette aréte est ajouté au maillage, en éliminant tous
les simplexes qui ne sont pas de Delaunay vis-a-vis de ce point. Des points sont
aussi insérés dans les triangulations des domaines paramétriques ou cette aréte a
une image, ce qui peut entrainer la bissection d’autres arétes du fait de la présence
d’épis. Les maillages des lignes radiales correspondantes sont mis a jour, et un
processus de satisfaction des nouvelles contraintes doit finalement étre réalisé pour
maintenir la tétraédrisation Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay Paresseux.
Les tétraedres éliminés sont retirés de la liste L, et ceux nouvellement créés y sont
ajoutés. Sit a été éliminé de la tétraédrisation, alors ’algorithme repart a 1’étape
numéro 2. Sinon, il repart a I’étape numéro 3.

5. Si une face contrainte de la tétraédrisation est accrochée par le point p, ou bouche
la visibilité entre p et I'intérieur de t, alors p est rejeté et le barycentre de cette face
est considéré pour une insertion :
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e Sison image dans le domaine paramétrique adéquat n’accroche aucune aréte de
contrainte dans la triangulation, alors le barycentre est ajouté a la tétraédrisa-
tion, en éliminant tous les simplexes qui ne sont pas de Delaunay vis-a-vis de
ce point. Un nouveau point est aussi inséré dans la triangulation, et un proces-
sus de satisfaction des nouvelles contraintes doit finalement étre réalisé pour
maintenir le maillage Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay Paresseux.
Les tétraedres éliminés sont retirés de la liste L, et ceux nouvellement créés y
sont ajoutés. Sit a été éliminé de la tétraédrisation, alors I'algorithme repart
a I’étape numéro 2. Sinon, il repart a 1’étape numéro 3.

e Si son image dans le domaine paramétrique adéquat accroche une ou plusieurs
arétes de contrainte dans la triangulation, alors les milieux de ces arétes y
sont ajoutés, ce qui peut entrainer la bissection d’autres arétes du fait de la
présence d’épis. En méme temps, les points correspondant sont insérés dans
la tétraédrisation, en éliminant tous les simplexes qui ne sont pas de Delaunay
vis-a-vis d’eux, et les maillages des lignes radiales correspondantes sont mis a
jour. Ce processus se répete tant que t n’a pas été éliminé de la tétraédrisation,
et que des accrochages persistent. Les tétraedres éliminés sont retirés de la liste
L, et ceux nouvellement créés y sont ajoutés. Un processus de satisfaction des
nouvelles contraintes doit étre réalisé pour maintenir le maillage Contraint-
Delaunay ou Contraint-Delaunay Paresseux. Au final, si ¢ est encore présent
dans le maillage, ’algorithme repart a ’étape numéro 5. Sinon, il repart a
I’étape numéro 3.

Commentaires sur la modification de la géométrie des surfaces radiales

Notre algorithme d’optimisation de la taille des tétraedres s’autorise donc a modifier la
géométrie des surfaces radiales du Soft Frame Model. Cependant, la position tridimen-
sionnelle des points ajoutés n’y est jamais déduite des valeurs de paramétrisation, car nous
supposons qu’initialement, la géométrie de la surface radiale était une bonne approxima-
tion de celle de ses enfants. De méme, si jamais une optimisation de la forme ou de la taille
des triangles d’une surface radiale était réalisée alors qu'une tétraédrisation contrainte par
ces triangles existait, nous n’utiliserions pas non plus les valeurs de paramétrisation pour
calculer la géométrie tridimensionnelle des points a insérer dans la tétraédrisation, mais
plutot les coordonnées barycentriques de ces points dans les triangles qui les contiennent.

6.3 Reésultats et applications

6.3.1 Exemples de maillages générés avec notre approche

Les figure suivante (figure 6.10) donne un exemple de volume tétraédrisé construit par les
méthodes que nous avons décrites précédemment, sur un modele réel du sous-sol (modele
TOTAL). Les tétraedres ont été contraints selon une approche paresseuse (voir partie
6.1), optimisés selon un critere de forme, puis selon un critére de taille afin d’assurer une
résolution homogene (voir partie 6.2). Ensuite, la qualité du maillage a été améliorée par
un post-traitement basé sur des basculements d’arétes (voir figure 6.11).
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Figure 6.10 Résultat d'une tétraédrisation générée avec notre approche (modele TOTAL). En haut
a gauche figure le modele structural ayant servi a construire le Soft Frame Model. En bas sont montrées
une coupe transversale (a gauche) et longitudinale (a droite). Noter la résolution homogene du maillage.

Les couleurs correspondent aux régions.

Figure 6.11 Effet de I'optimisation du maillage par basculements d’arétes. A gauche, seuls sont
affichés les tétracdres qui ont une valeur du critére R/r inférieure & 0.1 (dont les cerfs-volants). A droite,

seuls sont affichés les tétraedres qui ont une valeur du critére R/r comprise entre 0.2 et 0.3.
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Au final, il n’existe plus aucun cerf-volant dans le maillage, et tous les tétraedres ont
une valeur du critere de beauté R/r supérieure a 0.2, ce qui est tout a fait satisfaisant
(avec R et r le rayon des spheres respectivement circonscrites et inscrites aux tétracdres).
En guise de comparaison, la figure 6.12 montre 'effet d’'une optimisation de la forme des
tétraedres par des modifications topologiques locales de type basculement de face, sur un
modele synthétique.
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Figure 6.12 Effet de I'optimisation du maillage par basculements de faces. Seuls sont affichés les

Tl

tétraédres qui ont une valeur du critere R/r inférieure & 0.1 (dont les cerfs-volants). Comme on peut le

voir, plus de 90 % d’entre eux ont été éliminés.

6.3.2 Applications a la simulation de phénomenes physiques

Dépliage tridimensionnel de couches géologiques

Les figures suivantes (figures 6.13 et 6.14) montrent des exemples d’utilisation de volumes
tétraédrisés générés selon nos méthodes pour déplier des couches géologiques, technique
dont les enjeux ont été abordés dans la partie 2.1. Ces résultats ont été présentés dans
[Muron 03], ou le procédé de restauration en lui-méme est décrit dans le détail.

Figure 6.13 Un exemple de restauration équilibrée d'un bloc de faille. L’état actuel est & gauche,
et ’état restauré a droite. Noter que la partie supérieure du bloc a été mise a plat. La tétraédrisation de

gauche a été optimisée selon un critere de forme et de taille.
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Figure 6.14 Restauration équilibré du modele TOTAL (I’état restauré est en haut). L’horizon faillé
correspondant au toit des couches a été mis & plat. Une propriété de dilatation (un invariant du tenseur

des déformations) est affichée sur 1’état restauré.

Simulations du comportement thermique de domaines du sous-sol

Afin de montrer 'adéquation des tétraédrisations générées par notre approche avec les
méthodes de résolution des équations aux dérivées partielles (voir partie 2.2), nous présen-
tons ici les résultats d’une simulation thermique effectuée dans le cadre de ’évaluation du
potentiel géothermique du sous-sol suisse, présentés dans [Andenmatten 03]. Le modele
couvre approximativement 300 km? (20 x 15 km), sur une profondeur de 5 km. La
construction préalable d’un Soft Frame Model a permis de prendre en compte de nombreux
contacts et de remailler les horizons et les failles en conséquence (voir chapitre 5), comme
le montre la figure 6.15.

Figure 6.15 Visualisation des surfaces initiales (& gauche) et des surfaces remaillées (& droite) du

modele GEOWATT. Les triangulations ont été optimisées selon des criteres de forme et de taille.
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La maillage volumique final comprend environ 116000 sommets et 335000 tétraedres
(voir figure 6.16). La méthode utilisée pour la simulation, de type éléments finis, est
décrite dans [Kohl 95]. Nous en profitons pour remercier sincérement N. Andenmatten,
de la société GEOWATT, pour sa collaboration a notre travail.

TEMP: 9 10 11 12 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

Figure 6.16 Génération d’une tétraédrisation pour une simulation thermique (modele GEOWATT).
Une section du maillage est montrée en bas & gauche, ou ’on peut voir un raffinement autour d’un puits.

Un résultat de simulation figure en bas & droite (une propriété de température est affichée).






Chapitre

Geénération de maillages pour les
simulations d’écoulement

Ce chapitre se focalise sur un domaine particulier des géosciences, qui concerne la simula-
tion des écoulements de fluides dans les domaines poreux et perméables du sous-sol. Une
premiere partie s’attache a dégager des contraintes pouvant raisonnablement s’appliquer
aux maillages dédiés a la réalisation de ces simulations, dans un espace tridimensionnel.
Ensuite, nous présentons différentes méthodologies permettant de construire des maillages
non-simpliciaux non-structurés, semi-structurés et modulaires hybrides, satisfaisant dans
la mesure du possible ces contraintes. Les bénéfices et les inconvénients de 1'utilisation de
ces maillages y sont également discutés.

7.1 Prérequis raisonnables sur les maillages pour sim-
ulations d’écoulement

Comme nous I'avons vu dans la partie I (chapitre 2.1), I’écoulement de fluides de com-
positions différentes au sein d’'un domaine tridimensionnel du sous-sol, hétérogene et
anisotrope, est régi par un systeme d’équations aux dérivées partielles, traduisant d’une
part la conservation de la masse, et d’autre part la loi de Darcy. Parmi les méthodes
que nous avons également présentées pour discrétiser ces équations (voir chapitre 2.2),
seule celle des volumes finis permet de vérifier le principe de conservation de la masse, en
définissant des volumes de contrdle autour des noeuds d’un maillage primal ([Verma 96],
[Verma 97]), formant un maillage dual. Cette partie s’attache a cerner les propriétés que
doivent satisfaire ces volumes de controle, afin de représenter d’'une part correctement le
domaine d’étude, mais aussi et surtout d’obtenir dans un minimum de temps la solution
la plus précise possible qui soit. Pour cela, nous nous placons arbitrairement dans un
espace tridimensionnel.

159
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7.1.1 Schémas d’approximation de I’écoulement
Problématique
Bref rappel du modeéle mathématique de 1I’écoulement

Rappelons que pour un systeme a n, phases et n. composants, la conservation de la masse
d’un composant ¢ peut s’écrire (équation 7.1) :

p=np—1 p=np—1
P 9 P
% P DN, EVO .II.dA = — (. E P D, . .dV 1
( pz;) Lo p)\pkv p) /[ t( 2 T, pSp)] (7 )

ou z? est la fraction massique du composant ¢ dans la phase p, D, la densité molaire
spécifique de la phase p, A, sa mobilité, £ la perméabilité du milieu, ®, le potentiel de
la phase p (sa pression), S, sa saturation, et enfin ¢ la porosité du milieu (voir chapitre
2.1). Considérons maintenant le volume de controle V' (x;) centré autour du neeud x; du
maillage.

Discrétisation du terme d’accumulation

La discrétisation du terme de droite de I’équation 7.1, qui traduit I’accumulation de masse
au sein de V(x;), se fait entre les temps ¢ et ¢ + At, et on a (équation 7.2) :

o p=np—1 Vol(V X Pt
(120675 wp,spiav = T00D 075 e p, s,
p=0 =0

p=np—1 p=np—1 p=np—1

A Y al.D,.S,) = (¢ Y. al.D,.S)"A —(¢. Y aP.D,.S,) (7.2)
p=0 p=0 p=0

La forme du volume de controle V' (x;) n’a aucune influence sur la précision de cette
discrétisation, du moment que son volume Vol(V(x;)) puisse étre calculé correctement.

Discrétisation du terme d’écoulement

Envisageons maintenant la discrétisation du terme d’écoulement de 1’équation 7.1 (terme
de gauche). Si nous notons A;; les Nx, faces du volume de controle V(x;), de vecteur
normal sortant n;;, correspondant au dual d’une aréte reliant les noeuds x; et x;, celle-ci
s’exprime de la maniere suivante (équation 7.3) :

p=np—1 j:NXi p=np—1
;é< S 22Dy A\ kVE,)ndAx Y [}g (S a2.DyAk VD) ny;dA]  (7.3)
p=0 j=1 i p=0

En introduisant la mobilité du composant ¢ dans la phase p, noté A2 (A = a2.D,,.\,),
I'équation 7.3 devient (équation 7.4) :

p=np—1 j:NXi p=np—1

]{1 (Y D MNEVE)ndA~ Y [A( Y ALEV®,)n; (7.4
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Les valeurs de A;; et n;; sont déduites simplement de la géométrie du volume de con-
trole. Il faut ensuite approximer, pour chaque face A;; de V(x;), et pour chaque phase p
du systeme, la mobilité (A?) 4., du composant c, ainsi que le flux de la phase p au travers
de A;j, égal a k.V®,.n;;. La mobilité (AL)4,, est obtenue par une moyenne des valeurs aux
nceuds x; et x;. En pratique, seule la valeur de mobilité définie au noeud dominant, c’est-
a~dire celui duquel provient ’écoulement, est prise en compte (on parle alors d’upstream
weighting).

L’approximation du flux de la phase p au travers des faces du volume de controle V'(x;)
est plus délicate. Deux grandes approches sont possibles, selon la maniere avec laquelle
sont définies les données de perméabilité [Prévost 02]. Dans les deux cas, le potentiel @,
de la phase p est supposé varier linéairement au sein des mailles du primal :

e Avec un schéma distribué par éléments, les perméabilités k sont supposées constantes
sur les mailles du primal [Heinemann 94].

e Avec un schéma distribué par points, les perméabilités sont supposées constantes
sur les volumes de controle, autrement dit sur les noeuds du primal ([Verma 96,
[Edwards 98], [Aavatsmark 02]).

Les solutions techniques permettant de définir des propriétés sur des cellules de di-
mensions variables ont été présentées dans la partie 1.3. En regle générale, les données de
perméabilité k (équation 7.4) et de porosité ¢ (équation 7.2) sont obtenues par un procédé
d’upscaling, qui, globalement, consiste a assigner des valeurs cohérentes a un maillage
grossier a partir de valeurs distribuées dans un maillage de résolution beaucoup plus fine.
La mise au point de techniques d’upscaling est un domaine de recherche tres actif. Des
approches originales sont par exemple présentées dans [Prévost 03] et [Mallet 03-(1)]. Sur
ces bases, la dicrétisation du flux au travers les faces des volumes de controle est envis-
ageable sous deux points de vue bien distincts, que nous allons maintenant présenter dans
leurs grandes lignes. Pour cela, nous allons considérer une maille M du primal, faite de
s sommets et de a arétes. Soit x; (1 < i < s) un des sommets de M, et V(x;) le volume
de controle qui lui est associé.

Approximation du flux a plusieurs points et grilles non-orthogonales
Position du probleme sur une maille du primal

Avec un schéma distribué par éléments, la perméabilité k ,, est constante sur la maille M,
et si M est un tétraedre (s = 4,a = 6), le gradient V ,(®, de la phase p dans M peut
s’exprimer facilement par une combinaison linéaire des valeurs du potentiel aux 4 nceuds
de M, que nous allons noter x;, x;, X;, et x; (équation 7.5) :

Dy (x;) — Pp(x:)
Vud, =G| Qp(xx) — Pp(x;) (7.5)
©,(x1) — ©p(x:)

avec G; une matrice de dimension (3 x 3) dont les coefficients ne dépendent que de
la géométrie de M. Considérons désormais I'aréte de M reliant les nceuds x; et x;, et la
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Figure 7.1 Avec un schéma distribué par éléments, la perméabilité k am est constante dans chaque
tétraedre. Le flux attaché a la portion de la face duale de I'aréte (x;,x;) comprise dans le tétraedre M,
représentée en vert, dépend des valeurs de potentiel aux quatre nceuds x;, X;, X, et x;, de leur géométrie,
et de k4.

face du volume de controle V'(x;) qui lui correspond. Seule une portion de cette face est a
I'intérieur de M (voir figure 7.1). Si nous notons n%}, la normale sortante a cette portion
de face, alors le flux de la phase p qui lui est attaché vaut (équation 7.6) :

EM'VMQ)IJ'H%A = béj‘(@p(xj)_q)p(xi»”‘bz;j-(q)p(xk)_q)p(xi))’*’béj-(q)p(Xl)_q)p(xi)) (7.6)

ou les coefficients b;j , bfj et bfj sont uniquement déterminés par la valeur de perméa-
bilité au sein du tétraedre M, et par sa géométrie ([Heinemann 88],[Verma 96]). Avec un
schéma distribué par éléments, nous avons du supposer que la maille M était un simplexe,
sans quoi le calcul du gradient V (@, aurait été sur-déterminé (car M aurait eu plus de
4 sommets). Si cette hypothese n’est pas vérifiée, il est toutefois possible d’utiliser la
technique de discrétisation présentée ci-apres (habituellement utilisée pour les schémas
distribués par points).

Avec un schéma distribué par points, la perméabilité n’est plus constante dans M.
En revanche, elle I'est au sein des s régions de continuité R(x) définies par les volumes
de controle centrés sur les sommets x, de M (1 < k < s) (ceci est aussi vrai pour
un schéma distribué pas éléments, quelles que soient ses mailles primales). Le calcul
du gradient V&, va donc se faire dans chacune de ses régions ([Verma 96], [Verma 97]).
Toutefois, une région de continuité R(x;) ne contient qu’une seule valeur de potentiel,
en l'occurrence ®,(x;). Pour pouvoir calculer le gradient Vpgx,)®p, il faut donc faire
intervenir des valeurs de potentiel supplémentaires ([Edwards 98], [Aavatsmark 02]), dits
points de continuité, situés sur les arétes du maillage primal (voir figure 7.2), et que nous
allons noter xj, (1 < k < a). Dans I'hypothese ou il existe 3 arétes de M incidentes a
chacun de ses sommets, 3 points de continuité x};, X}, et x}; sont alors associés a la région
de continuité R(x;), et le gradient de la phase p y vaut (équation 7.7) :
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Figure 7.2 Avec un schéma distribué par points, la perméabilité k R(x;) est constante dans chacune
des régions de continuité de la maille M. Le flux attaché a la portion de la face duale de l'aréte (x;,x;)
comprise dans M, représentée en vert, dépend des valeurs de potentiel aux noeuds de M, des valeurs de

perméabilité associées, et de sa géométrie. Les points de continuité sont en rouge.

(Xi — Xi)e  (Xj — Xi)y (xi — Xi): q)p(xgl) - Cbp(xi)
Vex)®p = | X —Xi)e (Xip —Xi)y (Xip = Xi): || Pp(Xiz) — Pp(xi) (7.7)
Xis — Xi)z (Xjz — Xi)y (X3 — Xi)z (I)p(xg?,) - (I)p<xi)

Comme nous pouvons le voir, la premiere matrice de cette équation ne dépend que de
la géométrie de M et de la position des points de continuité sur ses arétes, c¢’est pourquoi
nous allons la noter Go. Nous pouvons ainsi écrire (équation 7.8) :

D (xy) — Pp(xi)
Vo) By = Ga. | @y(xL5) — By (x;) (7.8)
D) (x53) — Dp(xi)

Une équation similaire a I’équation 7.8 ci-dessus peut étre écrite pour toutes les autres
régions de continuité R(xx) (1 < k < s,k # i) de la maille M. En tenant compte du
fait que les flux des deux cotés des frontieres des régions de continuité doivent étre égaux
([Verma 96], [Verma 97], [Edwards 98|, [Aavatsmark 02]), il est alors possible d’obtenir

les valeurs du potentiel de la phase p au niveau des a points de continuité de M (équation
7.9) :

() ()
) o S .
P, (xy,) Dy (xs)

ou G3 est une matrice de dimension (a X s) dont les coefficients ne dépendent que
des valeurs de perméabilité k définies au nceuds x; de la maille M (1 < k < s), de sa
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géométrie et de celle de ses points de continuité. La combinaison des équations 7.8 et 7.9
permet d’obtenir la valeur du gradient du potentiel de la phase p dans chaque région de
continuité de la maille M. Considérons désormais ’aréte de M reliant les nocuds x; et
x;, et la face du volume de controle V' (x;) qui lui correspond. Le flux de la phase p au
niveau de la portion de cette face située a l'intérieur de M, de vecteur normal sortant
n,, s’exprime sous la forme (équation 7.10) :

k=s
Erec,) VRe) @0y = Y T @y (x1) (7.10)
k=1

avec T,ﬁj des coefficients dont les valeurs sont uniquement déterminées par la géométrie
de la maille M, de celle de ses points de continuité, et des perméabilités définies au niveau
des sommets de M. Notons que I’équation 7.10 est tout a fait similaire a I’équation 7.6,
obtenue avec un schéma distribué par éléments.

Discrétisation sur les faces du volume de controle

Les équations 7.6 et 7.10 sont valables pour toutes les mailles M qui contiennent les
sommets X; et x;. Par conséquent, en reprenant 1'’équation 7.4, 'écoulement total Q¥ au
travers les faces du volume de controle V' (x;) qui correspondent au dual de I'aréte de M
reliant les sommets x; et x;, peut s’écrire de la maniere suivante, respectivement pour un
schéma ditribué par éléments et par points (équations 7.11 et 7.12) :

Q2 = 30 (a3 (@) = 0y (r.)
Q2= > (M), 13 o) (1.2

ou ns est égal au nombre de sommets distincts des mailles du primal partageant ’aréte
reliant les nceuds x; et x;. Les coefficients ﬁ,ij et T,ij ne dépendent que de la géométrie
de ces mailles et de celle de leurs points de continuité (ce qui implique la connaissance de
'aire des faces du volume de contrdle), mais aussi des données de perméabilité définies
respectivement sur ces mailles ou sur leurs noeuds (1 < k < ng). Comme on peut le voir,
dans le cas général, I’écoulement entre les volumes de controles centrés sur les noeuds x;
et x; ne dépend pas uniquement des valeurs de potentiel de ces deux nceuds, mais plutot
de ng noeuds (d’ou le nom : approximation du flux a plusieurs points, multiple-point flux
approzimation en anglais, souvent abrégé MPFA).

La valeur de la variable n, dans les équations 7.11 et 7.12 est déterminante. En effet,
elle conditionne directement la taille des systemes matriciels a résoudre au sein de la
méthode des volumes finis. Nous pouvons en donner quelques exemples :

e Pour un maillage primal structuré bidimensionnel a base de quadrilateres, on a
ns = 6 pour chaque face d’'un volume de controle. Le flux total au travers chaque
volume de controle dépend alors de 9 valeurs de potentiel différentes.
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e Pour un maillage primal non-structuré bidimensionnel a base de triangles, on a
ns = 4 pour chaque face d’'un volume de controle. Le flux total au travers chaque
volume de controle dépend alors de (n, + 1) valeurs de potentiel différentes, si I'on
considere que chaque noeud du primal est en moyenne incident a n, arétes (6 par
exemple).

e Pour un maillage primal structuré tridimensionnel a base d’hexaedres, on a ng, = 18
pour chaque face d’un volume de controle. Le flux total au travers chaque volume
de controle dépend alors de 27 valeurs de potentiel différentes.

e Pour un maillage primal non-structuré tridimensionnel a base de tétraedres, on a
ns = (n; + 2) pour chaque face d'un volume de controle, avec n; le nombre moyen
de tétraedres partageant une aréte (6 par exemple). Le flux total au travers chaque
volume de controle dépend alors de (n, + 1) valeurs de potentiel différentes, si I'on
considere que chaque noeud du primal est en moyenne incident a n, arétes (20 par
exemple).

Une approximation du flux a plusieurs points est la seule technique de discrétisation de
I’écoulement qui soit correcte dans le cas général. Elle implique toutefois que les sommets
des volumes de controle (qui ne sont pas des points de continuité) soient tous situés a
I'intérieur d’une maille du primal [Verma 96]. En pratique, ils sont donc souvent situés
a leur barycentre, tout comme les points de continuité d’ailleurs, au milieu des arétes et
au barycentre des faces ([Verma 96], [Verma 97]). Du fait que la géométrie des volumes
de controle soit peu contrainte, la grille d’écoulement est dite non-orthogonale, ou encore
CVFE (pour Control Volume Finite Element). Notons enfin qu'une approximation du
flux a plusieurs points n’est pas nécessairement alourdie par 1'utilisation d’un maillage
primal non-structuré.

Approximation du flux a deux points et grilles orthogonales
Introduction

Afin de simplifier les systemes matriciels a résoudre, il est souhaitable de se ramener a un
schéma d’approximation du flux a deux points. Pour cela, des conditions strictes sur la
géométrie des volumes de controle doivent étre imposées. Ceci produit deux familles de
grilles distinctes, que ’on nomme PEBI (pour Perpendicular Bisector) et SP/SPP (pour
Streamline-Potential ou Streamline-Pressure-Potential - voir figure 7.3). Ces deux types
de maillages sont dits k-orthogonauz.

Nous n’aborderons ici que les maillages PEBI. Les détails de la construction des grilles
SPP et de leur utilisation pour des simulations d’écoulement sont donnés par exemple dans
[Verma 97], [Edwards 98], [Edwards 99], [Castellini 00-(2)] et [Mlacnik 03]. Les nceuds du
maillage primal sont alors situés au niveau des intersections entre un nombre limité de
lignes de courant et d’équipotentielles déduites d’une premiere simulation d’écoulement
tres simple, a une seule phase, réalisée sur une ou plusieurs grilles structurées et régulieres
de résolution fine (voir figure 7.3). Des techniques de tracés de lignes de courant sont
présentées dans [Thiele 96], [Batycky 96], [Prévost 02], [Blunt 02], et [Voillemont 03].
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Figure 7.3 Un exemple de grille d’écoulement tridimensionnelle de type Stream-
line-Pressure-Potential (d’aprés [Castellini 00-(1)]). Les lignes de courants et les isopotentielles sont

a gauche, et deux sections horizontales de la grille correspondante a droite.

Nous considérons que ces grilles ne sont pas appropriées a la représentation de mod-
eles tridimensionnels complexes du sous-sol. De plus, dans le cas général, ces grilles ne
sont pas strictement k-orthogonales [Edwards 98], et ne sont en théorie valides que si elles
sont reconstruites au fur et a mesure de la simulation, afin de suivre I’évolution de la
distribution des lignes de courant et des équipotentielles.

Position du probléme sur une maille du primal

Dans le cas particulier ou les données de perméabilité sont isotropes, autrement dit
représentées par des scalaires, il est possible de montrer qu’il existe un vecteur ni{,l tel
que les équations 7.6 et 7.10 ne fassent plus intervenir que les valeurs des potentiels de
la phase p aux nceuds x; et x;. En effet, un schéma d’approximation du flux a deux
points s’applique dans ce cas des lors que les faces des volumes de controle sont simple-
ment orthogonales aux arétes du maillage primal auxquelles elles correspondent, quels
que soient les valeurs de perméabilité, que le schéma adopté soit distribué par éléments
ou par points, comme le montre la figure 7.4. Le maillage dual est alors qualifié de PEBI
([Heinemann 88|, [Heinemann 89], [Palagi 91], [Verma 96]). La condition a satisfaire est
donc la suivante' (équation 7.13) :

ny | (x; - xi) (7.13)

La condition 7.13 revient a placer le centre cpq associé a la maille M au centre de la
sphere circonscrite a M.

Avec des perméabilités anisotropes, deux principales méthodes existent pour assurer
une k-orthogonalité :

e Avec un schéma distribué par éléments, a condition que les tenseurs de perméabilité
soient symétriques (diagonaux, non-diagonaux), il est possible de généraliser le cas
de perméabilités isotropes et d’imposer sur les faces de controle la condition suivante
(équation 7.14) :

'L opérateur || marque la colinéarité entre deux vecteurs.
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KR(xi)

Figure 7.4 Dans le cas ou les perméabilités sont des valeurs scalaires, I'orthogonalité entre les arétes
du maillage primal et les faces des volumes de contréle correspondantes suffit a assurer la k-othogonalité,
que le schéma soit distribué par éléments (& gauche) ou par points (& droite). Le dual d’une maille du
primal est alors le centre de sa sphere circonscrite. Chaque couleur correspond a un domaine ou la

perméabilité est supposée constante.

kg3 | () = i) (7.14)

Le maillage dual est alors qualifié de G-PEBI, pour Generalized Perpendicular Bisec-
tor ([Heinemann 88|, [Heinemann 89], [Verma 96]). La figure 7.5 montre les volumes
de controle obtenus dans un cas bidimensionnel, avec des tenseurs de perméabilité
quelconques.

Figure 7.5 Avec un schéma distribué par éléments, si les tenseurs de perméabilité sont anisotropes
et symétriques, il est possible d’assurer une k-orthogonalité si les anisotropies ne sont pas trop fortes.

Chaque couleur correspond a un domaine ou la perméabilité est supposée constante.

e Avec un schéma distribué par éléments ou par points, a condition que I’anisotropie
de perméabilité soit uniforme (c’est-a-dire constante sur tout le maillage), et que les
tenseurs soient diagonaux, une autre solution consiste a raisonner dans un espace de
calcul ou la perméabilité est isotrope, et a générer les volumes de controle dans cet
espace (condition 7.13). Ensuite, ceux-ci sont replacés dans I'espace physique de dé-
part, ou ils sont k-orthogonaux ([Gunasekera 97|, [Balaven 00-(1)]), et globalement
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Figure 7.6 Que ce soit avec des perméabilités isotropes (& gauche) ou anisotropes (a droite), le
fait que les mailles du primal soient des simplexes de Delaunay n’assure en rien que ceux-ci contiennent
le centre de leur sphere circonscrite, et en pratique, parvenir a une k-orthogonalité n’est pas toujours
possible.

allongés selon l'ellipsoide de perméabilité. Une technique permettant de calculer la
transformation vers l'espace de calcul est donnée dans [Gunasekera 97].

Dans I'hypothese ot une k-orthogonalité est envisageable, les équations 7.6 et 7.10
deviennent respectivement (équations 7.15 et 7.16) :

- Voan®@pmi = by (Py(x;) — Dp(xs)) (7.15)

ER(Xi)‘VR(Xi)q)p'ni{/l = Tiij'q)p(xi) + T;j-q)p(xj) (7.16)

avec d'une part b;; un coefficient uniquement déterminé par la géométrie de M et par
sa valeur de perméabilité k,,, et d’autre part Tfj et T]” deux coefficients dont les valeurs
dépendent uniquement de la géométrie de M et de celle de ses points de continuité, mais
aussi des s valeurs de perméabilité définies aux nceuds de M.

La construction de grilles PEBI ou G-PEBI n’est pas toujours possible ([Verma 96],
[Prévost 03]). En effet, il est nécessaire que le centre ¢ associé a la maille du primal M
soit situé a U'intérieur de M, ou, a la limite, dans un de ses voisins immédiats [Verma 96].
Cependant :

e Avec des perméabilités scalaires, comme nous 'avons déja dit, le point cy est le
centre de la sphere circonscrite a M. Dans le cas général, rien n’impose que ce point
soit situé dans M (voir figure 7.6).

e Avec des tenseurs de perméabilité symétriques quelconques (diagonaux, non-diago-
naux), le point ¢y est construit de maniere a satisfaire la condition 7.14. Ce point
est situé dans M seulement si les anisotropies de perméabilité ne sont pas trop fortes
(voir figure 7.6).

Par conséquent, avec de fortes anisotropies locales de perméabilité, une pratique
courante est d’assurer la k-orthogonalité dans le plus de mailles possibles, puis de réaliser
une approximation du flux a deux points sur ces mailles. Pour les autres, un classique
schéma d’approximation du flux a plusieurs points est alors adopté.
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Discrétisation sur les faces du volume de controle

En supposant qu’elles soient valables, les équations 7.15 et 7.16 s’appliquent sur toutes les
mailles M qui contiennent les sommets x; et x;. Par conséquent, en reprenant I’équation
7.4, ’écoulement total Q% au travers les faces du volume de controle V(x;) qui correspon-
dent au dual de I'aréte de M reliant les sommets x; et x;, peut s’écrire de la maniere
suivante, respectivement pour un schéma ditribué par éléments et par points (équations
7.17 et 7.18) :

QU =By S (A)a, (@y(x)) — By(x,)) (7.17)
p=0
p=np—1 .. ..
QU= S (A4, 79 By(x) + 7D ()] (7.18)
p=0

ou la valeur des coefficients 3;; d'une part, et Tfj et T;j d’autre part, ne dépend que de
la géométrie des mailles partageant 'aréte reliant les noeuds x; et x; et de celle de leurs
points de continuité (ce qui implique la connaissance de l'aire des faces du volume de
controle), mais aussi des données de perméabilité définies respectivement sur ces mailles
ou sur leurs noeuds. Comme on peut le voir, ’écoulement entre les volumes de controle
centrés sur les nceuds x; et x; est alors uniquement déterminé par la valeur de leur poten-
tiel (d’ou le nom : approzimation du flux a deuz points, two-point flux approrimation en
anglais, souvent abrégé TPFA). La grille d’écoulement est alors dite orthogonale, ou encore
CVFD (pour Control Volume Finite Difference). Ceci limite certains problemes de con-

vergence pouvant apparaitre avec un schéma MPFA ([Gunasekera 97], [Heinemann 94],
[Mlacnik 03]).

Avec un schéma d’approximation du flux a deux points, I’écoulement total au travers
le volume de controle V(x;) est déterminé par (n, + 1) valeurs de potentiel différentes,
avec n, le nombre d’arétes incidentes au nceud x;. Autrement dit :

e Pour un maillage primal structuré bidimensionnel a base de quadrilateres, le flux
total au travers chaque volume de controle dépend de 4 valeurs de potentiel dif-
férentes.

e Pour un maillage primal non-structuré bidimensionnel a base de triangles, si I’'on
admet qu’en moyenne 6 arétes sont incidentes a chaque noeud, le flux total au travers
chaque volume de controle dépend de 7 valeurs de potentiel différentes.

e Pour un maillage primal structuré tridimensionnel a base d’hexaedres, le flux total
au travers chaque volume de controle dépend de 7 valeurs de potentiel différentes.

e Pour un maillage primal non-structuré tridimensionnel a base de tétraedres, si I'on
admet qu’en moyenne 20 arétes sont incidentes a chaque nceud, le flux total au
travers chaque volume de controle dépend de 21 valeurs de potentiel différentes.
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Synthese

Nous résumons ici les points importants de la phase de discrétisation de ’écoulement au
sein des volumes de controle.

Une approximation du flux a plusieurs points (sur des grilles non-orthogonales, ou
CVFE) est valide quelle que soit la forme sous lesquelles se présentent les données de
perméabilité (tenseurs symétriques, asymétriques, scalaires, etc), pour des schémas dis-
tribués par éléments ou par points ([Verma 96|, [Verma 97]). Cependant, cette tech-
nique de discrétisation alourdit la résolution des systéemes matriciels lors de la simulation
([Heinemann 94], [Castellini 00-(2)]).

Une approximation du flux & deux points (sur des grilles k-orthogonales, ou CVFED)
peut étre adoptée avec des schémas distribués par éléments ou par points, si la géométrie
des volumes de controle satisfait des conditions précises :

e Si les données de perméabilité sont des scalaires (milieu isotrope), alors les faces
des volumes de controle doivent étre orthogonales aux arétes du maillage primal
auxquelles elles correspondent ([Heinemann 89|, [Palagi 91], [Palagi 92], [Verma 96]).
Pour cela, le dual de chaque maille du primal doit étre le centre de sa sphere circon-
scrite (condition 7.13). Le maillage dual est alors dit PEBI [Heinemann 89|, sous
réserve que les centres des spheres circonscrites aux mailles soient situés a I'intérieur
de ces mailles.

e Si les données de perméabilité sont des tenseurs symétriques (diagonaux, non-
diagonaux), et le schéma distribué par éléments, le dual de chaque maille du primal
doit étre construit de maniere a satisfaire la condition 7.14, ce qui produit un mail-
lage dit G-PEBI ([Heinemann 88], [Heinemann 89|, [Verma 96]). La encore, ces
points doivent étre situés a l'intérieur des mailles du primal, ce qui est difficile a
assurer avec de fortes anisotropies de perméabilité.

e Si les données de perméabilité sont des tenseurs uniformes et diagonaux, il est pos-
sible d’assurer une k-orthogonalité avec un schéma distribué par éléments ou par
points, en générant les volumes de controle dans un espace ou la perméabilité est
isotrope, et donc ou la condition 7.13 s’applique [Gunasekera 97]. Dans 'espace
physique de départ, ceux-ci sont alors orientés selon 1’ellipsoide de perméabilité.

e Il est tout a fait envisageable d’appliquer une approximation du flux a plusieurs
points aux mailles pour lesquelles il n’est pas possible d’assurer une k-orthogona-
lité.

Que le maillage primal soit structuré ou non-structuré, régulier ou irrégulier, une
approximation du flux a deux points facilite la résolution des systemes matriciels lors de la
simulation, car dans tous les cas, le flux au niveau de chaque face d’un volume de controle
ne dépend plus que de deux valeurs de potentiel. De plus, un schéma TPFA améliore la
stabilité de la simulation d’écoulement ([Gunasekera 97|, [Heinemann 94], [Mlacnik 03]).
L’efficacité de cette technique de discrétisation est par ailleurs directement liée au nombre
d’arétes incidentes a chaque nceud du primal.
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7.1.2 Améliorations de la performance des simulations
Parametres influant sur la précision des simulations
Introduction

Nous voyons deux principaux parametres pouvant conditionner la précision d'une simu-
lation d’écoulement : d’une part le respect des interfaces du domaine d’étude, mais aussi
la possibilité d’adapter les volumes de controle aux directions principales de I’écoulement,
que ce soit en modifiant localement leur forme ou leur nombre.

Prise en compte des interfaces du domaine

Les interfaces du domaine, comme les failles et les horizons, ont une grande influence sur
I’écoulement. Ils doivent donc étre dans la mesure du possible représentés dans la grille
d’écoulement par des unions de faces de volumes de controle. Ceci se fait d’'une maniere
a la fois simple et précise avec des volumes de controle simpliciaux (voir chapitre 6.1).
Le probleme est en général beaucoup plus délicat avec des maillages structurés a base
d’hexaedres, méme irréguliers [Souche 03], sauf s’ils sont structurés par blocs [Jenny 02].
Avec des volumes de controle obtenus par dual d’une tétraédrisation contrainte, des pré-
ou post-traitements spécifiques sont nécessaires pour avoir une représentation correcte des
interfaces dans la grille d’écoulement. Ce point sera abordé plus en détail dans la partie
7.2.

Orientation et nombre des volumes de controle

Il est reconnu que l'orientation des mailles a des conséquences importantes sur la préci-
sion des simulations ([Heinemann 89|, [Palagi 91], [Palagi 92], [Verma 96], [Mlacnik 03]),
en particulier avec de faibles hétérogénéités de perméabilité et de porosité [Verma 96]. 11
est donc souhaitable qu’elle capture les principales directions supposées de 1’écoulement.

Les puits sont des objets fondamentaux dans une simulation d’écoulement. D’une
maniere classique, on distingue les puits injecteurs, qui agissent comme un terme source
dans I'équation 7.1, et les puits producteurs, qui tiennent lieu de puits de potentiel. Le
traitement de ces objets est particulier. En effet, du fait de conditions imposées de pres-
sion ou de production, I’écoulement a proximité des puits suit des lois différentes de celles
présentées auparavant. La mise au point de tels modéles de puits et leur intégration aux
simulations dépasse tres largement le cadre de notre travail ; des exemples en sont donnés
dans [Heinemann 89|, [Palagi 91], [Consonni 93], [Verma 96] ou encore [Wolfsteiner 02].
Quoiqu’il en soit, ’écoulement des fluides pres des puits a une distribution strictement
radiale par rapport a leur trajectoire. Par conséquent, I'utilisation de maillages structurés
(& géométrie radiale) centrés sur les puits est une solution optimale. Cette solution a été
proposée initialement dans [Pedrosa 85|, puis reprise et validée dans de nombreuses publi-
cations comme [Palagi 91|, [Consonni 93], [Heinemann 94], [Verma 97|, [Gunasekera 97],
[Jenny 02].
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Loin des puits, dans les zones que 'on nomme réservoir, les directions préférentielles
de I’écoulement sont a priori inconnues. Cependant, comme nous ’avons déja évoqué au
sujet des grilles SPP (Streamline-Pressure-Potential Grids), il est toujours envisageable,
en préambule a la construction de la grille finale d’écoulement, de réaliser une premiere
simulation tres simple, a une seule phase, dans la totalité ou une partie du domaine, puis
d’en extraire des ensembles lignes de courant et d’équipotentielles. Il est alors possible
d’avoir une idée des directions principales de I’écoulement, et de pouvoir construire une
grille en conséquence ([Edwards 98], [Castellini 00-(2)], [Mlacnik 03]). Si I’on juge le cott
induit par cette premiere simulation trop important, la modélisation des zones réservoir
reste problématique. Sil’écoulement y est considéré comme linéaire, une premiere solution
consiste a utiliser un maillage structuré et régulier [Pedrosa 85]. Toutefois, I'expérience
montre que 'utilisation de maillages non-structurés irréguliers, méme plus grossiers, ré-
duit de maniere satisfaisante les effets d’orientation [Verma 96|, surtout avec des volumes
de controle polyédriques quelconques ([Heinemann 89], [Gunasekera 97]).

Par ailleurs, comme nous avons pu le voir dans le chapitre 6.2, d’'une maniere générale,
il est relativement simple de faire varier localement la densité des nocuds dans un maillage
de simplexes, dans les partie plus «exigeantes» du domaine, comme les zones de fortes
anisotropies de perméabilité par exemple. Ceci peut se faire aussi avec des hexaedres
irréguliers [Castellini 00-(2)], mais dans une certaine mesure seulement, du fait du manque
de flexibilité inhérent a la structure du maillage. L’utilisation de polyedres quelconques
rend la tache plus aisée [Mlacnik 03].

Syntheése

Nous arrivons par conséquent aux conclusions suivantes :

1. Les interfaces du domaine d’étude (failles, horizons) sont représentés d’une maniere
a la fois souple et précise quand la grille d’écoulement est a la fois non-structurée
et irréguliere. Des solutions existent cependant pour des grilles irrégulieres mais
structurées [Jenny 02].

2. La prise en compte des puits doit se faire par 1'utilisation de volumes de controle
structurés a base d’hexaedres, dont la géométrie est radiale par rapport a la trajec-
toire des puits. Ceci capture de maniere optimale la direction de 1’écoulement dans
cette partie du domaine d’étude.

3. Dans les zones réservoir, pour plus de précision, il est souhaitable d’avoir d’une part
une idée des directions préférentielles de ’écoulement, et d’autre part de faire varier
la densité du maillage dans certaines parties plus «exigeantes» du domaine, et de
construire des volumes de controle en conséquence. L’utilisation de tétraedres ou de
polyedres quelconques parait alors plus appropriée.

4. Pour éviter les effets d’orientation dans les zones réservoir, il est préférable d’utiliser
des maillages non-structurés, qui se comportent bien quelles que soient les distribu-
tions de perméabilité ([Heinemann 89], [Verma 96], [Gunasckera 97]).
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Parametres influant sur la rapidité et la robustesse des simulations

Le temps nécessaire a la réalisation d’une simulation d’écoulement est directement pro-
portionnel au nombre de volumes de controle, et donc au nombre de nceuds du maillage
primal. De plus, comme nous ’avons vu précédemment, avec une approzimation du flux a
deuz points (maillage dual k-orthogonal, de type PEBI ou G-PEBI), le coiit calcul induit
par chaque volume de controle dépend avant tout de son nombre de faces. Ainsi :

e Les simplexes sont les volumes de controle qui ont le moins de faces possible (4
pour un tétraedre). Cette approche a été suivie dans [Durlofsky 93] en dimen-
sion 2, et dans [Gunasekera 97] en dimension 3. Elle est a premiere vue opti-
male, mais le nombre total de volumes de controle reste relativement élevé dans
la plupart de cas, méme s’ils peuvent étre regroupés sans trop perturber la k-
orthogonalité ([Gunasekera 97], [Owen 99-(2)]). De plus, la présence de simplexes de
forme dégénérée pose des problemes importants, et rend le processus de simulation
peu robuste.

e L’utilisation d’hexaedres comme volumes de controle réduit aussi le nombre de faces
(6 pour un hexaedre). Les volumes de controle sont alors en général moins nombreux
que dans le cas précédent.

e Le maillage dual d'une tétraédrisation produit des volumes de controle polyédriques
quelconques, avec de nombreuses faces. Toutefois, ceux-ci sont en quantité moins
importante que dans le cas de volumes de controle simpliciaux (un rapport de 1 a 5
est avancé dans [Gunasekera 97]). Par ailleurs, la présence de tétraedres dégénérés
dans le maillage primal (comme les cerfs-volants) n’altére pas la forme des volumes
de controle [Gunasekera 97|, ce qui est un gage de robustesse.

Discussion

Toutes ces informations, relatives a la précision, a la rapidité et a la robustesse des simu-
lations, peuvent se résumer dans le tableau suivant :

C Cy Cs Cy Cs Cs
simplexes X X X X X X X X X X X X X
hexaedres | x x X X X X X X X X X
polyedres X X X X X X X X | X X X X X

ou les colonnes correspondent, dans 'ordre, au nombre de volumes de controle (C), a
leur nombre moyen de faces (Cs), a la présence éventuelle de volumes de controle dégénérés
(C3), a la possibilité de faire varier localement leur densité ou d’adapter leur distribution
aux directions préférentielles de 1'écoulement (Cy), a la présence d’effets d’orientation
(C5), et enfin & la prise en compte des interfaces (C). Un nombre de croix important
(x x x) indique par ailleurs un point bénéfique pour la simulation d’écoulement.
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Nous considérons ainsi que dans les zones réservoir, les maillages non-structurés ir-
réguliers constituent le meilleur compromis précision/rapidité. L’utilisation de volumes
de controle simpliciaux limite la robustesse de la simulation, mais d’un autre coté, avec
des volumes de controle polyédriques quelconques (obtenus par le dual d'une tétraédrisa-
tion), les interfaces sont représentés d’une maniere moins naturelle. Dans les zones peu
«exigeantes» du domaine d’étude, ou la précision de la simulation n’est pas déterminante,
la présence de volumes de controle structurés est par ailleurs susceptible d’augmenter sen-
siblement la rapidité du processus. A proximité des puits, le bénéfice de I'utilisation de
maillages structurés et réguliers ne fait aucun doute.

7.2 Génération de maillages non-structurés et semi-
structurés

Cette partie présente les méthodes que nous avons adoptées pour générer des maillages
non-simpliciaux non-structurés et semi-structurés, que nous pensons adaptés aux simula-
tions d’écoulement au regard des criteres décrits dans la partie précédente (partie 7.1).
Dans les deux cas, les volumes de controle seront polyédriques. Les avantages et les
bénéfices de I'utilisation de ces maillages seront discutés a l'aide de quelques exemples.

7.2.1 Maillages non-simpliciaux completement non-structurés
Principes de construction de maillages non-simpliciaux non-structurés
Les volumes de controle comme dual des sommets d’une tétraédrisation

Dans ce premier type de maillage, les volumes de controle constituent le maillage dual
d’une tétraédrisation contrainte par les interfaces du domaine d’étude (voir partie 6.1),
comme le montre la figure 7.7. Ils ont ainsi une forme polyédrique quelconque, avec toute-
fois la particularité de former un maillage ou il existe 4 arétes incidentes a chaque sommet,
chaque tétraedre possédant 4 faces. Leur nombre de faces est variable, et, comme nous
I'avons vu dans la partie précédente (partie 7.1), il reste dans tous les cas important par
rapport aux autres types de grilles envisagées pour des simulations d’écoulement : il n’est
pas rare par exemple d’avoir des volumes de controle avec plus de 20 faces (voir figure
7.7(c)). Cependant, ces maillages sont de trés bon supports aux simulations d’écoulement
([Verma 96|, [Verma 97|, [Gunasekera 97|, [Hale 01], [Hale 02], [Mlacnik 03]), car ils sont
gage a la fois de précision et de robustesse. Par ailleurs, I'utilisation d’un maillage simpli-
cial comme primal permet d’adopter indifféremmment un schéma distribué par éléments
(perméabilités définies sur les tétraedres) ou par points (perméabilités définies sur les
noeuds de la tétraédrisation).

Topologie des volumes de controle

La construction des relations topologiques entre les cellules d'un tel maillage ne pose pas de
problemes particuliers. Conformément a la définition que nous avons donnée d’'un maillage
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Figure 7.7 Principales étapes de construction d’un maillage non-simplicial non-structuré pour
simulations d’écoulement (d’apres [Grosse 02]). (a) : Soft Frame Model de départ. (b) : Résultat de la
tétraédrisation du Soft Frame Model. (c) : Visualisation du maillage dual de la tétraédrisation, sans les
volumes de controle non-bornés. (d) : Incorporation des contraintes dans la grille d’écoulement.

dual (voir partie 1.1), toute cellule de dimension p (0 < p < 3) de la tétraédrisation est
en bijection avec une cellule de dimension (3 — p) de la grille d’écoulement. Ainsi :

e Chaque tétraedre correspond a un sommet d’un volume de controle. Rappelons que
pour étre valide, ce sommet doit étre situé a lintérieur du tétraedre.

e Chaque aréte de la tétraédrisation, incidente a n; tétraedres, correspond a une face
d’un volume de contrdle a n, sommets.

e Chaque face de la tétraédrisation correspond a une aréte de la grille d’écoulement.

e Chaque noeud de la tétraédrisation, incident a n, arétes, correspond a un volume
de controle a n, faces.

Avec un modele micro-topologique de type G-Carte (présenté dans la partie 1.3), la
construction d’une topologie duale est particulierement aisée et rapide. En effet, il suffit
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Figure 7.8 Calcul des relations topologiques duales avec un modele de G-Carte (A gauche) et de
Carte (& droite). Les voisinages de type «g sont en orange, ceux de type a; ou [ en bleu, et ceux de

type ag ou (s en rouge (voir partie 1.1).

pour cela de permuter les involutions «; (0 < i < 3) qui régissent les relations d’incidence
dans ces modeles [Grosse 02]. Ainsi, le maillage dual a le méme nombre de brins que le
maillage primal (ceci est aussi vrai pour les aimants d'une Carte), et seules les relations
entre ces éléments sont modifiées : deux brins liés par une relation de type ag, oy, as ou
as dans le maillage primal deviennent liés respectivement par une relation de type as, as,
a; ou ap dans le maillage dual (voir figure 7.8).

Cependant, quel que soit le modele micro-topologique utilisé, les sommets, les arétes
et les faces situés sur le bord de la tétraédrisation génerent dans le maillage dual des vol-
umes de controle ouverts, avec des faces et des arétes non-bornées [Boissonnat 95]. D’une
maniere plus générale, le dual des 0-, 1- et 2-simplexes contraints dans la tétraédrisation
produit dans la grille d’écoulement des 3-, 2- et 1-cellules qui intersectent les simplexes de
contrainte pour la tétraédrisation, comme le montre la figure 7.9. Or, il est souhaitable que
les volumes de controle soient également contraints par ces mémes simplexes ([Verma 96,
[Verma 97]). Des traitements spécifiques sont donc nécessaires [Gunasekera 97].

Géométrie des volumes de controle

Deux problemes principaux se posent en ce qui concerne la géométrie des volumes de
controle : d’une part I'assurance d’une k-orthogonalité, et d’autre part le respect des in-
terfaces du domaine d’étude, qui, comme nous venons de le voir, est logiquement cassé
par l'opération de dualité (voir figure 7.9).

Faire en sorte que les conditions 7.13 (pour des perméabilités isotropes) ou 7.14 (pour
des perméabilités anisotropes) soient assurées sur les faces des volumes de controle au-
torise 'emploi d’une approximation du flux a deuz points (TPFA), et ainsi améliore a la
fois la rapidité, la stabilité et la précision des simulations. Pour cela, la géométrie des
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Figure 7.9 Logiquement, un maillage dual, quel qu’il soit (ici il est PEBI, avec des perméabilités
isotropes donc), n’honore pas naturellement les contraintes du maillage primal, matérialisées par les arétes

noires plus épaisses.

sommets des volumes de controle est modifiée en conséquence. Toutefois, dans le cas
de fortes anisotropies par exemple, la géométrie obtenue est parfois située a [’extérieur
des mailles du primal, ce qui peut aboutir dans certains cas a des recouvrements entre
volumes de contréle, configurations qui ne sont pas acceptables pour réaliser les simula-
tions ([Heinemann 89|, [Verma 96|, [Verma 97]), que le schéma adopté soit distribué par
éléments ou par points. D’ailleurs, avec des perméabilités anisotropes, la propriété de De-
launay ou Contraint-Delaunay de la tétraédrisation n’est d’aucune utilité, car les sommets
des volumes de controle n’ont alors rien a voir avec les centres des spheres circonscrites.

Meéme avec des perméabilités isotropes, ces configurations problématiques sont suscep-
tibles de survenir. En effet, rien n’impose a priori qu'un tétraedre contienne le centre de
sa sphere circonscrite. Cette propriété n’est pas liée a la forme du tétraedre :

e Des tétraedres plats comme les cerfs-volants ou les aiguilles (a trois arétes courtes)
peuvent tout a fait contenir le centre de leur sphere circonscrite.

e Des tétraedres résultant de la division d’un cube en 6, de forme pourtant satis-
faisante, contiennent seulement le centre de leur sphere circonscrite sur leur bord.

Cependant, il est notable qu'une tétraedrisation de Delaunay ne peut nécessairement
pas produire de recouvrements entre volumes de controle, puisque ceux-ci correspondent
dans ce cas (ce n’est bien sur vrai que dans le cas de perméabilités isotropes) aux régions
de Voronoi associées aux sommets de la tétraédrisation (voir partie 4.1). Toutefois, la pro-
priété de Delaunay n’assure pas non plus que les tétraedres contiennent le centre de leur
sphere circonscrite. Avec des perméabilités isotropes, une tétraédrisation de Delaunay ou
Contraint-Delaunay n’est donc pas indispensable a la génération d’un maillage dual qui
soit k-orthogonal, mais permet d’éviter en tout cas les recouvrements entre volumes de
controle, ce qui est un avantage non-négligeable.

Par ailleurs, pour replacer les centres des sphéeres circonscrites a l'intérieur des mailles
du primal, il est aussi possible de lisser la géométrie de ce dernier ([Heinemann 89,
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[Gunasekera 97|, [Grosse 02], [Mlacnik 03]), ou bien, avec un schéma distribué par points,
de regrouper les ensembles de tétraedres adjacents problématiques dont les centres des
spheres circonscrites sont proches, ce qui perturbe la k-orthogonalité dans des propor-
tions acceptables [Gunasekera 97].

Que les données de perméabilité soient isotropes ou anisotropes, si jamais le sommet
d’un volume de controle ne peut étre situé a l'intérieur du tétraedre qui lui correspond,
il est possible de le placer au barycentre de ce dernier, et d’appliquer une approximation
du fluz a plusieurs points (MPFA) aux faces des volumes de controle situées a l'intérieur
de ce tétraedre. Une autre solution est de continuer a utiliser une approximation du flux
a deux points (TPFA) pour ces faces, mais avec une perte dommageable de précision.

Nous allons désormais considérer que chaque tétraedre contient le sommet des volumes
de controle qui lui correspond dans la grille d’écoulement. Deux techniques principales
sont employées pour contraindre les faces des volumes de controle. La premiere, pro-
posée dans [Verma 96], consiste a partir d'une tétraédrisation non-contrainte, a générer
les volumes de controle, puis a déformer ces-derniers, en modifiant la géométrie de leurs
sommets (points de continuité et centres des tétraedres) de maniére a les situer au niveau
des intersections des aretes et des faces de la tétraédrisation avec les simplexes de con-
trainte. Cette technique n’a été utilisée qu’en dimension 2, et nous pensons qu’elle résulte
en une approximation tres grossiere des contraintes. Une autre technique, beaucoup plus
répandue, et déclinée sous de nombreuses formes (une approche originale est présentée par
exemple dans [Hale 01] et [Hale 02]), consiste a dupliquer les sommets des simplexes de
contrainte ([Gunasekera 97], [Nullans 98]). Dans notre travail, nous avons opté pour une
solution de ce type (voir figures 7.7, 7.10, 7.11 et 7.12), présentée dans [Lepage 02-(1)],
[Lepage 02-(2)], et [Grosse 02], décrite ci-apres.

Nous proposons de contraindre les volumes de controle par un post-traitement plutot
que par un pré-traitement. Placons-nous pour cela dans le contexte d’utilisation d’un
Soft Frame Model (voir partie 3.2). Habituellement, les sommets situés a l'intérieur des
triangulations matérialisant la géométrie des surfaces radiales, ceux situés a l'intérieur des
lignes polygonales matérialisant la géométrie des lignes radiales, et ceux correspondant
a la géométrie des nceuds radiaux sont dupliqués en un nombre suffisant d’exemplaires,
de sorte que la tétraédrisation de Delaunay de ces nouvelles données crée un ensemble de
tétraedres plats en cerf-volant ou en aiguille, dont la sphere circonscrite a un rayon qui
reste raisonnable, et dont le centre est donc susceptible d’étre situé dans leur intérieur (voir
figure 7.10, pour un analogue bidimensionnel). Ces tétraedres constituent en quelque sorte
une enveloppe autour des simplexes de contrainte pour la tétraédrisation. Si la géométrie
des points dupliqués est suffisamment proche, le dual du maillage obtenu génere des
volumes de controle dont les faces, arétes et sommets approximent localement tres bien les
simplexes de contraintes initiaux. Cette solution fonctionne a premiere vue avec tout type
de données [Nullans 98]. Cependant, les volumes de controle produits ont alors des faces
d’aire tres faible, et les flux au travers de celles-ci sont donc négligeables (indépendemment
des valeurs de perméabilité et de potentiel). L’algorithme que nous proposons génere des
volumes de controle identiques, c’est-a-dire avec les mémes centres, mais sans ces faces
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Figure 7.10 Les contraintes sur le maillage primal sont les arétes noires plus épaisses (A). En
général, les sommets de ces contraintes sont dupliqués et le nouvel ensemble de points est remaillé (B).
Ensuite, le maillage dual est construit de maniere classique (C, D). Un résultat quasi-identique est obtenu
en dupliquant les points aprés la tétraédrisation, avec des post-traitements spécifiques (E, F). Ceci évite

un remaillage, et génere des volumes de controle sans faces dégénérées.

dégénérées (voir figures 7.7, 7.11 et 7.12) :

1. Contraindre la tétraédrisation d’une maniere classique (voir partie 6.1).

2. Créer autant de bords internes que nécessaires dans la tétraédrisation, comme le
montre la figure 7.10. Pour cela, nous utilisons I'algorithme tres robuste employé
précédemment pour la construction de modeles volumiques définis par frontieres
(voir partie 5.3), étendu a la dimension 3. Avec cette méthode, les points dupliqués
peuvent tout a fait avoir une géométrie identique.

3. Construire les volumes de controle de maniere classique, en ajoutant toutefois les mi-
lieux des arétes contraintes, et les points correspondant aux nceuds radiaux incidents
a plus de deux lignes radiales. Ces points peuvent éventuellement étre fusionnés si
I’on souhaite éviter d’avoir des bords internes dans la grille d’écoulement (voir figure
7.10).

Avec cette méthode, les contraintes sur le maillage primal sont mieux approximées
(voir figures 7.7, 7.11(b), et 7.12), et les volumes de controle ont moins de faces qu’avec
une méthode classique, ce qui est susceptible d’améliorer a la fois la performance et la
rapidité des simulations, d’autant plus qu’une re-tétraédrisation est évitée. Le flux au
travers les faces contraintes des volumes de controle peut étre ensuite calculé de maniere
classique, selon un schéma d’approximation TPFA ou MPFA.
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Figure 7.11 Un exemple bidimensionnel de prise en compte des contraintes dans le
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7.12 Un premier exemple tridimensionnel avec le modele synthétique XINGU, montrant &

gauche la tétraédrisation, et a droite le maillage obtenu par dual. Les noeuds et arétes de contrainte situés

sur les bords externes n’ont pas été pris en compte.

Application aux simulations d’écoulement et discussion

Exemples d’utilisation de maillages non-simpliciaux non-structurés

Nous donnons ici des exemples de grilles d’écoulement obtenues avec ’approche décrite
précédemment, présentés dans [Grosse 02] et [Prévost 03]. Nous en profitons pour re-
mercier M. Prévost, de I'Université de Stanford, et O. Grosse, pour leur collaboration
fructueuse a notre travail (figure 7.13).
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(a) Sur cet exemple, des raffinements locaux ont été réalisés pour apporter plus de précisions
aux simulations. Une faille coupe le modele de part en part (d’apres [Prévost 03]).

(b) A gauche, superposition des données de perméabilité, du maillage primal, et de la grille
d’écoulement. A droite, les volumes de contrdle ont été aplatis de maniére a capturer les
hétérogénéités de peméabilité (d’apreés [Prévost 03]).

Figure 7.13 Quelques exemples de maillages non-simpliciaux complétement non-structurés pour
simulations d’écoulement.

Bénéfices et inconvénients de I'utilisation de ces maillages

Le principal inconvénient de 1'utilisation de volumes de contrdle non-structurés et irrégu-
liers est le manque de précision de la simulation a proximité des puits. En effet, les
directions de I’écoulement dans ces zones sont moins bien capturées qu’avec des volumes
de controle structurés a géométrie radiale. Cependant, raffiner la tétraédrisation (voir
partie 6.2) dans un domaine centré autour des puits [Prévost 03], ou en fonction de la
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distribution de lignes de courant [Mlacnik 03], permet localement d’améliorer la précision
des résultats. Par ailleurs, comme nous avons pu le voir, la prise en compte des interfaces
est beaucoup moins naturelle qu’avec des volumes de controle simpliciaux.

Cependant, ces grilles sont de bons supports pour les simulations d’écoulement, car les
effets d’orientation sont réduits dans les zones réservoir, et les volumes de controle rela-
tivement peu nombreux. De plus, aucun d’entre eux n’est dégénéré. Il est également tres
facile de modifier la grille au cours du temps, car I’ajout de nouveaux points (autrement
dits de nouveaux volumes de contrdle) est simple a réaliser dans la tétraédrisation.

7.2.2 Maillages non-simpliciaux semi-structurés
Procédé de construction de la grille d’écoulement

Dans ce deuxieme type de grille pour simulations d’écoulement, les volumes de controle
sont semi-structurés. Autrement dit, la topologie des volumes de controle est entierement
déterminée par une topologie bidimensionnelle entre des polygones de controle générés
sur une surface de référence (un horizon du domaine d’étude par exemple). Ensuite, les
volumes de controle sont extrudés selon des directions verticales variables pour former
la grille finale, souvent qualifiée de 2,5D. Cette approche par empilement vertical de
volumes de controle est proposée par exemple dans [Heinemann 94], [Gunasekera 97],
[Balaven 00-(1)], [Balaven 00-(2)], [Lepage 01-(1)], [Balaven 02] ou encore [Grosse 03], et
dans [Sampl 00] pour d’autres applications que celle qui nous concerne. La problématique
de construction de ces grilles s’articule donc autour de deux points principaux : d’une part
la construction des polygones de controle de référence, et d’autre part la détermination
des directions verticales d’extrusion et la construction des volumes de controle.

Construction du maillage de rétérence

Cette étape est fondamentale dans la mesure ou elle conditionne directement le nombre
de faces des volumes de controle dans la grille finale. En effet, un polygone du maillage
de référence a n, arétes servira de base a une colonne de volumes de controle a (2 X n,)
sommets, (3 X n,) arétes, et (n, + 2) faces. Plusieurs choix sont possibles :

1. Choisir n, = 4. Ceci résulte en un maillage de référence a base de quadrilateres,
produisant par extrusion des hexaedres (a 6 faces donc). Cette solution ne nous
semble pas la plus appropriée. D’une part parce qu’il est difficile de faire varier
localement la densité des quadrilateres sur la surface de référence, mais aussi parce
que les bords de cette surface ne sont alors en général pas bien approximés. De plus,
comme nous 'avons vu, la grille d’écoulement finale peut étre a priori sujette a des
effets d’orientation ([Verma 96], [Gunasekera 97]).

2. Choisir n, = 3. Ceci résulte en un maillage de référence a base de triangles, pro-
duisant par extrusion des polyedres a 5 faces (qui sont appelés wedges en anglais),
comme proposé dans [Khawaja 98]. Avec cette solution, les bords de la surface de
référence sont parfaitement approximés et la densité des triangles peut étre aisé-
ment modifiée localement pour capturer les directions supposées de 1’écoulement
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Figure 7.14 Un exemple de maillage de référence constitué de polygones quelconques obtenus
par dual d’une triangulation de Delaunay (modele TOTAL). Le maillage a été raffiné en fonction d’une
propriété aléatoire définie sur une grille réguliere trés grossiere (voir partie 5.2). Noter le respect des
bords.

(voir partie 5.2). De plus, les volumes de controle produits par extrusion ont un
nombre de faces quasi-optimal, et les effets d’orientation sont réduits.

3. Choisir un n, quelconque en considérant les polygones produits par le dual d’'une
triangulation contrainte. Ceci résulte en des volumes de controle prismatiques, avec
de nombreuses faces. Cette solution est pratiquement équivalente a la précédente, a
la fois en termes de précision et de rapidité de la simulation. En effet, les volumes de
controle produits ont certes plus de faces, mais sont moins nombreux. Les possibilités
de raffinement sont identiques, I’approximation des bords de la surface de référence
est bonne, et les effets d’orientation minimes (voir figures 7.14 et 7.15).

4. Choisir un n, variable en produisant un maillage de référence hybride, constitué par
exemple de triangles et de quadrilateres, de polygones et de quadrilateres, etc. Ceci
génere par extrusion des volumes de controle localement hexaédriques ou prisma-
tiques. Cette solution a été proposée initialement en dimension 2 dans [Pedrosa 85],
et largement reprise depuis dans le domaine des grilles générées par extrusion.

Ainsi, les solutions numéro 2 et 3, que nous jugeons équivalentes, apparaissent dans
tous les cas plus avantageuses que la solution numéro 1. La solution numéro 4 est jugée
la plus flexible, car c’est la seule, parmi les quatre présentées ci-dessus, qui permette de
prendre en compte véritablement les puits ([Gunasekera 97], [Balaven 00-(1)]), en intro-
duisant des ensembles de polygones strucuturés a géométrie radiale, centrés au niveau
de l'intersection de la trajectoire des puits avec la surface de référence. Toutefois, nous
pensons qu’il existe un inconvénient majeur a cette approche, qui est que l'extrusion
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Figure 7.15 Construction d'un maillage de référence polygonal comme support d’une grille
générée par extrusion (modele TOTAL, & gauche). Les polygones de contrdle sont générés dans un es-
pace paramétrique, par dual d’une triangulation de Delaunay (avec comme complément un lissage, en

bas & gauche). Noter le respect des bords.

des volumes de controle devra ensuite étre contrainte par ces trajectoires. Nous ver-
rons plus tard pourquoi il est difficile de satisfaire cette condition dans le cas général.
Dans notre travail, nous avons successivement réalisé les approches numéro 2 (présentée
dans [Lepage 01-(1)]) et 3 (présentée dans [Grosse 03]), comme le montre la figure 7.15.
Nous avons également proposé une solution de type numéro 4 (présentée également dans
[Lepage 01-(1)]), visant a construire une grille d’écoulement hybride, ou, conformément a
I'approche décrite dans [Gunasekera 97], les bords de I’horizon de référence sont parfaite-
ment approximés a I'aide de polygones (contrairement a celle suivie dans [Balaven 00-(1)]
et [Balaven 00-(2)] par exemple). La figure 7.16 en donne une illustration.

Les procédés de construction d’un maillage a base de triangles pour représenter la
géométrie d'une surface donnée ont été abordés en détail dans le chapitre 5. Nous y avons
vu également les moyens permettant d’adapter la résolution du maillage. Des techniques
pour générer le dual d’'un maillage simplicial contraint ont été décrites précédemment
dans le cas de tétraédrisations, mais elles sont tout a fait applicables aux triangula-
tions (voir figure 7.15). Par conséquent, il ne nous reste plus qu’a nous focaliser sur
la construction d’'un maillage de référence hybride, a base de quadrilateres et de poly-
gones quelconques (voir figure 7.16). L’algorithme que nous avons mis au point a cet
effet (présenté dans [Lepage 01-(1)]), tres simple, s’inspire des méthodes proposées dans
[Palagi 91], [Verma 96], [Gunasekera 97], ou [Souche 00] :
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Figure 7.16 Un exemple de maillage de référence hybride, & base de quadrilateres et de polygones
(modele TOTAL). Noter la transition naturelle entre les deux types de mailles, et le respect des bords de

la surface. Comme on peut le voir, 'orientation des mailles structurées est libre.

1. Générer un premier maillage de Delaunay ou Contraint-Delaunay (sans insertion
de points internes) honorant les bords de la surface de référence, selon I'approche
décrite dans la partie 5.1. Cette triangulation se fait dans le domaine paramétrique
associé a cette surface (voir partie 4.2).

2. Insérer dans la triangulation une distribution réguliere de points qui soient cocy-
cliques (ou a peu pres cocycliques) quatre a quatre, selon un motif radial, a prox-
imité des puits. Les points n’appartenant pas au domaine paramétrique ne sont pas
ajoutés. Au final, ces ensembles de points définissent dans I'espace paramétrique
des disques (ou des portions de disques si jamais des points n’appartenaient pas au
domaine paramétrique).

3. Insérer dans la triangulation une distribution réguliere de points qui soient cocy-
cliques (ou a peu pres cocycliques) quatre a quatre. Les points n’appartenant pas
au domaine paramétrique, ou situés a l'intérieur d’'un disque (ou d’une portion de
disque), ne sont pas ajoutés.

4. Générer, dans 'espace paramétrique, le maillage dual et contraint de la triangula-
tion, puis enlever les arétes trop courtes des polygones ainsi obtenus. Une géométrie
tridimensionnelle est ensuite assignée aux nceuds du maillage (voir figure 7.16).

Le maillage final honore parfaitement les frontieres de la surface de référence et la
transition entre les quadrilateres et les autres polygones se fait naturellement ([Forsyth 89],
[Palagi 91]), comme le montre la figure 7.16. Cette approche est ainsi différente de celle
choisie dans [Heinemann 94|, [Balaven 00-(1)], [Balaven 00-(2)], ou encore [Balaven 02],
ou une triangulation contrainte n’est effectuée que localement, pour remplir des cavités
générées par les intersections entre les mailles primales des zones de puits et des zones
réservoir, intersections dont le cott calcul peut étre pénalisant. Dans notre contexte, le
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seul test nécessaire est celui de 'appartenance d’un point a tout ou une partie du domaine
paramétrique. De plus, notre triangulation n’est contrainte que par les bords de la surface
de référence. Ces différences seront discutées plus en détail dans la partie suivante (partie
7.3), dans 'espace tridimensionnel cette fois-ci.

Construction des volumes de contréle par extrusion

Le calcul des directions verticales d’extrusion dépasse le cadre de notre travail. Les prob-
lématiques associées et des solutions originales s’y rapportant sont présentées par exemple
dans [Souche 01], [Mallet 02], [Caumon 03-(1)], et [Souche 03]. D’une maniere générale,
nous pouvons considérer que ces directions sont des ensembles de lignes polygonales (des
fibres) calculées de maniére a ne pas recouper les failles du domaine d’étude, comme le
montre la figure 7.17. Une fibre est tout d’abord extraite pour chacun des sommets des
polygones constituant le maillage de référence. Ensuite, des points sont choisis sur ces
fibres afin de déterminer la géométrie des volumes de controle.

Figure 7.17 Un exemple de champ de fibres (modele TOTAL). Noter que la direction des fibres suit

localement les failles (d’apres [Grosse 03]).

Un point tres positif de cette méthode est de pouvoir honorer les données de la strati-
graphie, autrement dit de contraindre 1’orientation des volumes de controle pour que
celle-ci reproduise les motifs de dépot des couches sédimentaires du domaine d’étude.
Deux principaux motifs sont envisageables :

e Un motif dit proportionnel, ou I'épaisseur des volumes de controle est localement
proportionnelle a la distance a deux surfaces données (voir figure 7.18).

e Un motif dit paralléle, ou les faces «supérieures» et «inférieuresy des volumes de
controle sont paralleles a une surface donnée.

L’orientation des volumes de controle est alors optimale, puisqu’elle capture les direc-
tions préférentielles de 1’écoulement. Les effets d’orientation sont donc réduits, méme avec
des hexaedres. Ceci n’est toutefois vrai que dans I’hypothese ou ’écoulement des fluides
dans la zone réservoir est guidé par la stratigraphie.
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7.2. GENERATION DE MAILLAGES NON-STRUCTURES ET SEMI-STRUCTURES
La figure 7.18 donne quelques exemples de grilles d’écoulement g

Quelques exemples de grilles d’écoulement

Résultats et commentaires

demment. Les maillages de référence sont polygonaux ou hybrides.
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Figure 7.18 Plusieurs exemples de grilles d’écoulement construites par extrusion d’un maillage de

référence (modele TOTAL).
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Avantages et inconvénients des grilles extrudées

Le principal inconvénient de ces grilles d’écoulement est la difficulté de calcul des flux
au niveau de faces des volumes de controle au contact d’une faille. En effet, du fait de
I'extrusion, ces faces sont situées sur le bord de la grille, et ne sont pas exactement en
correspondance avec une autre face d’un autre volume de controle situé de 'autre coté de
la faille (voir figure 7.18(b)). Les solutions mises en ceuvre pour garantir la précision et
la robustesse de la simulation dans ces portions de la grille ne seront pas abordées ici.

Un autre inconvénient concerne les puits : si la trajectoire d'un puits intersecte tous
les horizons du domaine d’étude, alors cette trajectoire doit étre une direction d’extrusion
pour les volumes de controle. Or, cette trajectoire ne peut pas nécessairement étre con-
sidérée comme telle, surtout si elle recoupe les failles. D’un autre co6té, si elle n’en recoupe
qu’un, alors la géométrie des volumes de controle est modifiée en conséquence sur toute
I'extension verticale de la grille, ce qui est source d’imprécision, car cette géométrie n’est
plus radiale par rapport a la trajectoire du puits. L’approche par extrusion n’est donc
valable que pour des puits plus ou moins verticaux, ne recoupant pas les failles, ou alors
pour des puits horizontaux, mais sur une extension verticale faible, ce qui rend son utili-
sation tres problématique avec des puits de trajectoire quelconque.

Cependant, ces grilles présentent des intéréts certains, ne serait-ce que la prise en
compte de la stratigraphie, qui garantit une bonne précision des calculs dans les zones
réservoir, et la minimisation des effets d’orientation. Retenons également la possibilité de
générer facilement des grilles qui soient hybrides, ou le nombre de faces des volumes de
controle est localement réduit. Il faut aussi noter que ces grilles, comparativement aux
précédentes, ne peuvent pas étre facilement modifiées au cours du temps.

7.3 Maillages tridimensionnels modulaires hybrides

La partie précédente (partie 7.2) a montré comment, dans notre travail, nous avons
procédé pour générer des maillages non-simpliciaux non-structurés et semi-structurés qui
soient adaptés aux simulations d’écoulement. Chacun de ces deux types de grilles a ses
avantages et ses inconvénients : le premier, ou les volumes de controle sont polyédriques,
présente 'avantage de pouvoir prendre en compte facilement les interfaces du domaine
d’étude dans les calculs de flux et d’étre facilement modifiable au cours du temps, mais of-
fre peu de précision a proximité des puits ; le deuxieme, ou les volumes de controle sont ex-
trudés et éventuellement hybrides, garantit une bonne capture des directions d’écoulement
dans les zones réservoir, mais la prise en compte des interfaces reste problématique, tout
comme celle des puits qui n’est pas satisfaisante dans le cas général (trajectoires déviées,
recoupant les failles). Cette partie propose un procédé original (présenté dans [Lepage 03])
permettant de construire des grilles d’écoulement par une approche hybride véritablement
tridimensionnelle. Comme nous allons le voir, celles-ci sont a la fois tres flexibles et pré-
cises a proximité des puits et des zones réservoir, tout en offrant une prise en compte
naturelle des interfaces.
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7.3.1 Choix d’un procédé de construction de grilles modulaires
Qu’est-ce qu’ une grille d’écoulement modulaire hybride ?
Définitions

Dans une grille dédiée aux simulations d’écoulement, un module peut étre défini comme
un ensemble connexe de volumes de controle ayant leur propre systeme local de coordon-
nées. Une grille d’écoulement modulaire est ainsi faite d’une collection de modules qui
ne s’intersectent pas. Ces modules sont tous inclus dans une grille d’arriere plan, dont
les volumes de controle sont de nature variable (hexaedres, polyedres), et qui englobe le
domaine d’étude. Les grilles modulaires sont ainsi souvent qualifiées d’hybrides, du fait
de la variabilité du nombre de faces des volumes de controle.

Principaux modules tridimensionnels envisageables

Les modules d'une grille modulaire sont construits de maniere a améliorer localement la
précision de la simulation, en capturant les directions préférentielles de 1’écoulement ou
en réduisant les effets d’orientation, ou sa rapidité, si leurs volumes de controle sont peu
nombreux et/ou avec peu de faces. Ainsi :

cartesian module

Figure 7.19 Un exemple schématique d'un module de puits (& gauche) et d’un module cartésien (&

droite). Ces deux modules sont structurés.

e Les modules de puits sont des ensembles de volumes de controle structurés, dont la
géométrie est radiale par rapport a la trajectoire des puits (voir figure 7.19). IIs sont
donc caractérisés par les nombres n,., ng et n, de volumes de controle dans trois
directions nommées respectivement radiale, cylindrique et longitudinale (voir figure
7.20), ainsi que par 'espacement d,. de leurs sommets selon la direction d, (celui-ci
est en général choisis comme une constante, mais une distribution logarithmique est
souvent recommandée). Nous verrons par la suite que pour des trajectoires de puits
quelconques, ces modules ne sont que semi-réguliers (voir partie 1.1).

e Les modules cartésiens sont des ensembles de volumes de controle structurés et
réguliers (voir figure 7.19). Ils sont caractérisés par les nombres n,, n, et n,, de vol-
umes de controle dans trois directions données d’une base orthonormale (0, u, v, w)
(d’origine 0), et par leur épaisseur d,,, d, et d,, dans chacune des ces directions.
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direction cylindrique

/ direction radiale

Figure 7.20 Vue d'une coupe longitudinale d’un module de puits (voir figure 7.19), avec n, = 4 et
ng = 8. Avec notre approche, la topologie de ce module est rigoureusement identique a celle d’'un module

cartésien, c’est pourquoi des bords fictifs sont introduits (la géométrie des nceuds gris est partagée).

e Les modules non-structurés sont des ensembles connexes de volumes de controle
non-structurés et irréguliers. Ils sont caractérisés par une tétraédrisation de leurs
centres.

Ces trois modules sont classiquement proposés dans de nombreuses publications (voir
par exemple [Verma 96], [Mlacnik 01]). Nous verrons par la suite pourquoi et comment
nous avons été amenés a définir des modules plus originaux.

Présentation de notre approche
Principales techniques de génération de grilles modulaires

Il existe deux grandes approches, duales I'une de 'autre, pour construire des grilles mod-
ulaires tridimensionnelles :

1. Considérer 'ensemble des centres des volumes de controle de la grille d’arriere-
plan, marquer comme inactifs ceux situés a l’intérieur des modules (c’est-a-dire
a l'intérieur d'un de leurs volumes de controle), construire une tétraédrisation de
cet ensemble de points auquel ont été ajoutés les centres des volumes de controle
des modules, et générer la grille finale d’écoulement par un dual, comme énoncé
dans [Verma 96| et [Gunasekera 97]. Cette approche a été introduite auparavant
en dimension 2 dans [Palagi 91]. C’est celle que nous avons suivie pour générer
les grilles hybrides par extrusion décrites dans la partie précédente, a l'instar de
[Verma 96], [Gunasekera 97| et [Souche 00] (voir partie 7.2).

2. Raisonner sur les mailles primales de la grille d’arriere-plan, marquer comme n-
actives celles qui sont intersectées par les mailles primales des modules, construire
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une tétraédrisation contrainte par le bord du primal des modules et celui du pri-
mal de la grille d’arriere-plan (de Delaunay ou Contraint-Delaunay), dite de tran-
sition, et générer la grille finale d’écoulement par un dual. Cette approche peut
soit etre utilisée en dimension 2 pour construire des grilles hybrides par extrusion
([Deimbacher 93], [Heinemann 94], [Balaven 00-(1)], [Balaven 00-(2)], [Balaven 02]),
ou directement en dimension 3 ([Heinemann 94], [Mlacnik 01]).

Discussion

Ces deux approches sont tout a fait équivalentes du point de vue du résultat. Cependant,
la premiere construit une tétraédrisation non-contrainte de tous les centres des volumes
de controle, alors que la deuxieme construit une tétraédrisation contrainte d’un ensemble
limité de centres. Ceci est suceptible d’induire des différences de performance lors de la
contruction ou de la mise a jour de la grille modulaire. Nous pensons que ces différences
sont minimes dans un espace bidimensionnel, c¢’est pourquoi nous avons employé une
méthode de type numéro 1 pour générer des grilles hybrides par extrusion (voir partie
7.2). En revanche, nous pensons que ce n’est plus le cas pour des domaines tridimension-
nels, et qu'une solution de type numéro 2 est plus optimale, a condition d’avoir un procédé
de contrainte de la tétraédrisation qui soit rapide (différents procédés ont été proposés
dans la partie 6.1).

Beaucoup de grilles modulaires construites par un procédé de type numéro 2 sont
générées par extrusion (par exemple [Deimbacher 93], [Heinemann 94|, [Balaven 00-(1)],
[Balaven 00-(2)], [Balaven 02]). Dans notre travail, nous proposons de considérer des
modules véritablement tridimensionnels. Ceci a déja été réalisé dans [Heinemann 94] et
[Mlacnik 01], mais avec comme contrainte que le rapport de taille entre les volumes de
controle des bords des modules et ceux du bord de la grille d’arriere-plan soit proche de 1,
sans mention du traitement des interfaces du domaine d’étude, et sous I’hypothese que les
modules ne s’intersectent pas initialement. L’approche originale que nous allons décrire
par la suite, présentée dans [Lepage 03], autorise I'utilisation de volumes de controle de
taille arbitraire, integre parfaitement les interfaces dans la grille d’écoulement, et gere
d’une maniere souple les intersections entre modules.

Bénéfices de I'utilisation de grilles modulaires

L’intéret de I'utilisation de modules est triple :

e La définition des modules est tres souple, et la nature topologique et géométrique
de leurs volumes de controle peut étre choisie de maniere a améliorer localement la
performance de la simulation d’écoulement.

e Les flux aux niveau des faces des volumes de controle d'un module peuvent étre
calculés indépendemment du reste de la grille d’écoulement, d’une maniere simple
et rapide grace a l'usage d’'un systeme de coordonnées local. Les flux au niveau des
bords du module servent alors de conditions aux limites pour les volumes de controle
adjacents de la grille d’arriére-plan ([Deimbacher 93], [Heinemann 94]).
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e Des modules peuvent étre facilement retirés ou ajoutés au cours du temps, sans avoir
a reconstruire toute la grille d’écoulement, ce qui est un gage de flexibilité. En effet,
lorsqu’un module est retiré (respectivement ajouté), des éléments jusque-la marqués
comme inactifs (respectivement actifs) deviennent actifs (respectivement inactifs),
et la grille peut étre mise a jour localement.

7.3.2 Génération d’un maillage primal de transition
Calcul de la géométrie des mailles primales des modules

Comme nous l'avons déja précisé auparavant, nous avons choisi de construire la grille
modulaire en marquant comme inactives les mailles primales de la grille d’arriere-plan
qui sont intersectées par les mailles primales des modules. En préambule au calcul de
ces intersections, il est donc nécessaire de déterminer la géométrie de toutes ces mailles.
Ceci peut se faire module par module, sans considérer leurs éventuels recouvrements, que
nous considérons comme envisageables dans notre approche. Une fois ces mailles primales
définies, la géométrie des centres associés (correspondant aux sommets des volumes de
controle) est déterminée en adéquation avec le schéma d’approximation du flux utilisé
(TPFA ou MPFA).

Géométrie des mailles primales des modules non-structurés

Cette géométrie est donnée par la définition du module elle-méme, et n’a donc pas besoin
d’étre calculée.

Géométrie des mailles primales des modules cartésiens

La détermination de la géométrie des mailles primales des modules cartésiens ne pose pas
de réelles difficultés, car elle est entierement déterminée par une base orthonormale. Elle
ne nécessite donc pas d’étre stockée explicitement. Cependant, les parametres donnés
(une base orthonormale (0, u, v, w), des nombres (n,, n,, n,,) et des épaisseurs (d,, d,, dy,)
de cellules) concernent les volumes de controle. Il est donc nécessaire de décaler I'origine
o de la base orthonormale les définissant d’une demi-épaisseur dans chacune des trois
directions, et d’y rajouter une maille primale supplémentaire. Ainsi, le dual des mailles
primales obtenues génere des volumes de controle qui satisfont les parametres initiaux.
L’origine o’ de la base orthonormale définissant la géométrie des mailles primales est donc
définie par (équation 7.19) :

d d d
/ u v w
O0=0——Uu— —V——.W 7.19
2 2 2 ( )
Ensuite, la géométrie d’'une maille primale d’indices (u,v,w) (avec 0 < u < ny,,
0 <v<n,et0 < w < n,) est donnée par huit points dont les coordonnées n’ont
pas besoin d’étre stockées car elles suivent une définition implicite. Elles peuvent ainsi se

calculer d la volée, de la maniere suivante (équations 7.20) :
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x, =0 +u.d,u+v.d,v+w.d,w

x93 =0+ (u+1).dyu+v.d, v+ w.d,w

x3=0 + (u+1).dyu+ (v+1).d,.v+ w.dy,w

x4 =0 F+ud,u+ (v+1).d,v+wd,w

x5 =0 +u.dy,u+v.d, v+ (w+1).d,w

x6 =0+ (u+1).dy,u+v.d, v+ (w+1).d,w

x7 =0+ (u+1).d,u+ (v+1).dy.v+ (w+1).d,w
( ).dy-W

xg =0 tud,u+ (v+1)d, v+ (w+1 (7.20)

Géométrie des mailles primales des modules de puits

Nous nous plagons volontairement dans le cas d’une trajectoire de puits quelconque,
représentée par une ligne polygonale. Outre cette trajectoire, les parametres donnés sont
les nombre de volumes de controle (n,,ng, n,) dans les directions radiale, cylindrique et
longitudinale, et 1’espacement d, de leurs sommets dans la direction radiale. En regle
générale, d, n’est pas constant, ¢’est pourquoi nous allons poser d, = f(r+1)— f(r), avec
r un des indices (7, 0, w) d’un volume de contrdle (0 < r <mn,,0 <0 <nget 0 < w < ny),
et f une fonction croissante donnée (f(0) = 0). En pratique, le module se confine a une
portion plus ou moins grande de la trajectoire du puits.

trajectoire du puits

Figure 7.21 Principe de construction de la géométrie des mailles primales d'un module de puits.

Afin que la grille d’écoulement finale honore ces parametres, il est nécessaire, comme
pour les modules cartésiens, de rajouter une maille primale supplémentaire dans la direc-
tion longitudinale. La géométrie de ces mailles ne peut pas étre calculée a I'aide d'une
seule base, du fait de la trajectoire quelconque du puits. Pour cette raison, un module
de puits n’est que semi-régulier. Nous devons donc définir (n,, + 2) bases (o;,r;, 0;, w;),
centrées sur cette trajectoire, ol les sommets des mailles primales seront distribués d’une
maniere réguliere (0 < i < (n,, + 1)). Pour éviter ensuite une distorsion trop importante



194 CHAPITRE 7. GENERATION DE MAILLAGES POUR LES SIMULATIONS D’ECOULEMENT

des mailles primales le long de la trajectoire, il faut limiter la rotation de ces bases. Nous
proposons donc les solutions suivantes (voir figure 7.21) :

e Les origines o; (1 < i < n,) sont situées sur la trajectoire du puits et espacés de
maniere constante. Ceci se fait facilement étant donnés la longueur de la trajectoire
et le nombre de volumes de controle souhaités n,,. Toutefois, un traitement spécial
doit étre adopté pour les points oy et 0,,,,+1, qui ne sont pas situés sur la trajectoire
dans I’hypothese ou le module la couvre entierement.

e Un vecteur w; est attaché a chacun des points o; (0 <7 < (n, + 1)), de maniere a
étre globalement tangent localement a la trajectoire du puits.

e A partir d'un vecteur r; donné, le vecteur r;;; est obtenu par une projection de r;
sur le plan (0;.1,w;11), et une renormalisation du vecteur obtenu. Le troisieme
vecteur ;41 se calcule ensuite facilement & partir de r;;; et w;;; (ce vecteur nous
est par ailleurs inutile).

Les (n, + 2) bases obtenues sont toutes orthonormales, centrées sur la trajectoire du
puits, et présentent une rotation minimale de proche en proche. La géométrie d'une maille
primale d’indices (r,0,w) (avec 1 <r < n,, 0 <0 <nget 0 <w < ny,) est alors donnée
par huit points dont les coordonnées sont les suivantes (équations 7.21) :

X; = 0y + f(1).rot(0y, Wy, Iy, 207 /1)

Xy = 0y + f(7).rot(0y, Wy, Ty, 2.(0 + 1).7/ny)

X3 = 0y + f(r 4+ 1).rot(0y, Wy, Ty, 2.(0 + 1).7/np)

X4 = 0y + f(r + 1).rot(0y, Wy, 'y, 207 /1y)

X5 = Oyr1 + f(r).rot(0yr1, Wet1, Luwi1, 207 /1g)

X6 = Oyi1 + f(7).r0t(0p 41, Wit1, Tat1, 2.(0 + 1).7/np)

X7 = Oyt1 + f(r +1).r0t(0ws1, Wyi1, Tuwrt, 2.(0 + 1).7/ng)
Xg = Oyi1 + f(r 4+ 1).rot(0ys1, Weyi1, Twi1, 20m/np) (7.21)
ourot(o, w,r, ) représente le vecteur normé obtenu par rotation de centre o et d’angle
0 (en radians) du vecteur r, dans le plan (o, w). Les équations 7.21 ne sont pas valables
pour » = 0, car au centre du module de puits, les mailles primales sont des prismes a
base triangulaire (appelés wedges en anglais). La géométrie d’une maille primale d’indices

(0,0,w) (avec 0 < 0 < ng et 0 < w < ny,) est donc plutoét donnée par six points dont les
coordonnées sont les suivantes (équations 7.22) :

X1 = Oy
Xy = 0y + f(1).rot(0y, Wy, Ty, 207 /1)
x3 = 0y + f(1).rot(0y, Wy, Ty, 2.(0 + 1).7/ny)
X4 = Oyw+1
X5 = Oyr1 + f(1).rot(0ys1, Wyt1, Tui1, 207 /ng)
Xg = Oyt1 + f(1).rot(04pr1, Weit, Tuwr1,2.(0 + 1).7/ng) (7.22)
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Figure 7.22 Sur cette figure, les noeuds gris représentent les sommets des mailles primales du module
de puits situés sur la trajectoire du puits. Le diagramme de Voronoi de la ligne polygonale joignant les
milieux de deux nceuds gris consécutifs est également dessiné. Les lignes noires plus épaisses représentent
les plan dans lesquels sont distribués les sommets des mailles primales du module. Si tous ces noeuds

demeurent dans la bonne région de Voronoi, alors il ne peut pas y avoir d’auto-intersection.

Les équations 7.21 et 7.22 ne suffisent pas toujours a décrire de maniere satisfaisante
la géométrie des mailles primales. En effet, si la courbure de la trajectoire des puits
est localement assez prononcée, ces mailles peuvent s’intersecter, ce qui n’est pas con-
cevable. Comme solution a ce probléme, nous proposons un procédé original (présenté
dans [Lepage 03]) qui consiste a ne conserver, parmi les sommets distribués dans le plan
(0;, w;) (0 <7 < (ny+1)), que ceux qui appartiennent a la région de Vorono# associée au
segment s; d’une ligne polygonale obtenue en joignant les milieux des segments (0;_1,0;)
et (04,0i+1) (1 < i < my). Les segments sy et s,,+1 sont fixés arbitrairement. Si un
sommet n’appartient pas a la bonne région de Voronoi, alors toutes les mailles primales
basées sur ce sommet sont retirées du module de puits (voir figure 7.22, pour un analogue
bidimensionnel). Nous avons pu vérifier en pratique que cette méthode fonctionne par-
faitement, et évite les intersections entre les mailles quelles que soient les trajectoires des
puits ou les parametres des modules, pour un cotut calcul tout a fait acceptable.

Gestion des interfaces du domaine d’étude

Avec notre approche, la grille modulaire n’est pas construite par extrusion. Afin que les
faces des volumes de controle soient contraintes par les interfaces du domaine d’étude, nous
avons choisi d’adopter une méthode similaire a celle employée dans la partie précédente
(partie 7.2) pour les grilles d’écoulement non-simpliciales et non-structurées. Autrement
dit, certaines mailles de la grille primale doivent étre contraintes par les interfaces. Or, ces
mailles primales appartiennent toutes a des modules divers (dont la géométrie n’est pas en
rapport avec celle des interfaces), sauf celles générées par la tétraédrisation matérialisant
la transition entre les modules et la grille d’arriere plan, qui est contrainte par le bord de
mailles primales.

Ainsi, nous proposons la création d’'un module structural, formé d’un ou plusieurs
ensembles connexes de triangles matérialisant la géométrie des interfaces du domaine
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d’étude [Lepage 03]. Ce module s’integre dans la grille modulaire comme tous les autres :
les mailles primales de la grille d’arriere-plan intersectées par ses triangles sont marquées
comme inactives, et la tétraédrisation de transition est au final naturellement contrainte
par les interfaces. Un Soft Frame Model (voir partie 3.2) est idéal pour représenter la
géométrie des mailles primales de ce module. En effet, les maillages sont constitués de
triangles de forme satisfaisante pouvant étre facilement raffinés en taille (voir partie 5.2),
et les contacts entre les horizons et les failles sont valides d'un point de vue a la fois
géométrique et topologique. De plus, un Soft Frame Model peut étre reconstruit a la
demande, en prenant en compte n'importe quel nombre de surfaces (par exemple, des
failles peuvent étre ignorées), ce qui apporte encore plus de flexibilité au module structural.

Gestion des intersections entre modules
Position du probléme

Nous considérons désormais que la géométrie de toutes les mailles primales des modules
a été calculée. Elle est réguliere pour les modules cartésiens, semi-réguliere pour les mod-
ules de puits, et irréguliere pour les modules non-structurés et structuraux. Sauf pour
ces-derniers, en combinaison avec les données de perméabilité, un centre peut donc étre
associé a ces mailles, de maniére & assurer une k-orthogonalité (approximation TPFA)
ou non (approximation MPFA). Tous les modules recouvrent ainsi au moins partiellement
les mailles primales de la grille d’arriere-plan. Dans notre approche, nous faisons de plus
I’hypothese que les mailles primales des modules peuvent également s’intersecter entre
elles. Par exemple, un ou plusieurs modules de puits peuvent intersecter un ou plusieurs
modules cartésiens, et un module structural peut intersecter un ou plusieurs modules
de puits. Afin de garder une certaine cohérence, nous proposons donc de voir la grille
d’arriere-plan comme un module, cartésien ou non-structuré. Nous avons donc finalement
a disposition un ensemble de mailles primales susceptibles de se recouvrir mutuellement.

A priori, le calcul de ces intersections est a la fois délicat et cotiteux en temps calcul.
En effet, les mailles primales sont de nature variable (hexaedres, tétraedres, triangles), et
leur position dans ’espace est quelconque. En particulier, nous devons pour cela avoir a
disposition :

1. Un moyen de déterminer quelle est, parmi deux mailles primales de deux mod-
ules différents qui s’intersectent, celle qui doit étre marquée comme inactive. Nous
proposons de définir a cet effet une hiérarchie entre tous les modules de la grille
d’écoulement. En d’autres termes, chaque module connait une liste de modules qui
lui sont prioritaires, et seules les mailles primales de ces modules peuvent rendre
inactive une maille primale de ce module. Ces priorités peuvent étre modifiées a
tout moment, toutefois, par définition, le module associé a la grille d’arriere-plan
est toujours celui de priorité la plus faible.

2. Un moyen de marquer comme inactives une maille primale d’'un module m inter-
sectée par au moins un maille primale d’'un module prioritaire a m. Pour les mod-
ules cartésiens et de puits, qui sont structurés, un tableau de bits convient tout a
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fait. Pour les autres, qui sont non-structurés, des structures de données spécifiques
doivent étre mises en place (par exemple, une liste de pointeurs vers les mailles
intersectées).

Afin d’accélerer le calcul des intersections entre les mailles primales, nous introduisons
d’une part la notion de frontiere, qui correspond a la surface constituée par 'union des
faces de mailles primales actives situées sur le bord d’un module (les mailles primales
des modules structuraux sont bidimensionnelles, la frontiere de ces modules est donc
exceptionnellement définie comme 'union de leurs mailles), et d’autre part la notion de
zone de protection, qui est une région de l’espace tridimensionnel, d’extension variable,
englobant la frontiere d'un module [Lepage 03].

Algorithme de calcul des intersections

La frontiere et la zone de protection de chaque module m sont dans un premier temps
discrétisées dans une grille structurée et réguliere GG,,, de résolution que nous estimons
suffisamment fine, et d’extension suffisamment grande, puis des régions correspondant
respectivement a la frontiere, a 1'extérieur et a 'intérieur du module y sont définies.
Notons qu'un module structural ne possede jamais d’intérieur, méme s’il correspond a
une surface fermée. Nous proposons finalement ’algorithme suivant pour calculer les
intersections (présenté dans [Lepage 03]), illustré par la figure 7.23 :

1. Pour chaque module m de la grille d’écoulement, définir ’ensemble P,, de modules
qui lui sont prioritaires.

2. Parcourir toutes les mailles primales de m. Si I'une d’elles intersecte au moins une
zone de protection associée aux modules de P,,, alors celle-ci est marquée comme
inactive, et sa frontiere est mise a jour en conséquence (mais pas sa discrétisation
dans G,,). Les calculs d’intersections sont précédés par les deux tests suivants :

e Soit m' un module de P,,. Si pour tous les modules m’, le plus petit paral-
lelépipede rectangle aligné selon les axes de G, englobant la maille primale
considérée n’intersecte pas GG,,, alors la maille primale ne doit pas étre marquée
comme inactive.

e Soit m’ un module de P,,. Si pour tous les modules m’, aucune des cellules de
G, contenues dans le plus petit parallelépipede rectangle aligné selon les axes
de G, englobant la maille primale considérée n’est située a l'intérieur de la
zone de protection de G,,, alors la maille considérée ne doit pas étre marquée
comme inactive.

Les deux tests ci-dessus peuvent cependant suffire a eux seuls a déterminer les
mailles primales de m devant étre marquées comme inactives (s’ils sont tous les
deux positifs), et c’est en pratique ce que nous supposons.

3. La frontiere du module m a été entierement mise a jour. L’algorithme repart alors
a 1’étape numéro 1. Notons que 'ordre avec lequel sont parcourus les modules n’a
pas d’importance, quelles que soient les priorités définies entre eux, que ce soit au
niveau du résultat ou de la rapidité de ’algorithme.
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A | ——— I B | e |

(&, Q

Figure 7.23 Tllustration des intersections entre modules, sur I'exemple de deux modules cartésiens
(cas bidimensionnel). Les frontieres des modules sont matérialisées par les lignes plus épaisses. (A) Le
module noir est prioritaire sur le gris, et sa zone de protection est représentée par la ligne en pointillés.
(B) Deux cellules du module gris ont été marquées comme inactives car elles intersectent la zone de
protection. (C) La frontiere du module gris a été mise & jour. Les deux frontieres ne se recoupent plus,

et leurs sommets peuvent étre ajoutés a une triangulation.

A la fin de cet algorithme, toutes les frontieres des modules ont été mises a jour. Ce
sont des ensembles de surfaces ouvertes ou fermées qui ne s’intersectent pas. Comme
nous pouvons le voir, 'extension des zones de protection est le seul parametre (avec la
résolution des grilles GG,,,, dont nous ne discuterons pas) pouvant influer sur le résultat
final. Nous allons voir par la suite comment le définir d’'une maniere cohérente.

Génération et mise sous contrainte du maillage de transition

Comme énoncé auparavant, le maillage de transition entre les modules est une tétraédri-
sation des sommets des frontieres des différents modules, contrainte par les faces consti-
tuant ces frontieres (voir partie 6.1), comme le montre la figure 7.23. Toutefois, celles des
modules cartésiens et des modules de puits sont faites d’union de quadrilateres, ce qui
pose a priori un probleme, une tétraédrisation ne pouvant étre contrainte que par un en-
semble de triangles. Une solution consiste a utiliser des pyramides pour assurer localement
la transition entre les tétracdres et les hexaedres ([Owen 97], [Owen 99-(1)]), mais nous
préférons simplement interpréter ces quadrilateres comme deux triangles de contrainte
adjacents. Un point tres important est que le processus de respect des contraintes dans la
tétraédrisation ne doit en aucun cas insérer des points de Steiner au niveau des triangles
de contrainte. En effet, ceci briserait la structure des modules de puits ou des modules
cartésiens. En revanche, les ajouts de points de Steiner sont autorisés a l'intérieur du
maillage de transition, mais dans une proportion raisonnable, afin de garder un nombre
relativement faible de volumes de controle dans cette portion du domaine.
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Figure 7.24 Visualisation d'un module structural (4 gauche) et de sa zone de protection (a droite),
sous la forme d’une propriété scalaire représentant la distance a la frontiere du module. Seules les valeurs
positives sont représentées. Comme on peut le voir, les distances nulles ne sont pas situées sur la frontiere
du module, car la distance a été décalée en fonction de la valeur des rayons des spheres circonscrites

équatoriales aux triangles.

Proposition d’une premiére approche classique

Pour générer le maillage primal de transition, une solution simple consiste a construire
une tétraédrisation Contraint-Delaunay (éventuellement Contraint-Delaunay Paresseux)
honorant les triangles de contrainte, comme décrit dans la partie 6.1. Toutefois, ceci né-
cessite éventuellement 1’ajout de points de Steiner internes, ce qui crée autant de nouveaux
controles de volumes dans la grille d’écoulement finale.

Proposition d’une approche plus originale

Pour éviter a coup sur l'ajout de points de Steiner internes, et donc la création de vol-
umes de controle surnuméraires, il suffit d’assurer que tous les triangles de contrainte
d’un module m sont de Delaunay (voir partie 4.1), par exemple en faisant en sorte que
leur sphere circonscrite équatoriale (la plus petite) ne contienne d’autres sommets de la
frontiere d’un module m’ (nous pourrions dire : que ces triangles soient accrochés par un
sommet de la frontiere d’'un module m’). Or, dans notre contexte, le cas ou m # m’ peut
étre tres facilement évité. En effet, si la zone de protection du module m est construite
de maniere a contenir entierement toutes les spheres circonscrites équatoriales aux faces
de sa frontiere, alors, au regard des algorithmes d’intersection décrits précédemment, il
n’est plus possible qu'un sommet de la frontiere d’'un module m’ différent de m soit situé
a I'intérieur d'une sphere circonscrite équatoriale a un triangle de la frontiere de m. Une
telle zone de protection est facile a construire si elle est vue comme une distance a la
frontiere de m, décalée localement par la valeur des rayons des spheres circonscrites équa-
toriales a ses triangles (voir figure 7.24). Pour cela, nous avons utilisé dans notre travail les
outils développés par D. Ledez, présentés dans [Ledez 03], visant & construire des cartes
de distance dans des grilles structurées et régulieres. L’algorithme que nous avons mis au
point pour définir les zones de protection est le suivant [Lepage 03] :
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1. Dans la grille structurée et réguliere GG,,, attachée au module m, une propriété dis-
tance est tout d’abord créée. Elle est initialisée & —oo au niveau des éléments de G,
appartenant & la région intérieure du module m, et & —r? au niveau des éléments de
G, appartenant a la région frontiere de m intersectés par un triangle de la frontiere
de m dont le rayon de la sphere circonscrite équatoriale vaut r. Si jamais plusieurs
valeurs sont assignées a un méme élément de G,,, une moyenne de ces valeurs est
finalement assignée a ’élément.

2. La carte de distance est ensuite calculée par un algorithme de balayage, tres robuste
et tres rapide, meéme si (G, est de résolution tres fine. Les détails de ce calcul sont
donnés dans [Ledez 03].

3. Au final, la propriété distance vaut 0 sur le bord de la zone de protection, est
strictement positive a l'extérieur, et strictement négative a Uintérieur (1a ou est
contenue la frontiere du module m), comme le montre la figure 7.24. La zone de
protection est donc définie comme une région ou les valeurs de la propriété distance
sont négatives ou nulles.

Cette technique, a la fois simple et rapide, garantit qu’aucun des sommets d’'un module
m’ (m’ # m) ne soit contenu dans une sphere circonscrite équatoriale a une face de la
frontiere de m. Nous avons pu vérifier son bon fonctionnement en pratique. En revanche,
le cas ou ces faces sont accrochées par un sommet de la frontiere de m (m’ = m) est plus
complexe a traiter. Ces configurations, certes beaucoup plus rares que les précédentes, sont
susceptibles d’arriver par exemple au niveau des angles faibles entre des faces adjacentes
de la frontiere d’un module structural, ou encore a proximité des zones de courbure de
la trajectoire d’un puits. Nous proposons d’enlever les accrochages de la maniere décrite
ci-dessous, présentée dans [Lepage 03], et illustrée par la figure 7.25. A premiere vue, elle

peut sembler simpliste ; nous en discuterons juste apres.

1. Construire la tétraédrisation de 'ensemble des sommets des frontiéres des modules
définis dans la grille.

2. Lorsqu’un triangle de contrainte appartenant a la frontiere d’'un module m est ac-
croché par un sommet de cette méme frontiere (et donc lorsqu’il n’est pas présent
dans la tétraédrisation), alors la maille primale incidente a ce triangle est marquée
comme inactive, et la frontiere de m est mise a jour en conséquence (mais pas sa
discrétisation dans G,,). Sauf si m est un module structural, cette mise & jour peut
faire apparaitre de nouveaux sommets sur la frontiere, et ceux-ci sont alors ajoutés
a la tétraédrisation.

3. L’étape numéro 2 est répétée jusqu’a ce que toutes les faces de la frontiere de m
soient de Delaunay, et donc présentes naturellement dans la tétraédrisation.

Ce procédé, tres rapide, ajoute certes des points au maillage de transition, ce qui in-
duira in fine la création de volumes de controle supplémentaires. Toutefois, notons tout

2En pratique, ce sont les équivalents en distance-pizel au carré de ces rayons qui sont pris en compte
dans le calcul de la carte de distance [Ledez 03].
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Figure 7.25 Une approche possible du respect des contraintes, sur ’exemple d’un module cartésien.
Imaginons que les sommets de sa frontiere (points noirs) fassent partie d’une tétraédrisation. (A) La face
hachurée n’est pas présente dans la tétraédrisation sous la forme d’une union de deux faces de tétraédres.
(B) La maille primale du module a laquelle appartient la face est marquée comme inactive, et la frontiere
du module est mise & jour. Une autre face est détectée comme absente de la tétraédrisation. (C) La
maille correspondante a été marquée comme inactive. La frontiere est mise a jour, mais cela implique

cette fois-ci I'insertion de deux nouveaux points dans la tétraédrisation (points gris).

d’abord que ces points correspondent géométriquement a des sommets des mailles primales
des modules (des points de Steiner internes possedent au contraire une géométrie quel-
conque). Leur position est donc cohérente avec les directions préférentielles de 1'écoule-
ment, ce qui garantit de réduire les effets d’orientation dans les futures zones de tran-
sition entre modules. De plus, nous avons pu vérifier qu’en pratique, le nombre de
mailles primales marquées comme inactives lors de ce processus reste en général tres
faible [Lepage 03]. Utilisée avec des modules structuraux, cette méthode produit des vol-
umes de controle qui localement intersectent les interfaces du domaine d’étude (au niveau
des triangles marqués comme inactifs). Or, du point de vue strictement de la performance
de la simulation, ceci est peut étre préférable a une grille dont les volumes de controle
honoreraient les interfaces, mais seraient beaucoup plus nombreux, surtout si ces inter-
faces conditionnent peu les écoulements.

Cette méthode de contrainte peut toutefois étre jugée comme inefficace. Dans ce cas,
un classique procédé de satisfaction des contraintes, produisant une tétraédrisation de
transition Contraint-Delaunay ou Contraint-Delaunay Paresseux, peut alors étre adopté.
Avec une construction adéquate des zones de protection (décrite précédemment), les mod-
ifications topologiques locales et les insertions de points de Steiner internes utilisées pour
satisfaire les contraintes seront tres limitées.

Prise en compte de forts contrastes de taille entre volumes de controle

La tétraédrisation de transition obtenue au final est contrainte par les faces des frontieres
des différents modules, mais ses mailles ne sont pas nécessairement satisfaisantes du point
de vue de leur forme ou de leur résolution, surtout si de forts contrastes de taille existent
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Figure 7.26 Analogue bidimensionnel du principe de génération des volumes de controle. Imaginons
deux modules cartésiens dont les sommets des frontiéres font parties d’une triangulation. (A) Les triangles
situés a l'intérieur des modules sont retirés. (B) Calcul des centres des mailles primales (points blancs).
Ceux attachés aux triangles artificiels ou localisés a l'extérieur d’'un domaine d’intérét sont écartés. (C)
Création des volumes de contrdle. (D) Maillage modulaire hybride final. Il est encore possible de retirer

quelques volumes de controle pour améliorer ’aspect de la grille.

initialement au sein des volumes de controle des modules. Ceci est susceptible de produire
dans les zones de transition des volumes de controle de forme indésirable, allongés. Que
le schéma adopté soit distribué par éléments ou par points (voir partie 7.1), les valeurs
de perméabilité associées risquent alors d’étre peu représentatives. Comme solution a
ce probleme, nous proposons de raffiner la tétraédrisation de transition en insérant de
nouveaux points tout en préservant les contraintes (voir partie 6.2), mais en gardant a
Iesprit que cela augmente d’autant le nombre de volumes de controle, et diminue ainsi
proportionnellement la rapidité de la simulation.

7.3.3 Construction de la grille finale d’écoulement
Calcul du maillage dual
Pré-traitements de la tétraédrisation de transition

La génération des volumes de controle ne pose pas de véritables difficultés (voir figure
7.26). En préambule a cette derniére étape, des centres sont associés aux mailles primales
actives des modules (qui ne sont pas de modules structuraux) et aux tétraedres des zones
de transition. Ensuite, les tétraedres situés a l'intérieur des modules sont retirés, tout
comme les éventuels cerfs-volants situés au contact des faces quadrilatérales de la frontiere
des modules de puits et cartésiens. Ceux-ci sont situés sur le bord de la tétraédrisation,
leur élimination ne pose donc aucun probleme. D’une maniere générale, nous définissons
un volume d’intérét (le module correspondant a la grille d’arriere-plan par exemple) et
retirons également du maillage de transition tous les tétraedres dont les centres n’y sont
pas contenus.
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Construction des volumes de controle

Tout d’abord, les volumes de controle dont tous les sommets sont des centres de mailles
primales actives sont générés. Les volumes de controle restant a construire sont tous situés
dans les zones de transition. Nous allons nous focaliser sur la construction des faces de
ces-derniers, duales d’une aréte de la tétraédrisation de transition :

e Si cette aréte n’est pas située sur le bord de la tétraédrisation, le calcul de la face
correspondante reste simple, car elle lie tous les centres associés aux tétraedres
incidents a l'aréte.

e Dans le cas contraire, la face est constituée d'une part des centres associés aux tétrae-
dres incidents, mais aussi des centres associés aux mailles primales partageant cette
aréte. D’un point de vue géométrique, quelques-unes des faces obtenues peuvent étre
dégénérées, du fait de la présence, a proximité des modules structurés, d’ensembles
de points sub-cosphériques dans la tétraédrisation. Ainsi, un post-traitement est
nécessaire pour éliminer ces faces dans les volumes de controle.

Enfin, les mailles primales actives des modules structuraux sont discrétisés dans les
volumes de controle, selon la technique que nous avons présenté précédemment (voir partie
7.2), ce qui permet d’approximer parfaitement les interfaces du domaine d’étude dans la
grille d’écoulement finale.

Prise en compte des données stratigraphiques

Afin que les volumes de controle de la grille modulaire capturent de maniere plus efficace
les directions préférentielles de 1’écoulement, il est souhaitable qu’ils soient orientés de
maniere a reproduire les motifs de dépot des couches sédimentaires du domaine d’étude
(dans 'hypothese toutefois ou cette stratigraphie influence de maniere prépondérante les
écoulements). Ceci est relativement facile a réaliser au sein des grilles construites par
extrusion présentées dans la partie précédente (voir partie 7.2), mais ce n’est plus le
cas dans une approche totalement tridimensionnelle comme la nétre. Cependant, dans
I'hypothese ou une paramétrisation tridimensionnelle du domaine d’étude (similaire aux
paramétrisations que nous avons présentées pour les surfaces dans la partie 4.1) existe,
par exemple sur les sommets d'une tétraédrisation de résolution suffisante, nous pouvons
imaginer le procédé de construction suivant :

1. Placer les objets géologiques du domaine d’étude, comme les surfaces d'un Soft Frame
Model et les puits, dans le domaine paramétrique. Les puits qui recoupent les failles
dans 'espace tridimensionnel physique se retrouvent divisés en plusieurs segments.

2. Générer les mailles primales des modules dans ’espace paramétrique, puis la tétra-
édrisation de transition, selon les techniques présentées auparavant. Il est pour
cela impératif que les modules structuraux soient de plus forte priorité. Construire
ensuite les volumes de controle en respectant les interfaces.

3. Assigner finalement une géométrie tridimensionnelle physique aux volumes de con-
trole. La grille d’écoulement obtenue reproduit alors la stratigraphie.



Notons que cette méthode est en tout
ici, nous
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suivante montre un exemple de grille modulaire hybride tridimensionnelle

tre approche.

7

Dans notre travail, nous n’avons malheureusement pas pu réaliser cet algorithme, qui
nous semble pourtant prometteur. Les détails de calcul d’une paramétrisation tridimen-

sionnelle correcte sont donnés dans [Souche 03].

s

generee avec no

7

point similaire a celle employée dans le chapitre 5 pour remailler des surfaces :

remaillons un volume en le plongeant dans un domaine paramétrique.

Quelques résultats
La figure 7.27
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Figure 7.27 Exemple de maillage modulaire hybride PEBI, avec cing modules de puits et un

module cartésien d’arriere-plan. Les volumes de controle du maillage cartésien ne sont pas affichés pour

une meilleure visualisation du maillage de transition.



Synthese

Dans cette troisieme et derniere partie, nous avons détaillé la maniere avec laquelle nous
procédons pour générer des maillages volumiques variés et compatibles avec les méthodes
numériques classiquement utilisées pour simuler les processus physiques en géosciences.

Tout d’abord, nous avons mis au point des algorithmes permettant de construire des
tétraédrisations contraintes qui soient les plus grossiéres possibles (autrement dit avec un
minimum de points internes), mais ot une qualité de forme des tétraedres est cependant
garantie dans un grande portion du domaine d’étude. Nous avons également pu vérifier
en pratique que 'application de post-traitements spécifiques, comme les séquences de bas-
culements d’arétes, permettent d’améliorer sensiblement la forme des mailles, notamment
a proximité des interfaces. Grace a une approche similaire a celle suivie pour les triangu-
lations (voir partie IT), nous avons de plus proposé un mécanisme de contréle précis de la
taille des tétracdres dans le maillage. Enfin, les tétraédrisations obtenues ont montré leur
validité au travers de plusieurs applications, comme des études de déformation des couches
du sous-sol, ou des simulations du comportement thermique de domaines tridimensionnels.

D’autre part, dans le contexte particulier des simulations d’écoulement de fluides dans
les milieux tridimensionnels poreux, perméables, hétérogenes et anisotropes du sous-sol,
nous avons réalisé plusieurs procédés de génération de maillages non-simpliciaux. En
premier, nous avons vu comment il est possible de construire des grilles d’écoulement
polyédriques a partir de tétraédrisations, et proposé a cet effet un moyen de contraindre
ses mailles par les interfaces du domaine d’étude, ou encore de les adapter aux exigences
des simulations d’écoulement. Ensuite, nous avons abordé le probleme de la construction
par extrusion de grilles d’écoulement semi-structurées, et cerné leurs limites. Finalement,
nous avons mis en place une approche originale, car véritablement tridimensionnelle, de
génération de grilles d’écoulement modulaires hybrides, particulierement flexibles, et tout
a fait compatibles avec les prérequis inhérents aux simulations d’écoulement.






Conclusion

La motivation principale de ce travail était la génération de maillages volumiques de
qualité pour constituer des modeles valides du sous-sol, du point de vue géométrique,
topologique et applicatif.

A cet effet, nous avons tout d’abord défini un macro-modele, baptisé Soft Frame Model,
dont le but est d’assurer une cohérence géométrique et topologique aux contacts définis de
maniere souple entre les points, lignes et surfaces tridimensionnels représentant le modéle
structural de départ. Ce macro-modele nous a par la suite permis d’unifier les différents
processus de remaillage de ces objets.

En ce qui concerne les surfaces, nous avons procédé par mise en place d’une bijection
avec un domaine bidimensionnel (une paramétrisation), et par génération d’un maillage
non-structuré a base de triangles, par raffinement de Delaunay, technique qui produit des
mailles dont la qualité de forme est garantie. Toutefois, du fait de 1’éventuelle distorsion
des angles et des longueurs induite par la paramétrisation, nous avons di mettre en place
différentes modifications de ces techniques, notamment en ce qui concerne la convergence
de I'algorithme de raffinement et la préservation de la qualité des triangles dans I'espace
tridimensionnel. Nous avons également réalisé différents moyens de controle précis de la
taille des triangles, et proposé un algorithme particulierement robuste de construction
de modeles volumiques définis par frontieres, qui atteste de la validité des maillages de
surface générés avec notre approche.

Nous avons ensuite tiré profit de la qualité de ces triangulations pour construire des
volumes tétraédrisés Contraint-Delaunay, ot nous avons pu garantir une qualité minimum
de forme des tétraedres dans une grande portion du domaine d’étude, en gardant toute-
fois une résolution grossiere. Nous avons également vu comment modifier ensuite fine-
ment la résolution de ces tétraédrisations, et comment éliminer la présence éventuelle de
mailles dégénérées par différents post-traitements, dont nous avons pu mesurer 'efficacité.
Différentes simulations ont prouvé la validité applicative de ces maillages. Enfin, dans
le cadre particulier des simulations d’écoulement dans les domaines tridimensionnels du
sous-sol, nous avons proposé différents algorithmes de génération de grilles d’écoulement
non-simpliciales, et en particulier un procédé original, car véritablement tridimensionnel,
de construction de maillages modulaires hybrides.

Sur ce dernier point, nous avons fait volontairement abstraction du probleme de
lattribution de valeurs cohérentes de propriétés (comme la perméabilité ou la porosité
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du milieu) aux mailles des grilles d’écoulement. Celles-ci sont en général déduites d'un
champ de valeurs scalaires produit par une méthode géostatistique, ayant comme support
une grille structurée et réguliere de résolution tres fine. Pour pouvoir changer d’échelle et
assigner aux mailles de la grille d’écoulement des valeurs de propriété, il est nécessaire de
mettre ces mailles en correspondance avec 1'espace de la grille haute résolution. Pour cela,
il est envisageable de calculer une paramétrisation tridimensionnelle du domaine d’étude,
par exemple sur une tétraédrisation, telle que I'espace paramétrique représente 1’espace
de dépot des couches sédimentaires [Mallet 03-(2)]. Comme nous avons eu l'occasion de
le souligner, cette paramétrisation permettrait par exemple de prendre en compte les
données stratigraphiques dans des algorithmes de remaillages tridimensionnels (ce que,
dans ce travail, nous avons réalisé pour les surfaces), mais aussi d’attribuer des valeurs de
propriété reflétant I’hétérogénéité et ’anisotropie des données.
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